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PRÉFACE. 


Poncelet  fut  chargé,  en  1824,  par  une  décision  du  Mi- 
nistre de  la^jGruerre,  de  créer,  à  l'École  d'Application  de 
Metz,  un  Cours  sur  la  science  des  Machines.  Il  s'était 
déjà  fait  connaître  par  des  travaux  de  Géométrie  et  ne 
renonça  pas  sans  peine  à  ses  études  favorites  :  ce  fut, 
comme  il  le  dit  lui-même  (*),  sinon  avec  répugnance,  du 
moins  avec  un  vif  sentiment  de  regret,  qu'il  accepta 
cette  lâche  laborieuse  à  laquelle  il  n'était  nullement 
préparé.  Néanmoins  il  se  mit  à  l'œuvre  et  réunit  rapi- 
dement les  éléments  du  Cours,  tant  par  l'étude  des  Ou- 
vrages, peu  nombreux  alors,  qui  traitaient  des  applica- 
tions de  la  Mécanique  aux  Machines,  que  par  l'examen 
minutieux  de  la  constitution  et  du  fonctionnement  des 
appareils  dans  les  ateliers.  Il  arrêta  dès  lors  le  plan  gé- 
néral de  son  enseignement,  qu'il  divisa  en  trois  Parties  : 
Cours  de  Mécanique  appliquée  aux  Machines,  Leçons  pré- 
paratoires  au  lever  d'Usines,  et  Rédaction,  par  les  élèves, 
de  Mémoires  à  V appui  du  lever  de  Machines. 

La  première  Partie,  composée  de  quatre  Sections,  fut 

(  '  )  Avertissement  de  la  deuxième  édition  des  Propriétés  projectiles 
des  figures. 
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lithograplilée  en  1826,  pour  l'usage  particulier  des 
élèves  de  l'École  d'Application.  Dans  son  Rapport  à  l'Aca- 
démie des  Sciences  (7  mai  1827),  Ch.  Dupin  dit,  au 
sujet  de  ce  travail  :  t  C'est  une  production  remarquable 
par  la  rigueur  de  l'esprit  qui  en  a  tracé  la  marche  et 
par  les  simplifications  opérées  pour  rendre  moins  diffi- 
cilement applicables  à  la  pratique  des  calculs  réservés, 
pour  la  plupart,  à  des  spéculations  transcendantes. 

1  En  résumant  notre  opinion  sur  le  Cours  de  M.  Pon- 
celet,  nous  pensons  qu'il  est  digne  de  l'approbation  de 
l'Académie,  et  nous  proposerions  de  l'insérer  dans  la 
Collection  des  Mémoires  des  Savants  étrangers,  s'il  n'ap- 
partenait pas  à  S.  Exe.  le  Ministre  de  la  Guerre  de  déci- 
der la  publication  illimitée  de  cette  production.  • 

Ce  chaleureux  appel  ne  fut  pas  entendu  ;  on  se  borna 
à  faire  lithograpliier,  en  éditions  successives,  le  nombre 
d'exemplaires  exigé  pour  l'enseignement  à  l'Ecole  d'Ap- 
plication, et,  sans  le  culte  de  M""^  Poncelet  pour  la  mé- 
moire de  son  mari,  le  Cours  de  Mécanique  appliquée  aux 
Machines  ne  serait  pas  encore  imprimé  en  France,  un 
demi-siècle  après  sa  création. 

La  présente  édition  est  la  reproduction  des  Sections  I, 
11,  m  et  V,  lithograpliiées  en  i836,  sauf  quelques  chan- 
gements de  détails  faits  conformément  à  des  annotations 
écrites  par  l'Auteur,  changements  que  j'ai  du  reste  si- 
gnalés par  des  Notes  ajoutées  au  bas  du  texte.  Il  me 
parait  utile,  au  point  de  vue  historique,  de  compléter  ' 
ces  indications  et  de  résumer  ici  les  additions  que  Pon- 
celet a  faites  successivement  au  Cours  de  1826,  de  telle 
manière  qu'il  soit  possible  au  lecteur  de  reconstituer 
chacune  des  éditions  lithographiées  qui  ont  paru  en 
1826,  i833,  i836. 
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La  première  SeclioD»  Considérations  générales  sur  les 
Machines  en  mouvement^  n'a  reçu  aucune  modification, 
sauf  l'addition,  en  i832,  de  l'exposition  du  principe  des 
forces  vives  et  de  quelques  développements  contenus 
dans  les  paragraphes  17,  18,  30. 

La  deuxième  Section,  Principaux  moyens  de  régulari- 
ser raction  des  forcer  sur  les  machines  y  et  de  transmettre 
les  vitesses  dans  des  rapports  donnés^  n'a  pas  été  repro- 
duite en  i832  ;  Poncelet  y  a  ajouté  (*  ),  dans  l'édition  de 
i836,  la  théorie  des  régulateurs  à  pompe  et  du  régula- 
teur à  ressort;  il  a  donné  de  nouveaux  développements 
à  la  théorie  du  régulateur  à  force  centrifuge,  aux  consi- 
dérations dynamiques  sur  les  effets  des  manivelles,  au 
tracé  des  engrenages,  à  la  théorie  et  au  calcul  des  vo- 
lants; enfin  il  a  ajouté  une  série  de  formules  relatives 
à  la  détermination  des  moments  d'inertie.  Ces  additions 
se  rapportent  plus  spécialement  aux  paragraphes  sui- 
vants du  texte  :  5  à  7,  10  à  17,  19,  20,  22  à  49,  57  à 
75,  78  à  84,  86,  92,  94,  95  à  106,  115,  125,  126,  129, 
132  à  163. 

^  La  troisième  Section,  Calcul  des  résistances  passives 
dans  les  pièces  à  mouvement  uniforme^  a  été  augmentée, 
en  i832,  des  sujets  suivants  :  frottement  de  roulement, 
théorie  du  coin,  frottement  des  pièces  guidées,  résistance 
des  roues  et  roulettes,  de  la  poulie  mobile,  des  palans, 
des  vis  à  filets  triangulaires,  en  ayant  égard  k  l'influence 
de  l'élasticité  des  matières;  on  y  trouve,  en  outre,  des 
développements  nouveaux  sur  le  calcul  des  résistances 
du  treuil.  Les  modifications  principales  portent  sur  les 


(')  Voir,  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  i3  février  iSSy  de 
TAcadéraie  des  Sciences,  la  Note  relative  à  la  nouvelle  édition  du  Cours 
de  Mécanique  appliquée  aux  Machines. 
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paragraplics  7  -i  U,  16,  17,  21  ii  37,  39  à  54,  57.  58, 
59.  61  à  69.  86  à  91. 

La  quatrlèmi!  Sect'iDn,  Influence  des  variations  de  la 
vitesse  sur  les  résistances,  i^ui  n'est  pas  rcproduile  dans 
l'êdilion  de  i832,  figure  dans  celle  de  iS36,  sous  le  titre 
de  cinquième  SecLitin;  elle  a  reçu,  dans  celte  dernière, 
quelques  additions  relatives  à  la  tliéorie  des  marteaux  et 
des  balanciers  à  découper. 

Je  crois  devoir  rappeler  que  les  divers  sujets  qui  vien- 
nent-d'ètre  résumés,  et  qui  constituent  ce  Volume,  ne 
comprennent  qu'une  partie  des  Leçons  que  Ponoelet  a 
professées  à  l'École  d'Application.  Ainsi  qu'il  a  été  dit 
plus  haut,  le  Cours  de  Mécanique  appliquée  était  suivi  des 
Leçons  préparatoires  au  lever  d'Usines,  contenant  les  no- 
tions les  plus  usuelles  de  l'Hydraulique  pratique,  du 
mouvement  des  gaz,  des  roues  hydrauliques  et  des  ma- 
chines à  vapeur.  Ces  Leçons  forment  les  Sections  VI  et  VU 
de  l'ensemble  du  Cours  ;  elles  ont  été  publiées  en  cahiers 
lithographies  {années  i83i  et  i836),  par  les  soins  de 
M.  Morin,  dont  le  concours  a  également  été  précieux  au 
professeur,  pour  la  révision  des  autres  Sections  (  '  ). 

Un  cahier  spécial,  qui  a  été  présenté  à  l'Académie  des 
Sciences  le  17  février  i83/i,  contient  la  description  et  la 
tliéorie  des  principaux  ponts-levis  employés  dans  la  forti- 
fication. 

D'un  autre  côté,  Poncelel  avait  fait  une  série  de  Leçons 
sur  le  calcul  du  frottement  des  pièces  articulées  qui  co- 
tisent dans  la  composition  des  machines,  ainsi  que  sur 
l'étude  de  divers  appareils  en  usage  dans  l'Artillerie  et 
dans  le  Génie,  tels  que  pompes,  machines  à  épuiser  et  à 

(')  Les  premières  éditions  du  Cours  avaient  été  lithogMphiées,  d'après 
les  Notes  de  Poncelot,  par  les  Boins  do  M.  Gosselin. 
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draguer,  machines  soufflantes,  scieries,  cisailles,  lami- 
noirs, etc.  Malheureusement  il  n*a  guère  laissé,  sur 
ces  divers  sujets,  que  des  Notes  manuscrites,  unique- 
ment rédigées  pour  lui  servir  de  guide  dans  ses  Leçons 
orales,  et  trop  peu  développées  pour  pouvoir  être  livrées 
a  rimpression. 

Peu  de  modifications  essentielles  ont  été  apportées 
jusqu'ici,  par  les  auteurs  qui  ont  traité  de  la  Mécanique 
appliquée,  aux  idées  çxposées  par  Poncelet,  à  une 
époque  où  l'emploi  des  machines  était  loin  d'avoir  l'ex- 
tension actueUe.  Il  m'a  paru  utile  de  signaler,  dans  quel- 
ques Notes,  les  travaux  récents  relatifs  aux  matières  de 
ce  Cours,  et  d'indiquer  certaines  considérations  nou- 
velles imposées  par  les  progrès  de  la  pratique.  Ces  Notes 
.  se  trouvent  au  bas  des  pages  et  sont  suivies  du  signe  (K). 

En  terminant,  je  remercie  M.  Resal  d'avoir  bien  voulu 
me  continuer  le  concours  amical  qu'il  m'avait  déjà  prêté 
pour  la  publication  de  Y  Introduction  à  la  Mécanique  in- 
dustrielle. 


Kretz. 


Paris,  le  20  novembre  1873 
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APPLIQUÉE  AUX  MACHINES. 


PREMIÈRE  SECTION. 


CONSIDÉRATIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  MACHINES  EN  MOUVEMENT. 


OBJET   DE   CETTE   SECTION. 

L'objet  de  celle  Seclion  esl  d'exposer  les  principes  géné- 
raux qui  consliluenl  la  ihéorie  des  machines  en  mouvemeni, 
de  faire  connaître  leurs  principales  propriétés,  sous  le  point 
de  vue  mécanique,  de  prescrire  à  l'avance  les  règles  et  les 
conditions  essentielles  d'après  lesquelles  on  doit  les  établir, 
enfin  de  faire  apprécier,  lorsqu'elles  sont  construites,  leurs 
défauts,  leurs  qualités  et  leurs  effets  mécaniques  ou  indus- 
triels. Il  esl  d'ailleurs  entendu  qu'il  ne  sera  ici  question  que 
des  machines  pour  lesquelles  l'emploi  de  la  force  et  son  éco- 
nomie sont  une  considération  importante. 

1.  —  Notions  et  principes  sur  lesquels  se  fonde  la  science 

DES  moteurs  et  DES  MACHINES. 

Travail  des  moteurs  et  des  machines. 

1.  Objet  des  machines  industrielles,  —  Les  machines,  con- 
sidérées sous  le  point  de  vue  industriel,  ont  pour  objet  l'exé- 
cution de  certains  travaux  des  arts,  à  l'aide  des  moteurs  ou 
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forces  motrices  (')  que  présente  la  nature,  tels  que  les  ani- 
maux y  le  vent^  Veau,  le  calorique, 

2.  Manière  dont  on  évalue  la  puissance  des  machines  et  des 
moteurs.  —  Lei  force  ou  puissance  productive  des  machines  et 
des  moteurs,  c'est-à-dire  \eur  pouvoir,  leurs  effets  ou  qualités 
mécaniques,  s'évaluent  dans  les  arts  par  la  quantité  de  travail, 
d'une  espèce  déterminée,  qu'ils  peuvent  produire  dans  un 
temps  donné.  Leur  valeur  absolue  dépend  d'autres  éléments, 
qui  ne  sont  pas  du  ressort  de  la  Mécanique  et  dont  il  faut 
néanmoins  tenir  compte  dans  la  pratique;  tels  sont  :  le  prix 
du  travail,  i'eniretien,  la  mise  de  fonds,  la  durée,  etc. 

3.  Choix  de  V unité  de  travail.  —  Si  le  genre  du  travail  était 
toujours  le  même,  il  serait  facile  d'apprécier,  d'après  l'expé- 
rience, la  valeur  mécanique  des  moteurs  et  des  machines, 
puisqu'elle  aurait  pour  mesure  la  quantité  de  matière  confec- 
tionnée, dans  un  temps  donné;  or  il  n'en  est  pas  ainsi  :  les 
travaux  des  moteurs  et  des  machines  sont  infîniment  variés,  et, 
pour  pouvoir  les  comparer  entre  eux,  les  mécaniciens  ont  dû 
adopter  une  unité,  d'espèce  particulière,  une  sorte  de  mon- 
naie  mécanique,  comme  l'a  dit  M.  Navier,  qui  pût  servir  aisé- 
ment de  mesure  à  tous  les  genres  de  travaux  et  ne  laissât  abso- 
lument rien  d'arbitraire  dans  leur  évaluation  en  nombres. 

4.  L unité  du  travail  se  rapporte  à  V élévation  verticale  des 
corps  pesants.—  C'est  d'après  ces  considérations,  et  plusieurs 
autres  que  nou«  ferons  connaître,  qu'on  a  choisi,  pour  cette 
unité,  l'effet  qui  consiste  dans  l'élévation  des  corps  pesants. 
Rien  de  plus  facile,  d'ailleurs,  que  d'évaluer  en  nombres  le  tra- 
vail dont  il  s'agit  :  car,  si  l'on  prend  pour  unité  le  travail  qui 


(*)  Les  expressions ybrctf  motrice  et  moteur  qui,  dans  le  langage  industriel, 
sont  généralement  regardées  comme  synonymes,  ont,  en  Mécanique,  des  signi- 
fications distinctes.  Le  mot  force  a  un  sens  spécial  qui  est  défini  dans  le  n^*  5, 
et  l'on  appelle  moteur  tout  corps  ou  tout  système  de  corps  qui  est  capable  de 
développer,  sur  un  autre  corps,  une  force,  et  de  faire  décrire,  au  point  d'ap- 
plication de  celle-ci,  un  certain  chemin,  dans  le  sens  de  son  action  :  la  vapeur 
est  un  moteur;  la  pression  de  cette  vapeur  sur  le  piston  d'une  machine  est 
une  force  motrice,  (K.) 
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consiste  à  élever  Tunilé  de  poids  à  Tuniié  de  hauteur,  il  pa- 
raîtra évident  qu'élèvera  une  hauteur  quelconque  H  un  poids 
donné  P,  c'est  répéter  autant  de  fois  Teffet  partiel  qui  répond 
à  Tunité  de  travail,  qu'il  y  a  d'unités  de  longueur  dans  H  et 
d'unités  de  poids  dans  P;  le  produit  PH  est  donc  la  mesure 
naturelle  de  l'effet  ou  du  travail  utile  total  de  la  force  mo- 
trice qui,  par  son  activité,  a  élevé  le  poids  P  à  la  hauteur  H  ; 
peu  importe,  au  surplus,  la  manière  dont  ait  varié  la  vitesse 
propre  de  l'agent,  en  intensité  ou  en  direction  :  car  l'effet  dont 
il  s'agit  ne  suppose  en  lui-même  autre  chose  qu'un  effort  ver- 
tical constant,  mesuré  par  P,  et  dont  le  point  d'application  dé- 
crit un  certain  chemin  H  dans  sa  direction  propre. 

Cette  définition  et  cette  mesure  du  travail  mécanique  cadrent 
d'ailleurs  avec  la  manière  dont  se  payent,  dans  les  arts,  tous 
les  travaux  qui  se  rapportent  à  l'élévation  verticale  des  far- 
deaux; par  exemple,  quand  il  s'agit  de  tirer  de  l'eau  du  fond 
d'un  puits,  d'élever  des  terres,  des  matériaux  quelconques  à 
certaines  hauteurs. 

5.  Définition  et  mesure  des  forces.  —  C'est  ici  le  lieu  de  re- 
marquer que  nous  n'entendrons  désormais  par  le  mol  force 
que  la  pression,  l'effort  simple  dont  est  capable  un  agent  quel- 
conque, dans  une  direction  et  un  point  déterminés,  pression 
k  et  effort  qui  sont  toujours  comparables  et  peuvent  se  mesurer 
par  des  poids,  à  l'aide  d'instruments  à  ressorts,  tels  que  le 
dynanoomètre  de  Régnier,  certains  pesons  du  commerce,  etc., 
qui  ont  été  tarés  ou  vérifiés  à  l'avance,  en  y  suspendant  des 
poids  étalons.  On  conçoit,  en  effet,  que  le  même  degré  de 
flexion  de  ces  ressorts,  en  supposant  leur  élasticité  parfaite  et 
indépendante  du  temps  et  de  la  fatigue  (ce  qui  n'est  pas,  et 
exige  de  fréquentes  vérifications),  indique  constamment  le 
même  effort  absolu,  la  même  pression,  pourvu  que  cet  effort, 
celte  pression  s'exerce  au  même  point  et  dans  la  même  direc- 
tion. Ainsi,  pour  nous,  les  forces  seront  toujours  exprimables 
en  unités  de  poids,  en  kilogrammes,  par  exemple,  et  nous  n'en 
reconnaîtrons  pas  d'autres;  mais,  comme  c'est  un  fait  d'expé- 
rience que  l'intimité  de  la  pesanteur  varie  selon  la  position 
des  lieux,  il  faut  bien  sous-entendre  que  cette  unité  de  poids  se 

1. 
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rapporte  à  un  lieu  déterminé^  ou  aux  différents  lieux  pour  les- 
quels l'intensité  absolue  de  la  gravité  reste  constante,  ce  qui 
est  sensiblement  vrai  pour  l'étendue  entière  d'un  pays  tel  que 
la  France. 

6.  Dénominations  et  valeurs  diverses  attribuées  à  l'unité  de 
travail»  —  Le  produit  PH  a  reçu  des  mécaniciens  diverses  dé- 
nominations, qu'il  importe  de  connaître  :  Smeaton,  ingénieur 
anglais,  auquel  on  doit  de  nombreuses  expériences  sur  les 
roues  hydrauliques,  le  nomme  puissance  mécanique;  Carnot, 
dans  ses  Principes  fondamentaux  de  l'équilibre  et  du  mouve- 
ment, le  nomme  moment  d'activité;  Monge  et  Hachette  {voir 
le  Traité  des  Machines  de  ce  dernier)  l'ont  appelé  simplement 
effet  dynamique^  expression  qui  a  le  défaut  d'être  un  peu  vague 
dans  sa  généralité;  enfin  Coulomb,  suivi  en  cela  par  beau- 
coup d'autres,  l'a  nommé  quantité  d'action^  mots  expressifs, 
dont  il  nous  arrivera  souvent  de  faire  usage,  concurremment 
avec  celui  de  travail,  qui  se  présente  naturellement  à  l'esprit, 
mais  qui  ont  l'inconvénient  de  s'appliquer  à  une  autre  espèce 
de  quantités  déjà  en  usage  dans  la  Mécanique  rationnelle. 

Quant  à  la  valeur  absolue  de  l'unité  d'action  ou  de  travail, 
divers  auteurs,  à  compterdeMM.Monigolfier  et  Hachette,  l'ont 
supposée  égale  au  poids  du  mètre  cube  d'eau,  ou  looo  kilo- 
grammes, élevé  à  I  mèlre  de  hauteur  ;  c'est  ce  produit  que 
M.  Hachette  nomme  la  grande  unité  dynamique,  M.  Clément 
dfnamie,  et,  en  dernier  lieu,  M.  Coriolîs,  djrnamode  (Du  cal- 
cul de  l'effet  des  machines),  M.  Charles  Dupin  a  aussi  propAsé 
de  prendre  pour  unité  le  poids  de  i  mètre  cube  d'eau, ^^éléJ$ 
à  I  kilomètre  de  hauteur,  unité  qu'il  nomme  dyname  {Cours 
de  Mécanique,  t.  III,  p.  4^7);  mais  il  suppose  que  ce  travail 
s'est  opéré  régulièrement,  en  un  jour,  ce  qui  fait  rentrer  le 
dyname  dans  l'espèce  d'unités  dont  il  sera  fait  mention  plus 
loin  (n"7). 

La  notation  employée  par  M,  Navier  {Architecture  hydrau- 
lique de  Bélidor,  1. 1,  addition  au  Livre  I),  et  qui  consiste  à 
placer  l'indice  ^^x"^  ou  *"«"  à  droite  et  un  peu  au-dessus  du  pro- 
duit du  poids  en  kilogrammes  par  la  hauteur  en  mètres,  re- 
vient à  prendre  pour  unité  de  travail  i  kilogramme,  élevé  à 
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1  mètre  de  hauteur,  unité  que  nous  nommerons  simplement 
kilogrammètrey  afin  d*abréger  et  d'éviter  le  rappel  d'un  travail 
particulier,  l'élévation  des  corps  pesants,  qu'il  n'est  point  in- 
dispensable d'exprimer,  comme  nous  le  verrons  bientôt.  D'ail- 
leurs, cette  dernière  convention  et  celle  qui  précède  peuvent 
s'étendre  à  toutes  les  hypothèses  qu'on  pourrait  avoir  à  faire 
sur  les  unités  de  poids  ou  de  longueur  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression des  unités  de  travail  (').  ^ 

7,  Définition  du  cheval  dynamique.  —  Lorsque  l'action  des 
moteurs  et  des  machines  est  longtemps  continuée  d'une  ma- 
nière uniforme,  les  nombres  qui  servent  à  évaluer  le  travail 
peuvent  devenir  embarrassants  par  leur  longueur,  et  alors  on 
convientde  ne  prendre  pour  sa  mesure  que  celui  qui  se  rapporte 
à  l'unité  de  temps,  par  exemple  à  la  seconde,  à  la  minute,  etc. 
C'est  ainsi  que  les  mécaniciens  ont  été  amenés  à  introduire, 
dans  la  notion  du  travail  servant  d'unité,  Tidée  de  la  durée,  qui 
y  est  totalement  étrangère  et  ne  peut  s'appliquer  avec  exacti- 
tude qu'aux  travaux  où  la  même  quantité  d'action  est  déve- 
loppée régulièrement  dans  chaque  unitéjde  temps;  encore  ne 
faut-il  pas  perdre  de  vue  la  durée  totale  et  effective  du  travail 
et  tenir  compte,  par  conséquent,  de  ses  intermittences  plus  ou 
moins  fréquentes,  etc. 

Les  fabricants  de  machines  à  vapeur,  entre  autres,  ont  gé- 
néralement adopté  une  unité  d'action  de  cette  espèce,  nom- 
mée improprement  par  eux  force  de  cheval,  d'après  l'expres- 
sion anglaise  horse-power^  qu'il  serait  plus  exact  de  traduire 
par  celle  de  pouvoir  de  cheval  ou  de  cheval  dynamiqucy  at- 
tendu que  le  mol/orce  a  un  sens  bien  déterminé  (5)  en  Méca- 
nique, et  qui  ne  cadre  nullement  avec  l'idée  qu'on  attache  à  la 
quantité  d'action  ou  de  travail.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'expression 
At  force  de  cAet^a/ ayant  généralement  prévalu,  nous  pourrons 
en  faire  usage  dans  les  applications  de  ce  Cours,  malgré  le  dé- 
faut qu'elle  a  de  ne  présenter  en  elle-même  rien  de  précis,  car 
sa  valeur,  qui  ne  peut  être  que  purement  fictive,  a  été  diffé- 
remment définie  par  les  mécaniciens  constructeurs  (voir  Ten- 

(')  IntroductioiiiÀ  la  Mécanique  industrielle  (3*  édition,  p.  76). 
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droit  cilé  (6)  de  la  nouvelle  édition  de  V architecture  hydrau- 
lique de  Bêlidor).  Celle  qui  paraît  le  plus  universellement 
accréditée  de  nos  jours  représente  une  quantité  de  travail  de 
75  kilogrammètres,  développée  en  chaque  seconde,  et  se  rap- 
porte plus  particulièrement  à  Tunité,  dite  routinière,  adoptée 
en  Angleterre  d'après  Watt  et  Boulton  :  telle  est  aussi  la  va- 
leur que  nous  lui  supposerons  par  la  suite. 

8.  Travail  des  forces  constantes  agissant  dans  le  sens  du 
chemin  décrit  par  leur  point  d'application,  —  Voyons  main- 
tenant comment  on  peut  généralement  évaluer  le  travail  méca- 
nique des  forces  quelconques,  et  ramener  l'expression  de  sa 
mesure  aux  mêmes  unités  que  celle  qui  se  rapporte  à  l'éléva- 
tion des  fardeaux,  suivant  la  verticale  ('). 

En  y  réfléchissant  un  peu,  on  voit  qu'exécuter  un  travail 
mécanique  quelconque,  c'est  vaincre,  d'une  manière  utile 
pour  le  besoin  des  arts,  des  résistances  telles  que  la  force 
d'adhésion  des  molécules  des  corps,  la  force  du  calorique  ei 
deï  ressorts,  la  force  de  la  pesanteur,  la  résistance  des  fluides, 
les  frottements  et  quelquefois  l'inertie  de  la  matière,  comme 
lorsqu'il  s'agit  de  lancer  des  projectiles,  de  mettre  en  action 
des  marteaux,  des  pilons,  etc.;  les  exemples  de  toute  espèce 
ne  sauraient  ici  manquer;  mais,  pour  vaincre  et  détruire  suc- 
cessivement des  résistances  continuellement  renouvelées  le 


(')  Définition  du  travail  mécanique,  —  Le  but  de  ces  considérations  préli- 
minaires est  d'établir  une  corrélation  entre  le  travail,  tel  qu'on  le  définit  en 
Mécanique,  et  \ effet  produit  ou  exigé  par  l'exécution  d'un  ouvrage.  Pour  éviter 
toute  incertitude,  il  convient,  dans  les  théories  mécaniques,  de  n'attribuer  à 
l'expression  travail  d*une  force  d'autre  signification  que  celle  de  produit  de  la 
force  et  du  chemin  décrit  par  son  point  d'application,  estimé  suivant  la  direc^ 
tion  de  la  force,  produit  déterminé  d'après  les  règles  exposées  aux  n°*  8,  9  et 
10,  par  simple  définition,  et  abstraction  faite  de  toute  idée  sur  la  constitution 
ou  le  modo  d'action  des  moteurs,  sur  l'effet  obtenu  dans  la  confection  de  l'ou- 
v^'age.  Vunité  de  travail  est  le  produit  de  l'unité  de  force  par  l'unité  de  lon- 
gueur. 

Ce  n'est  qu'après  avoir  démontré  divers  théorèmes  relatifs  au  travail  des  forces 
dans  les  machines,  que  l'on  peut  établir  nettement  une  relation  entre  un  effet 
produit  et  la  dépense  corrcspon Jante,  et  se  rendre  un  compte  exact  des  rai- 
sons  qui  ont  fait  choisir  le  mot  travail,  pour  désigner  le  produit  qui  vient 
d'être  défini  {voir  la  note  du  n°  46).  (K.) 
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long  d'un  certain  chemin,  il  faut  un  efTort  de  traction  ou  de 
pression  agissant  au  point  d'application  de  cette  résistance,  et 
qui  se  renouvelle  en  se  déplaçant  lui-même  constamment.  Or 
il  peut  arriver,  ou  que  Tefforisoit  dirigé  à  chaque  instant  dans 
le  sens  du  chemin  décrit  par  son  point  d'application,  ou  que 
cet  effort  varie  d'une  manière  quelconque,  en  grandeur  et  en 
direction,  sans  cesser  néanmoins  de  faire  constamment  équi- 
libre à  la  résistance  que  lui  oppose  directement  son  point 
d'application,  en  vertu  du  principe  de  l'action  égale  et  contraire 
à  la  réaction. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas,  et  supposons  que  l'ef- 
fort et  par  suite  la  résistance  conservent  une  valeur  constante 
à  tous  les  instants,  ou  pour  chacun  des  éléments  de  chemin 
parcouru;  on  pourra  évidemment  appliquer  à  cet  effort  le 
même  raisonnement  que  pour  le  cas  où  il  s*agissait  (4)  d'é- 
lever directement  un  poids  à  une  certaine  hauteur  sans  lui 
faire  quitter  la  même  verticale.  La  quantité  d'action  qu'il  déve- 
loppera, dans  une  longueur  de  chemin  donnée,  sera  dor^ici 
encore  directement  proportionnelle  et  à  l'intensité  constante 
de  cet  effort. et  au  nombre  de  fois  qu'il  a  été  répété,  ou  au 
nombre  des  résistances  partielles  et  égales  qui  ont  été  vain- 
cues, c'est-à-dire  au  produit  de  cet  effort,  exprimé  en  unités 
de  poids  (5),  par  la  longueur  effective  du  chemin  parcouru 
dans  sa  direction  propre,  estimée  en  unités  de  distances.  Q 
éiantdoncle  nombre  des  kilogrammes  qui  mesurent  l'effort,  q 
celui  des  mètres  qui  mesurent  la  longueur  du  chemin,  la  va- 
leur du  travail  pourra  encore  être  exprimée  par  le  produit 

en  faisant  attention  qu'ici  l'unité  de  travail,  i  kilogrammètre, 
se  rapporte  à  un  effort  constant  de  kilogramme,  qui  se  répète 
le  long  d'un  chemin  de  i  mètre  dirigé  d'une  manière  quel- 
conque. 

Si,  d'ailleurs,  on  veut  se  rendre  compte,  dès  à  présent,  com- 
ment celte  unité  a,  sous  le  point  de  vue  purement  mécanique, 
la  même  valeur  que  l'unité  analogue  relative  à  l'élévation  des 
fardeaux,  suivant  la  verticale,  il  suffira  de  considérer  que  les 
machines  offrent  en  général  les  moyens  de  transformer  un 


r 
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travail  indusiriel  quelconque  en  un  autre,  el  qu'elles  opére- 
raient même  cette  transTormation  sans  aucune  perte,  si  l'oh 
pouvait  y  éviter  complélemenl  les  résistances  étrangères,  qui 
absorbent  toujours  une  portion  plus  ou  moins  grande  du  tra- 
vail moteur;  mais  c'est  ce  qui  sera  démontré  tiireciement  et 
généralement  un  peu  plus  loin,  quand  nous  aurons  établi 
quelques  autres  données  ou  principes  indispensables. 

9.  Travail  des  forces  d'intensité  variaffle.  —  Les  raisonne- 
ments qui  précèdent  supposeni  que  l'effort  exercé  demeure 
constant  et  toujours  dirigé  dans  le  sens  du  chemin  parcouru 
par  son  point  d'application;  s'il  était  variable,  il  faudrait  consi- 
dérer ce  qui  se  passe  dans  chaque  élément  du  temps  pendant 
lequel  son  point  d'application  a  décrit  le  chemin  total  q  dans 
sa  direction  propre.  Qdq  sera  évidemment  la  quantité  de  tra- 
vail élémentaire  développée  par  Q  le  long  de  dq  et 


/«"'■ 


pris  entre  deux  positions  quelconques  du  point  d'application 
de  la  force,  exprimera  la  quantité  de  travail  totale  développée 
dans  l'étendue  de  chf^min  comprise  entre  ces  mêmes  positions, 
quantité  qu'on  pourra  calculer  analytiquement,  toutes  les  fois 
qu'on  aura  Q  en  fonction  de  q,  ei  dans  tous  les  cas,  par  ap- 
proximation, au  moyen  du  théorème  de  Thomas  Simpson,  si 
l'on  connaît  seulement,  par  expérience  ou  autrement,  cha- 
cune des  valeurs  de  Q,  qui  répondent  aux  différentes  valeurs 
de?('). 

Nommons  X  l'effort  moyen  constant  que  devrait  exercer 
une  autre  force,  dirigée  dans  le  sens  dq,  pour  produire  la 
même  quaniité  de  travail  ;  q'  et  q"  les  valeurs  de  q  relatives  à    I 
la  première  et  à  la  dernière  des  positions  du  point  de  X  et  de 


(>)  Inlroduclion  a  lu  iUrcn»,> 

iC  indasirielfe  [3"  édition,  p.  194);  on  trouve 

ëgaleinent  dons  ceUe  éililion,  p. 

r97,  une  sulre  mélhode  de  quadrature  qui  ■ 

ét^  eipOBde  par  Poncelat  dans  te 

■s  Lrcoas  à  la  Farallé  dts  Sciences  de  Paris, 

et  qui  a  été  publiée,  en  premier 

lieu  (tB5î).  dans  les  fo'mwis  de  Mécani^«t 

deM.  Reul.  (K.) 
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Q,  de  sorte  que  q"  —  q'  soil  la  longueur  de  chemin  qui  a  été 
parcourue;  il  est  évident  qu'on  aura  pour  déterminer  X  la  re- 
lation 

X(?"-?')=   r  Qdq    d'où    X^:^;^    .  ■ 

La  considération  de  cette  valeur  moyenne  nous  sera  utile 
dans  plusieurs  circonstances. 

10.  Travail  des  forces  variables  d'une  manière  quelconque 
enintensité  et  en  direction.  —  Enfin  la  force  Q  pourrait  varier 
à  chaque  instant  de  direction,  par  rapport  à  l'élément  de  che- 
min i/f  décrit  par  son  point  d'application;  a  étant  l'angle  va- 
riable formé  par  ces  directions,  on  concevra  cette  force  dé- 
composée en  deux  autres,  l'une  Q  cosa,  agissant  suivant  le 
prolongement  de  dsy  l'autre  Q  sina,  agissant  normalement  à  la 
courbe  décrite  par  le  point  d'application  de  Q.  Celle-ci  sera 
évidemment  détruite  parla  résistance  ou  l'obstacle,  quel  qu'il 
soil,  qui  oblige  le  point  d'application  dont  il  s'agit  à  demeurer 
surrf*;  de  plus,  l'élément  de  chemin  décrit  dans  Sa  direction 
propre  étant  nul,  il  en  est  de  même  de  sa  quantité  de  travail, 
dont  on  pourra  ainsi  faire  abstraction;  mais  comme  elle  tend 
à  produire  des  compressions  qui,  dans  les  systèmes  matériels, 
tels  que  les  machines,  font  naître  des  résistances  tangentielles, 
étrangères  aux  forces  actives  de  ces  systèmes,  et  que,  pour 
celle  raison,  on  nomme  nuisibles  ou  passives,  il  y  aura  lieu  de 
tenir  compte  du  travail  dû  à  ces  nouvelles  résistances  dans 
révaluation  générale  des  eflfets  mécaniques  de  pareils  systèmes. 
Quant  à  la  quantité  de  travail  produite  par  l'autre  composante 
Qcosa,  elle  aura  évidemment  pour  valeur,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, l'intégrale  générale 


/  Qcosarf*     ou      1  Qdq, 


qu'il  faudra  prendre  entre  des  limites  convenables,  en  obser- 
vant que  nous  supposons  ici  dq  =  ds  cos  a,  c'est-à-dire  égal 
à  la  projection  de  l'élément  de  chemin  ds  sur  la  direction  de 
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la  force  Q;  or  il  esl  très-digne  de  remarque  que  la  quantité 
d'action  ou  de  travail  élémentaire 

Qdq  —  Qcosads 

n*esl  autre  chose  que  ce  qu'en  Mécanique  rationnelle  on 
nomme  le  moment  virtuel  de  la  force  Q,  pour  le  mouvement 
infiniment  petit  attribué  à  son  point  d'application  ;  de  plus,  on 
voit  qu'elle  est  la  même  que  celle  que  Ton  obtiendrait  direc- 
tement, en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pour  le  premier  cas 
ci-dessus,  et  considérant  que  l'espace  élémentaire  dq  décrit 
par  ce  point  dans  le  sens  de  la  force  esl  réellement  cos  a  ds. 
De  cette  identité  de  nature  entre  les  moments  virtuels  et  les 
quantités  de  travail  élémentaires  ou  instantanées  des  forces, 
pour  le  cas  où  le  mouvement  virtuel  considéré  est  précisé- 
ment le  mouvement  actuel  et  infiniment  petit  du  point  d'ap- 
plication de  ces  forces,  on  conclut  de  suite  diverses  consé- 
quences relatives  aux  lois  que  suit,  en  général,  la  transmission 
du  travail  dans  les  systèmes  matériels  soumis  à  des  puissances 
et  à  des  résistances  quelconques,  et  qui  sont  d'une  applica- 
tion immédiate  à  la  science  des  moteurs  et  des  machines.  Mais, 
pour  bien  faire  saisir  cette  application,  il  est  nécessaire  de 
rappeler  succinctement  les  notions  élémentaires  sur  les- 
quelles elle  repose  et  qui  ont  servi  à  en  établir  le  principe('). 

Théorèmes  relatifs  à  la  quantité  de  mouvement  et  à  la  force  vive. 

11.  Ce  que  Von  nomme  proprement  vitesse  et  quantité  de 
mouvement,  —  On  sait  que  deux  forces  appliquées  tour  à  tour 
à  un  même  corps  qui  cède  librement  à  leur  action,  en  se  mou- 
vant parallèlement  à  lui-même,  dans  le  sens  de  cette  action, 


(')  L'édition  de  i83j  porte  la  note  suivante  :  «  Nous  renverrons,  pour  tous 
les  développements,  aux  Traités  de  Mécanique  de  MM.  de  Prony  et  Poisson,  en 
observant  que  l'expérience  de  l'enseignement  à  l'École  d'application  nous  a  fait 
apercevoir  l'utilité  de  revenir  sur  ces  notions,  ainsi  que  sur  la  démonstration 
des  principes  généraux  qui  en  déiivent,  et  sans  la  parfaite  intelligence  des- 
quels il  serait  impossible  de  bien  comprendre  la  théorie  du  mouvement  des 
machines.  »  Les  principes  rappelés  dans  les  n^^  11  à  16  n'étaient  pas  reprO' 
duits  dans  les  éditions  antérieures  à  i836.  (K.) 


APPLIQUÉE  AUX   MACHINES.  II 

lui  impriment,  dans  le  même  élément  de  temps  dt^  des  vitesses 
qui  sont  inHniment  petites,  proportionnelles  à  leur  inten 
site  respective,  et  indépendantes  du  mouvement  précédem- 
ment acquis.  Ainsi  y?  étant  le  poids  absolu  d*un  certain  corps 
ou  point  matériel,  dans  un  lieu  pour  lequel  la  gravité  lui  im- 
prime la  vitesse  g^  =  9™,  8088,  au  bout  de  la  première  seconde 
de  sa  chute,  ou  gdt  dans  chaque  élément  dt  du  temps,  puis- 
qu'il s'agit  ici  d'une  force  accélératrice  sensiblement  con- 
stante, et  <p  étant  une  autre  force  motrice  quelconque,  capable 
d'imprimer  au  même  corps  et  dans  l'élément  du  temps  dt 
raccroissement  de  vitesse  dv^  on  aura,  d'après  la  loi  énoncée: 

,         ,        ,,   ,  p  dv 

o:  pwdv'.gdl,     dou     cp  — ^— -. 

i     r  o  *        g  at 

Soit  pareillement  p'  le  poids  absolu  (5)  de  ce  corps  dans  un 
autre  lieu  quelconque,  pour  lequel  la  vitesse  imprimée  au 
bout  de  la  première  seconde  serait  g';  on  aurait  également 

o-rii,     d'où     -^  m -^  ~  consl.  =  m; 
g  S        8 

ce  qui  est  évident  a  priori^  puisqu'en  vertu  de  la  même  loi 
on  a 

' p\p'  y.gdtig'  dt. 

Or  le  rapport  m,  qui  demeure  indépendant  de  l'intensité  de 
la  gravité  en  chaque  lieu,  est  précisément  ce  que  l'on  est  con- 
venu de  nommer  la  masse  du  corps;  définition  qu'il  faut  ad- 
mettre, sans  s'embarrasser  des  idées  physiques  ou  métaphy- 
siques qu'on  y  attache  quelquefois,  en  sorte  qu'on  a  aussi  par 

simple  convention 

p^mgi'). 

(';  On  voit  qae  dans  un  même  lieu,  ou  pour  une  contrée  entière  telle  que 
la  France  (5),  la  masse  reste  sensiblement  proportionnelle  au  poids,  et  l'on  en 
conclut  que  les  poids  peuvent  être  substitues  aux  masses  ou  pris  pour  les 
masses;  mais  cela  n'est  vrai  qu'autant  qu'il  s'agit  de  les  comparer  entre  elles 
dans  les  formules  où  elles  entrent  d'une  manière  homogène  par  rapport  aux 
autres  quantités;  car,  puisque  l'hypothèse  m  s=  p  revient  à  prendre  g  pour 
l'unité  de  longueur,  on  voit  qu'il  peut  arriver  bien  des  cas,  dont  nous  aurons 
des  exemptes  par  la  suite,  où  l'on  tomberait  dans  des  erreurs  grossières  en 
substituant  les  poids  aux  masses. 
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Du  reste,  comme  le  rapport  m  ne  change  ni  avec  le  volume, 
ni  avec  la  forme,  ni  avec  le  poids  absolu  d'un  corps,  il  arrive 
souvent  que,  sous  le  point  de  vue  mécanique,  on  désigne  sim- 
plement les  corps  par  leurs  masses,  et  c'est  ainsi  que  nous  en 
agirons  par  la  suite.  La  première  des  équations  ci-dessus  nous 
donne  en  conséquence,  /  étant  la  vitesse  du  corps  à  l'instant 
où  Taction  de  la  force  commence,  et  v  celle  qui  correspond  à 
un  temps  quelconque  écoulé  depuis  cet  instant, 

en  supposant  toujours  que  la  force  9  entraîne  le  corps  -  dans 

le  sens  de  sa  propre  direction,  qui  est  invariable,  comme  pour 
la  gravité.  Or  les  produits  mt^,  mv',  qui  correspondent  aux 
vitesses  c  et  c'  possédées  par  le  corps  à  la  fin  et  au  commen- 
cement de  l'intervalle  de  temps  où  Ton  considère  l'action  de 
la  force,  sont  précisément  ce  qu'on  est  convenu  de  nommer 
les  quantités  de  mouvement  de  ce  même  corps,  relatives  aux 
instants  dont  il  s'agit;  expression  à  laquelle  il  ne  faut  égalée 
ment  attacher  aucune  idée  métaphysique,  et  qui  n'a,  comme 
la  précédente,  pour  objet  que  de  faciliter  l'énoncé  des  théo- 
rèmes dC'Mécanique,  où  les  quantités  telles  que  me  =  ^  t^  se 

reproduisent  fréquemment. 
D'ailleurs,  on  voit  que  la  quantité  de  mouvement  répondant 

à  une  intégrale  de  la  forme  1  cfdt,  prise  entre  des  limites  dé- 
terminées, a  une  signification  très-distincte  de  celle  qui  se 
rapporte  à  la  quantité  d'action  ou  de  travail  (8),  de  sorte  qu'il 
n'est  pas  permis  de  les  confondre  avec  ces  dernières,  dans  les 

applications. 

• 

12.  Définition  et  mesure  de  la  force  vii^e.  —  En  effet,  nom- 
mant toujours,  dans  les  hypothèses  ci-dessus,  de  l'élément  de 
chemin  décrit  par  le  point  d'application  de  la  force  9,  pendant 
dty  la  quantité  de  travail  élémentaire  qu'elle  aura  développée 
dans  le  même  temps  sera  (^de^  de  sorte  qu'on  aura,  entre  les 


j  ifde=^   j  m-j-de^  j  mvdv^j{mv^  —  fnv"), 

pour  l'expression  de  la  quaiililé  de  travail  imprimé  depuis  la 
position  où  le  corps  possédait  la  vitesse  v'  jusqu'à  celle  où  il 
a  acquis  la  vitesse  f,  et  qui  d'ailleurs  sera,  comme  on  voit, 
positive  ou  négative,  selon  que  c  sera  plus  grand  ou  plus  petit 
que  v",  ou  selon  que  la  force  cp  tendra  à  accélérer  ou  à  retarder 
constamment  le  mouvement  primitivement  acquis  par  le 
corps,  l'accroissement  instantané  dvàe  la  vitesse  prenant  dans 
ce  dernier  cas  un  signe  contraire  à  c. 

Les  quantités  mV,  mv"  sont  ce  que  les  géomètres  sont 
convenus  de  nommer  une  force  vive,  expression  impropre, 
puisque  nous  n'admettons  point  d'autres  forces  que  celles  de 
pression,  comparables  à  des  poids,  et  à  laquelle  il  ne  faut  en- 
core attacher  aucune  idée  métaphysique,  mais  qu'on  doit  con- 
sidérer comme  une  définition  abrégée  du  produit  de  la  masse 

^d'un  corps  actuellement  en  mouvement  par  le  carré  de  sa 

vitesse  effective.  Par  ce  moyen,  on  évitera  d'ailleurs  de  con- 
fondre entre  elles  la  force  vive  et  la  quantité  de  travail  qui  se 
rapportentàdesphénomèneset  à  des  effets  physiques  distincts, 
quoique,  numériquement  parlant,  elles  soient  du  même  ordre 
étaient  une  mesure  commune.  En  effet,  l'équation  ci-dessus 
exprime,  quand  on  y  suppose  v'  =o,  ce  qui  répond  au  cas  où 
le  mouvement  commence  avec  l'action  de  la  force,  que  la 
force  vive  acquise  par  le  corps  est  égale  au  double  de  la  quan- 
tité de  travail  totale  qui  lui  a  été  imprimée  par  cette  forcf. 

13.  Définition  et  mesure  de  la  force  d'inertie  dans  le  mou- 
vement recliligne.  —  C'est  encore  un  axiome  reçu  génwole- 
ment  en  Mécanique  que  Vaclion  d'une  force  en  son  point 
d'application  est  toujours  égale  et  directement  contraire  à  la 
réaction  que  lui  oppose  ce  point.  Or  il  en  résulte  que  la  force 
motrice  9,  considérée  ci-dessus,  doit  éprouver,  de  la  part  de 

dv 
b  masse  m,  une  réactiou  mesurée  par  —  m^i  qui  lui  fait 


! 
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équilibre  et  provient  évidemment  de  la  résistance  opposée 
par  l'inertie  du  corps  à  tout  changement  de  mouvement;  c'est 
pourquoi  on  nomme  quelquefois  celte  résistance  la  force 
d'inertie^  relative  à  la  variation  de  vitesse  dv.  On  voit  qu'elle 
se  comporte  comme  une  simple  résistance  quand  le  mouve- 
ment s'accélère,  et  comme  une  puissance  véritable  quand  il 
se  ralentit,  la  force  motrice  9  jouant  elle-même  alors  le  rôle  de 
résistance. 

Du  reste,  la  force  d'inertie  ne  préexiste  pas  à  l'instant  où  la 
variation  du  mouvement  commence;  elle  naît,  elle  coexiste 
avec  elle,  de  la  même  manière  que  la  réaction  d'un  ressort 
par  rapporta  la  force  qui  le  presse,  c'est-à-dire  sans  en  .dé- 
truire les  effets  physiques;  car,  si  l'on  appliquait  à  cet  instant 
même  au  corps  une  autre  force  égale  et  directement  contraire 

dv 
à  la  force  motrice  9,  ou  m  ^^T^qui  est  capable  de  produire  l'al- 
tération de  vitesse  rfc,  cette  altération  n'aurait  pas  lieu,  le 
mouvement  demeurerait  uniforme  pendant  l'instant  rf/,  et  il  y 
aurait  simplement  équilibre  entre  les  forces,  dans  le  sens  où 
on  l'entend  ordinairement,  quand  on  applique  le  principe  de 
d'Alembert,  en  remplaçant  les  forces  du  système  par  les  quan- 
tités de  mouvement  qu'elles  seraient  capables  d'imprimer  ou 
qu'elles  impriment  en  effet  dans  l'élément  du  temps.  On  voit 
donc  que  ces  différentes  manières  d'envisager  les  choses  re- 
viennent, quant  au  fond,  à  la  même;  mais  les  considérations 
des  forces  d'inertie  offrent  l'avantage  de  faire  concevoir  a  priori 
l'état  des  questions  relatives  à  la  transmission  du  mouvement. 

14.  Force  d'inertie  dans  le  mouvement  curviligne.  —  Sup- 
posons maintenant  que  la  force  9  change  à  chaque  instant  de 
direction,  de  façon  que  le  corps,  censé  concentré  en  un  seul 
point  matériel  et  libre,  décrive  une  ligne  courbe  quelconque 
sous  l'action  de  cette  force,  combinée  avec  sa  vitesse  initiale. 
Le  principe  de  la  réaction  égale  et  contraire  à  l'action  n'en  sub- 
sistera pas  moins,  c'est-à-dire  que  la  résistance  absolue  et 
totale,  opposée  par  l'inertie  au  changement  du  mouvement, 
sera  encore  égale  et  directement  opposée  à  cp;  ce  qui  devra 
avoir  lieu,  de  la  même  manière  d'ailleurs,  pour  leurs  compo- 
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sanies  respectives  suivant  la  tangente  et  la  normale  de  la 
courbe  au  point  d'application.  Mais  la  composante  tangentielle, 
pour  la  force  motrice,  produisant  la  variation  de  vitesse  dvy 
éprouvée  par  le  corps  dans  la  direction  rectiligne  de  Télément 
qu'il  décrit  pendant  l'instant  infinimentpetit^/,  on  aura,  comme 
on  sait  et  comme  il  est  évident  a  priori,  pour  sa  valeur,  la  quan- 

dv 

liié  —  m -iT  relative  au   cas  du  mouvement  rectiligne  (12), 

tandis  que  la  composante  normale,  qui  empêche  le  corps  de 
s'écarter  de  la  courbe,  devra  éire  égale  et  précisément  con- 
traire à  \b  force  centrifuge,  dont  la  valeur  est,  comme  on  sait 
encore,  exprimée  par 


r  étant  le  rayon  de  courbure  au  point  considéré. 

Donc  la  composante  normale  de  la  force  d'inertie  n*est 
autre  chose  que  celte  même  force  centrifuge,  et  sa  compo- 

santé  tangentielle  a  pour  valeur  la  quantité  —  i^'-n^  dont  le 

signe  doit  toujours  être  contraire  à  celui  de  rft^;  donc  la  force 
d 'inertie  totale  de  la  masse  m  a  pour  valeur  absolue  la  quan- 
tité    

qui  est  aussi  celle  de  la  force  motrice  (p. 

Quanta  la  quantité  de  travail  développée  par  chacune  de 
ces  forces,  pendant  l'élément  du  temps  dt,  il  est  clair  (9) 
qu'elle  se  réduit  simplement  à  celle  de  leurs  composantes  tan- 
gentielles,  c'est-à-dire  (13)  à 

m-T-de=  mvdv 
dt 

pour  la  force  motrice,  et  à  —  mvdv  pour  la  force  d'inertie,  de 
sorte  que,  dans  toutes  les  questions  où  Ton  n'a  à  s'occuper 
que  des  quantités  de  travail  développées  par  les  forces  d'inertie 
desdifférentes  masses  d'un  système,  on  peut,  à  la  rigueur,  faire 
abstraction  des  composantes  normales  de  ces  forces,  c'esl-à- 
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dire  ties  forces  cenirîruges,  pour  ne  tenir  compte  que  de  celli 
qui  agissent  dans  le  sens  de  l'élément  du  chemin  décrit,  eique^ 
a  cause  de  leur  aciivilé  particulière,  on  pourrait  nommer  les 
forces  vives  des  corps;  mais,  comme  celle  expression  est  uni- 
versellemeni  admise  pour  désigner  la  valeur  de  leur  travail, 
dans  un  intervalle  de  temps  Tini  et  déterminé,  nous  la  rempla- 
cerons par  celle  de_/brc«i:/Vne/'(ie  fange/i//e//e,  et  quelquefois, 
dans  la  vue  d'abréger,  simplement  par  celle  de /orcerf'inert/e. 
Au  surplus,  en  faisant  de  telles  abstractions,  on  ne  devrt 
pas  perdre  de  vue  que  les  forces  centrifuges  des  différenles 
masses,  bien  qu'elles  n'aient  par  elles-mêmes  aucune  acti- 
vité, sous  le  rapporl  du  travail,  n'en  exercent  pas  moins  une 
certaine  influence  sur  le  mouvement  des  sj'Stèmes  matériels 
dont  elles  font  partie,  en  concourant  (9)  simultanément  avec 
les  composantes  des  autres  forces  normales  aux  courbes  dé- 
crites par  leurs  points  d'application  respectifs  à  développer 
sur  les  points  d'appui,  sur  les  articulations  do  ce  système,  s'il 
en  posbède,  des  pressions  qui  font  naître  des  résistances  pas- 
sives analogues  au  frottement,  et  qu'on  devra  pouvoir  calcula 
lorsque  la  loi  du  mouvement,  à  un  insiani  donné,  sera  connue 
pour  les  points  matériels  du  sj>slème. 

15.  Principe  de  la  transmission  du  travail.  —  Tout  ceci  étant 
bien  entendu,  il  ne  sera  pas  didicile  de  démêler  le  rôle  que 
joue  chaque  espèce  de  force  dans  un  système  quelconque  de 
corps  matériels  en  mouvement,  sous  des  conditions  données, 
et  tels  que  ceux  qui  constituent  les  moteurs  et  les  machines 
de  l'industrie.  En  elFet,  considérons  à  un  instant  donné,  ou 
pour  une  position  déterminée  des  différentes  masses,  l'en-' 
semble  de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  tant 
actives  que  passives  (autres  que  les  forces  d'inertie),  qui 
agissenlsimult.inémentsurlesystème  et  exercent  une  influence 
appréciable,  mais  quelconque,  sur  l'état  du  mouvement  de  ses 
divers  éléments  matériels;  puis  supposons  qu'on  applique  à 
chacun  de  ces  éléments  d'autres  forces  capables  d'empêcher 
la  modification  qu'éprouve  réellement  ce  mouvement,  sous  la 
seule  action  des  premières  et  pour  la  durée  infiniment  petite 
du  temps  dt  qui  suit  l'instant  dont  il  s'agit,  il  est  clair  que  ces 
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nouvelles  forces,  détruisant  l'effet  des  autres>  elles  leur  feront 
nécessairement  équilibre.  Mais  ces  mêmes  forces  sont  préci- 
sément égales  en  Intensité  et  en  direction  aux  réactions  ou 
forces  d'inertie  (13  et  14)  qui  naissent  du  changement  de  mou- 
vement des  différentes  masses;  donc  il  y  aura  simplement 
équilibre  entre  toutes  les  forces  qui  agissent  efficacement  sur 
le  système  et  ces  mêmes  forces  d'inertie. 

Représentant  donc  par  ZQ^f^  la  somme  des  quantités  de 
travail  élémentaire  développées  par  les  forces  efficaces  dont 
il  s*agit,  en  prenant  positiveilient  celles  de  ces  quantités  qui 
appartiennent  à  des  forces  agissant  dans  le  sens  du  mouve* 
ment  de  leur  point  d'application  et  négativement  celles  des 
forces  qui  agissent  dans  le  sens  contraire;  désignant  pareille- 
ment par  2  —  mcrfi^^ —Zmcrfi'  la  somme  des  quantités  de 

dv 
travail  relatives  aux  forces  d'inertie  —  m  -r-  des  différentes 

at 

masses  du  système,  quantités  dont  le  signe  doit  toujours  être 
opposé  à  celui  que  prend  naturellement  le  produit  vdv  pour 
chaque  masse  m,  attendu  que  la  force  d'inertie  agit  comme 
résistance  (10)  quand  le  mouvement  de  cette  masse  s'accé- 
lère, c'est-à-dire  quand  dvdi  le  sens  et  le  signe  de  Vy  et  comme 
puissance  quand  il  diminue,  ou  que  dv  a  un  signe  contraire 
à(^;  en  faisant,  dis-je,  ces  suppositions,  et  observant  que  les 
quantités  de  travail  ne  sont  ici  autre  chose  que  les  moments 
virtuels  relatifs  à  chaque  force  et  au  mouvement  effectif  du 
système,  on  aura,  d'après  un  principe  bien  connu,  la  rela- 
tion 

2Qdq  —  2mvd{^  =  o, 

qui  exprime  que 

La  somme  des  travaux  élémentaires  développés,  tant  par  les 
différentes  forces  qui  produisent  la  modification  du  mouve- 
ment, que  par  les  forces  d'inertie  qui  naissent  de  cette  mo- 
dification, est  constamment  égale  à  zéro. 

16.  Principe  des  forces  vives,  —  L'équation  ci -dessus 
ayant  lieu  pour  tous  les  instants  et  étant  indépendante  d'ail- 
leurs du  mode  d'action  des  forces,  qui  peut  être  quelconque 


l8  COURS   DE   HËCA.'jlQDE 

ei  même  disconiinu,  pourvu  qu'on  ail  égard  aux  inlermit- 
tences  de  celle  acliou,  dans  l'appréciaiion  des  quantilés  de 
travail  relaiives  à  chaque  Torce,  it  en  résulte  que  son  second 
membre  sera  susceplible  d'êlre  inlégré,  dans  lous  les  cas; 
elle  donnera  lieu  à  ce  qu'on  nomme  le  principe  des  force* 
vives,  envisagé  dans  l'acceplion  la  plus  générale.  Nommant 
en  effet 
v"  la  vitesse  de  la  masse  quelconque  m  au  premier  insUnl, 

ou  pour  la  première  position  où  l'on  veul  considérer  le 

système  ; 
V  ce  que  devient  celle  vitesse,  pour  un  aulre  instant,  ou  pour 

une  aulre  position  donnée  de  ce  système  ; 

désignani  d'ailleurs  par  /  Qaq  la  quantité  de  travail  déve- 
loppée par  la  force  quelconque  Q  dans  le  même  intervalle, 
travail  qui  peut  êlre  intermittent  et  prendre  des  valeurs  quel- 
conques, on  aura  la  nouvelle  équation 


si>^-sr" 


'=). 


qui  exprime  que  : 

Entre  deux  positions  quelconques  et  données  du  système, 
l'accroissement  de  la  somme  des  forces  vives  de  différentes 
masses  est  égal  au  double  de  la  somme  des  quantilés  de  travail 
positives  ou  négatives,  imprimées  dans  le  même  intervalle  par 
toutes  les  forces  distinctes  de  l'inertie  gui  ont  agi  sur  le 
système. 

II.   —    ApPLlCATIOn   BU    PRISCIPK  DES   FORCES   VIVES    AO    MOUVEMENT 
DES   UACUtNES. 

Conditions  spéciales  qae  présentent  les  machines. 

17.  Idée  de  la  conslltulion  physique  des  machines.  -~  Pour 
appliquer  le  principe  de  la  transmission  du  travail  ou  des 
forces  vives  à  la  théorie  des  machines  telles  qu'on  les  consi- 
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dère  dans  le^  arts,  nons  devons  remarquer  qu'elles  se  corn- 
[K)sent,  en  général,  d'une  suite  de  pièces  matérielles,  qui  se 
communiquent  le  mouvement  de  proche  en  proche,  depuis 
celle  qui  est  immédiatement  soumise  k  l'action  du  moteur,  et 
qu'on  nomme  le  récepteur,  jusqu'à  celle  qui  opère  immédia- 
tenient  le  travail  utile  et  qu'on  nomme  Youtil  ou  Vopérateur. 
Or  on  donne  toujours,  tant  à  ces  pièces  extrêmes  qu'à  celles 
qui  servent  d'intermédiaires,  et  qu'on  nomme  les  communia 
cateurs  du  mouvement,  un  degré  de  solidité,  de  rigidité  ou 
d'ioextensibilité  suffisant  pour  que,  sous  les  efforts  qu'elles 
ont  à  supporter,  elles  conservent  une* forme  sensiblement  in- 
variable et  transmettent  la  vitesse,  sans  perte  appréciable, 
d'une  extrémité  à  l'autre  de  la  machine,  c'est-à-dire  par  des 
lois  dépendant  uniquement  de  la  constitution  géométrique  du 
système. 

Cest  en  effet  dans  cette  supposition  qu'on  envisage  ordi- 
nairement la  théorie  des  machines,  afin  d'éviter  des  difficultés 
qui  seraient  souvent  insurmontables  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances  mécaniques,  si  l'on  voulait  tenir  compte  de 
toutes  les  réactions  moléculaires  et  intimes  qui  naissent  de  la 
compressibilité  des  corps,  même  les  plus  solides.  Mais  il  ne 
faut  pas  oublier,  pour  cela,  que  cette  compressibilité  existe, 
et  qu'elle  est  la  cause  de  certaines  pertes  de  travail,  de  cer- 
taines résistances  qu'il  n'est  pas  permis  de  négliger  dans  le 
calcul  des  effets  des  machines  et  dont  on  apprécie  la  valeur 
d'une  manière  approximative,  soit  à  l'aide  de  l'expérience, 
soit  à  l'aide  du  calcul  et  du  raisonnement  ('). 


(  '  )  Cette  hypothèse  permet  d'étudier  d'une  manière  simple  les  circonstances 
principales  du  mouvement  d'ensemble  des  machines.  Il  faut  remarquer  toute- 
fois que  les  machines  industrielles  comprennent  le  plus  souvent  des  arbres  de 
grande  lono^ueur,  des  courroies  et  d'autres  organes' qui,  sous  l'action  des  efforts 
variables  qu'ils  transmettent,  subissent  des  déformations  très-appréciables;  il 
faut  alors  tenir  compte  non-seulement  des  pertes  de  travail  qui  en  résultent, 
ainsi  que  cela  est  dit  dans  le  texte,  mais  encore  des  modifications  souvent  très- 
considérables  qu'éprouvent  les  mouvements  relatifs  des  pièces  du  système.  Une 
étude  spéciale  est  nécessaire,  dans  ces  cas,  pour  déterminer  les  vitesses  rela- 
tifes  des  divers  points  qui  ne  peuvent  plus  être  calculées  par  la  simple  considé- 
ration du  tracé  géométrique.  Il  est  nécessaire  de  tenir  compte  de  ces  déforma- 

2. 
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18.  Pertes  de  travail  provenant  de  la  réaction  des  ressorti 
moléculaires.  —  Les  frotiemenls,  l'adhérence,  la  roîdeur  des 
cordages  sont  des  résislances  qui  lienneni  à  des  causes  de 
celle  espèce  et  qui  sont  étrangères  au  travail  ulile,  car  elles 
supposent  des  déplacenienls  moléculaires  dus,  les  uns  au 
mouvement  langentiel  des  corps  soumis  à  des  pressions  nor- 
males, les  autres  à  leurs  Hexions  plus  ou  moins  grandes  et 
conlinuellemenl  renouvelées  ;  ces  résistances  el  quelques 
autres,  telles  que  celle  des  milieux  dans  lesquels  les  corps  se 
meuvent,  accompagnent  d'une  manière  constante  le  mouve- 
meni  des  machines,  et  il  arrive  rarement  qu'on  puisse  se 
dispenser  d'en  tenir  compte. 

Quant  aux  actions  moléculaires  qui  sont  mises  en  jeu  par  le 
changement  de  forme  général  des  pièces  solides  qui  se  com- 
muniquent le  mouvement,  c'est-à-dire  par  la  flexion,  l'exlen- 
sion,  la  torsion,  etc.,  que  ces  pièces  éprouvent  sous  les  efforts 
dus  à  celte  réaction  réciproque,  l'expérience  démontre  qu'on 
peut  négliger  ta  considération  de  leur  travail  toutes  les  fois 
que  l'état  de  compression  reste  sensiblement  le  même  pendant 
la  durée  entière  du  mouvement,  ou  qu'il  n'éprouve  que  des 
variations  Irès-faibles. 

Mais  lorsque  ces  variations  sont  fréquemmeni  répétées 
el  suivies  de  déformations  permanentes  des  corps,  lorsque 
surtout  elles  sont  dues  aux  forces  d'inertie,  aux  réactions 
de  toute  espèce  qui  se  développent  dans  les  changements 
brusques  du  mouvement,  par  suite  des  chocs  dus  a  la  reo" 
contre  de  corps  animés  de  vitesses  contraires  ou  inégales,  Il 
devient  indispensable  de  tenir  compte  des  pertes  de  travail 
qui  peuvent  résulter,  tant  de  ces  déformations  en  elles-mêmes 
que  des  mouvements  relatifs  imprimés  aux  molécules,  mou- 
vements étrangers  à  celui  par  lequel  s'opère  le  déplacement 


tiotis  dans  l'étiido  d'un  grand  nombre  de  questians  prntiijuea  doDt  l'IiypothèM 
de  l'invaHubilita  des  orgnnea  ne  peut  pus  donai^r  lu  soJuliaD.  Il  est  à  remarquer 
i\uQ,  mCme  dans  le  mouvement  unirurme,  le  rapport  des  vitesses  n'est  pu 
rigoureusement  celui  qui  résulterait  du  tracé,  dans  les  cas  fart  nombreux  au- 
jourd'hui où  I'dd  ae  aerl  de  courroias  pour  Imnsmettro  le  ipouvemenl  lavoir 
lei  Notas  dei  a"'  39,  4),  Section  1;  du  n"  15,  Section  IIIV  (K.) 
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général  des  corps  du  système  et  qui  s'éteignent  rapidement, 
comme  on  sait,  par  leur  opposition  réciproque  et  parleur  dis- 
sémination générale  dans  les  masses  euTironnantes. 

Nous  exposerons  plus*tard  les  principes  d'après  lesquels  on 
estime  approximativement  cette  perte  de  travail  ;  quant  à  pré- 
sent, il  nous  suffit  de  remarquer  :  i^  que  la  durée  des  chocs, 
tels  qu'en  éprouvent  les  machines,  est  généralement  négli- 
geable par  rapport  à  celle  du  temps  où  Ton  considère  le  mou- 
vement de  la  machine;  i^  que,  les  pièces  qui  subissent  ce 
choc  étant  constituées  de  façon  que  les  altérations  de  forme 
qu'elles  éprouvent  sont  en  elles-mêmes  fort  petites,  le  sys- 
tème se  retrouve  après  le  choc  sensiblement  dans  les  mêmes 
conditions  de  liaisons  géométriques  qu'auparavant,  l'intensité 
de  la  vitesse  absolue  de  chaque  point  étant  seule  changée; 
3"  qu'enfin  le  résultat  du  choc  a  été  simplement  une  perte  de 
force  vive  éprouvée  par  les  différents  corps  et  qui  est  me- 
surée par  la  différence  de  celle  que  le  système  possède  avant 
ei  après  le  choc. 

Équations  générales  du  mouyement  des  machines. 

19.  Établissement  des  équations  générales  d'après  le  prin^ 
cipe  des  forces  visses.  —  D'après  ces  diverses  considérations, 
on  voit  que  les  seules  forces  dont  il  soit  nécessaire  de  tenir 
compte  dans  la  pratique  sont  :  i"  les  forces  motrices  desti- 
nées à  produire  le  travail  utile  et  à  vaincre  toutes  les  résis- 
tances nuisibles  :  leurs  travaux  instantanés  ou  élémentaires 
peuvent  être  représentés  (10)  par  des  expressions  de  la  forme 
^ifi  qui  seront  essentiellement  positives;  2®  les  résistances 
nuisibles  ou  passives  de  toute  nature  (18)  et  qui  agissent 
d'une  manière  continue  ou  intermittente,  pendant  la  durée 
entière  du  mouvement  :  leurs  quantités  de  travail  élémentaire 
négatives  pourront  être  représentées  par  des  expressions  de 
la  forme— Rrfr;  3<»les  résistances  utiles  qui  constituent  le 
travail  des  dernières  pièces  de  la  machine  et  jouent  le  même 
rôle  que  les  précédentes,  de  sorte  que  leurs  quantités  de  tra- 
vail élémentaires  peuvent  être^  représentées  par  des  termes  de 
la  forme  —  Qdq\  4®  les  poids  des  divers  éléments  matériels 
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du  système,  qui,  agissant  tantôt  dans  le  sens  du  mouvement, 
tantôt  dans  le  sens  contraire,  donnent  lieu  à  des  quantités  de 
travail  que  nous  représenterons,  en  conséquence,  par  des 
expressions  de  la  forme  ±pdh  ou  ±mgdh,  m  étant  la  masse 
d'une  molécule  matérielle  quelconque,  mg- ou/? son  poids (11) 
et  ±dh  la  hauteur  dont  elle  s'abaisse  ou  s'élève  selon  la  ver- 
ticale et  dans  l'élément  du  temps  où  l'on  considère  le  mou- 

dv 
veraent  de  la  machine;  5**  enfin  la  force  d'inertie  —  ^-j:  (13) 

des  diverses  molécules  dont  il  s'agit,  produisant  dans  le 
même  élément  du  temps  des  quantités  de  travail  représen- 
tées (14)  par  —-mvdv  et  qui  s'ajoutent  à  celles  des  puissances 
ou  s'en  retranchent,  selon  que  la  vitesse  de  chaque  molécule 
décroît  ou  augmente,  c'est-à-dire  selon  que  le  produit  i'rfi' est 
négatif  ou  positif. 

Ainsi  on  aura,  en  conservant  du  reste  les  notations  et  con- 
ventions des  n®»  15  et  16 

lmvdv  =  lFdf—lKdr  —  lQdq±lmgdh 

pour  chaque  élément  du  temps,  et 

lmi^'--lmv'^=ilfYdf—7.1fKdr—7.1fQdq±'ilfmgdhy 

entre  deux  instants  quelconques  dont  le  premier  correspond 
à  la  vitesse  /,  antérieurement  acquise  par  la  molécule  /n,  et 
dont  le  dernier  correspond  à  la  vitesse  v  qu'elle  a  reçue  sous 
Tinfluence  des  forces  proposées. 

20.  Termes  relatifs  au  poids  des  pièces  en  mouvement,  — 
Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que  les  termes 
Imgd/i,  Ifmgd/i  peuvent  être  mis  sous  une  forme  plus 
simple  en  les  supposant  intégrés,  soit  pour  toute  l'étendue 
de  la  machine,  soit  pour  l'intervalle  de  temps  qui  répond  aux 
vitesses  v  et  i^'  de  la  masse  m  ;  nommant  en  effet  h  la  hauteur 
dont  s'est  élevée,  dans  cet  intervalle,  la  masse  élémentaire 
dont  il  s'agit;  M  et  P  la  somme  des  masses  et  des  poids  de 
toutes  les  parties  matérielles  qui  constituent  le  système,  c'est- 
à-dire  la  masse  et  le  poids  total  des  pièces  mobiles  de  la  ma- 
chine; enfin  H  la  hauteur  dont  s'est  élevé,  toujours  dans  cet 
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intervalle  de  temps  considéré,  leur  centre  de  gravité  général, 
on  aura  évidemment,  par  la  théorie  du  centre  des  Torces  pa- 
rallèles, 

lmgk  =  }Sgn=PB, 
Imgdh  =  PrfH, 
l/mgdh=^mgh  =  VU, 

relations  qui  n'auront  lieu  qu'autant  que  le  poids  P  restera  le 
même  à  chaque  instant,  ou  qu'aucune  des  masses  m  ne  quit- 
tera le  système  pendant  l'intervalle  auquel  s'appliquent  les 
sommations  et  intégrations.  Généralement  nous  supposons 
qu'on  n'applique  le  principe  des  forces  vives  aux  machines 
que  pour  chacun  des  intervalles  où  les  conditions  restent  les 
mêmes,  ou  plutôt  que,  si  ces  conditions  sont  susceptibles  de 
changer,  soit  dans  chaque  élément  du  temps,  soit  à  des  in- 
stants déterminés,  on  y  ait  égard  lors  de  l'intégration  des  dif- 
férentes quantités  de  travail,  ce  qui  est  bien  évident  a  priori, 
d'après  la  manière  dont  nous  envisageons  [16]  le  principe  des 
forces  vives,  mais  ce  qui  demande  quelque  attention  dans  les 
applications  de  ce  principe  aux  divers  cas. 

SI.  Forme  abrégée  des  éqitalions  du  mouvement.  —  En 
supposant  la  seconde  des  équations  (19)  intégrée  de  la  même 
manière,  par  rapport  à  chacun  des  termes  dont  elle  se  com- 
pose, nous  pourrons,  dans  la  vue  de  simpliiîer  les  énoncés, 
l'écrire  ainsi  sous  une  formé  abrégée, 

mv'  —  mv-=2(¥f—lir—Qq±PU); 

mais  il  ne  faudra  pas  oublier  la  manière  dont  elle  a  été  obte- 
nue, ni  la  signification  véritable  de  chacun  de  ses  termes. 

Nous  représenterons  de  même  son  équation  différentielle, 
qui  a  lieu  à  chaque  instant  du  mouvement  (9),  par 

mvdv  =  Fdf~  Vidr~Qdq  rt  PrfH. 

Ces  noutions  reviennent  simplement  à  supposer  que  les 
forces  variables  qui  agissent  sur  le  système  ont  été  rem- 
placées par  les  valeurs  moyennes  (9)  qui  leur  correspondent 
entre  les  deux  instants  où  l'on  considère  le  système. 
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Oiscnssion  des  équations  générales. 

22.  Influence  de  la  grai'llé  sur  l'effet  utile.  -~  Les  équa- 
lions  que  nous  venons  de  poser  et  de  définir  contiennent  im- 
plieiiemenl  toute  la  théorie  des  machines  en  mouvement; 
mais,  pour  en  bien  saisir  l'esprit,  il  est  nécessaire  d'examiner 
3  part  la  signification  de  chacun  de  leurs  termes  et  son  in- 
fluence sur  les  effets  généraux  de  la  machine,  et  principale- 
ment sur  l'effet  utile  Qq,  qu'il  s'agit  évidemment  de  rendre 
le  plus  grand  possible,  eu  égard  à  la  quantité  d'action  F/" dé- 
veloppée par  le  moteur. 

Pour  cela,  résolvons  la  première  de  ces  équations  par  rap- 
port à  Qg,  nous  aurons 

Considérons  d'abord  le  terme  PH  qui  concerne  les  poids  des 
pièces  matérielles  de  la  machine;  on  voit  qu'il  disparaîtra  de 
i'équalion  toutes  les  fois  que  le  centre  de  gravité  de  tout  le 
système  restera  constamment  à  la  même  hauteur,  car  H  sera 
alors  égal  à  zéro;  autrement  il  ne  disparaîtra  de  l'équation  que 
les  parties  de  ce  terme  relatives  à  des  poids  dont  le  centre  de 
gravité  ne  monte  ni  ne  descend,  comme  cela  a  lieu,  par 
exemple,  pour  les  diverses  roues  centrées  ou  dont  l'axe  passe 
par  le  centre  de  gravité,  pour  les  courroies  et  chaînes  sans  fin, 
pour  les  chariots  ou  pièces  qui  glissent  sur  des  plans  horizon- 
taux, etc.  Dans  tous  ces  cas,  il  ne  faudra  pas  oublier  que,  si 
le  poids  de  ces  pièces  disparaît  de  l'équation  ci-dessus,  il  n'en 
est  pas  moins  nécessaire  de  tenir  compte  des  résistances  de 
toute  espèce  qui  en  résultent  et  dont  l'influence  se  Tait  seoUr 
dans  les  termes  relatifs  aux  frottements  et  aux  forces  vives  du 
système. 

Mettant  d'ailleurs  de  côté  le  cas  où  l'un  des  corps  de  la  ma- 
chine s'élèverait  ou  descendrait  constamment  pendant  la  durée 
du  mouvement,  puisque  son  poids  p  (19)  ferait  partie  de  la 
résistance  utile  Q,  ou  de  la  force  motrice  F,  il  restera  à  exa- 
miner celui  où  il  baisserait  et  monterait  alternativement, 
comme  cela  aurait  lieu  pour  une  roue  non  centrée  ou  qui  ne 
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tournerait  pas  rond^  pour  une  scie  verticale  qui  recevrait  le 
mouvement  d'une  manivelle,  etc.  ;  alors,  s'il  ne  quitte  jamais 
la  machine,  son  poids  ne  produira  d'autre  effet  que  d'aug- 
menter ou  de  diminuer  périodiquement  et  de  quantités  égales 
la  somme  des  quantités  d'action  imprimées  par  les  autres 
forces,  c'est-à-dire  de  manière  que  cette  somme  et  l'effet  utile 
Q9  ne  seront  nullement  altérés  entre  deux  instants  où  sa  po- 
sition sera  redevenue  la  même,  attendu  qu'on  aura  entre  ces 
instants  fpdh  =  o  ;  mais  si  le  poids  des  pièces  à  mouvement 
alternatif  n'exerce  directement  aucune  influence  nuisible  sur 
l'effet  utile,  il  n'en  fait  pas  moins  naître  des  résistances  en 
chargeant  les  points  d'appui  et  en  altérant,  comme  on  le  verra 
plus  tard,  la  vitesse  et  la  force  vive  du  système  relatives  à 
chaque  instant. 

23.  Influence  des  résistances  passives  et  des  chocs,  —  Il  n'y 
arien  de  semblable  à  dire  sur  le  terme  Rr,  qui  contient  les 
quantités  de  travail  dues  aux  résistances  passives  de  toute 
espèce;  car  elles  tendent  constamment  (19)  à  détruire  une 
certaine  portion  du  travail  moteur  F/.  C'est  pourquoi  l'on 
aura,  dans  chaque  cas,  à  examiner  les  moyens  de  diminuer  le 
plus  qu'il  est  possible  leur  influence,  en  recherchant  la  forme, 
la  vitesse  et  la  disposition  qu'il  convient  de  donner  aux  parties 
qui  y  sont  soumises,  pour  rendre  le  produit  Rr  un  minimum. 

D'ailleurs,  il  est  essentiel  de  distinguer  (18)  les  résistances 
passives  qui  agissent  d'une  manière  continue  pendant  la  durée 
du  mouvement,  telles  que  les  résistances  du  milieu,  le  frotte- 
ment, etc.,  de  celles  qui  ne  se  reproduisent  tjue  par  inter- 
valles et  dans  des  instants  excessivement  courts,  telles  que 
celles  que  développent  les  chocs  ou  changements  brusques 
quelconques  de  la  vitesse  des  corps  du  système;  les  premières 
opérant  à  la  manière  de  la  pesanteur  ou  des  forces  motrices 
quelconques,  on  conçoit  très-bien  comment  on  peut  évaluer 
leurs  quantités  de  travail,  dans  tous  les  cas  où  la  loi  de  leur 
intensité  est  connue  (10],  Quant  aux  autres,  il  faut  supposer 
que,  pendant  le  temps  très-court  où  les  corps  réagissent  et  se 
compriment,  les  forces  moléculaires  sont  mises  en  jeu,  de 
manière  à  développer,  en  sens  contraire  du  mouvement,  des 
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quantilcs  de  travail  qui  sont  numériquement  (18)  la  moilié  de 
la  somme  des  forces  vives  détruites  pendant  l'acte  du  choc, 
somme  qui  est  toujours  comparable,  comme  nous  le  verrons 
par  ta  suite,  à  la  force  vive  totale  du  système,  même  quand 
les  corps  qui  y  entrent  seraient  ce  qu'on  nomme  parfaitement 
élasliguei,  c'est-à-dire  tels  qu'ils  reprissent  exactement  après 
le  choc  la  forme  qu'ils  possédaient  auparavant. 

2i.  Incom-énients  des  chocs;  moyens  de  les  éviter,  —  On 
remarquera  au  surplus  que,  si  le  choc  est  destiné  a  produire 
un  effet  utile,  comme  lorsqu'il  s'agit  de  comprimer,  d'écraser 
un  corps  sous  l'action  d'un  pilon  ou  d'un  marteau,  une  partie 
de  la  force  vive  perdue  par  les  pièces  de  la  machine  doit  être 
censée  appartenir  au  terme  {jq  :  c'est  celle  qui  est  stricte- 
ment nécessaire  pour  produire  le  changement  de  forme  qui  a 
lieu  dans  la  matière  à  comprimer  ou  à  diviser.  On  conçoit 
même  que  la  majeure  partie  de  la  force  vive  du  pilon  serait 
utilement  employée,  si  ce  dernier  était  parraltement  roide  et 
élastique,  si  sa  forme  et  sa  constitution  physique  ne  s'alté- 
raient pas  dans  un  même  choc  oa  par  la  répétition  des  chocs, 
et  si,  enOn,  il  ne  conservait  après  le  choc,  ainsi  que  la  matière 
qui  y  est  soumise,  aucune  vitesse  relative  et  étrangère  à  l'effet 
utile;  mais,  comme  il  en  est  tout  autrement, comme  le  mouve- 
ment est  toujours  accompagné  de  résistances  passives,  on  voit 
qu'il  y  0  nécessairement  une  portion  notahle  de  la  force  vive 
imprimée  au  pilon,  ou  du  travail  que  suppose  celle  force  vive, 
qui  est  consommée  en  pure  perie.  Voilà  pourquoi  aussi,  et 
indépendamment  des  autres  raisons  à  alléguer,  il  vaut  mieun 
produire  les  effets  ci-dessus  par  de  simples  pressions,  ainsi 
qu'il  arrive  dans  les  machines  à  cylindres,  à  meules,  etc.,  que 
les  bons  constructeurs  substituent,  avec  raison,  aux  plions  el 
aux  marteaux. 

Si  donc  il  est  utile  d'éviter  les  chocs  dans  le  cas  actuel,  à 
plus  forte  raison  en  est-il  ainsi  quand  ce  choc  n'est  pas  indis- 
pensable à  l'effet  qu'on  veut  produire.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par 
exemple,  lorsque  des  pièces  se  quittent  et  se  reprennent 
brusquement  avec  des  vitesses  Hnies,  soit  qu'elles  abandon- 
nent entièrement  la  machine,  soit  que,  servant  à  communiquer 
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le  mouvement,  elles  offrent  beaucoup  de  jeu  dans  leurs  arti- 
culations et  éprouvent  des  changements  de  vitesse  en  inten- 
sité et  en  direction,  telles  que  les  pièces  à  mouvement  alter- 
natif, etc.  On  évite  en  partie  ces  effets  en  diminuant  ce  jeu  le 
plus  qu'il  est  possible  et  en  employant,  pour  transformer  le 
mouvement  continu  en  mouvement  alternatif,  des  ressorts, 
ou,  ce  qui  vaut  mieux,  des  manivelles,  des  excentriques  qui 
éteignent  et  restituent  graduellement  la  vitesse  au  commen- 
cement et  à  la  Qn  de  chaque  oscillation;  enfln  en  disposant 
les  parties  qui  transmettent  le  travail  par  leur  contact  et  en 
général  toutes  les  pièces  de  la  machine,  de  façon  qu'elles 
soient  rigoureusement  assujetties  dans  leur  tracé  et  leur  mou- 
vement à  la  loi  de  continuité. 

L'effet  des  changements  brusques  quelconques  est,  d'ail- 
leurs, de  faire  éprouver  aux  machines  des  secousses  qui  dé- 
tériorent leur  constitution  en  fatiguant  les  assemblages,  en 
désunissant  les  parties  et  augmentant  le  jeu,  ce  qui  a  pour 
résultat  inévitable  une  augmentation  progressive  des  pertes  de 
travail.  On  peut  en  dire  autant  des  fortes  pressions  en  général, 
lorsqu'elles  éprouvent  des  alternatives  fréquentes  et  longtemps 
répétées  en  direction  et  en  intensité. 

25.  Influence  de  la  forme  et  de  la  vitesse  du  récepteur.  — 
Psrssons  maintenant  à  ce  qui  concerne  le  terme  F/,  relatif  aux 
quantités  de  travail  développées  par  les  forces  motrices,  et  re- 
marquons que  les  moteurs  peuvent  être  primitifs,  tels  que  la 
gravité  et  le  calorique,  ou  secondaires,  tels  que  les  animaux, 
le  vent,  les  cours  d'eau  et  la  vapeur.  Il  ne  peut  être  ici  ques- 
tion du  mode  d'agir  des  uns  et  des  autres;  tout  ce  qu'il  im- 
porte de  remarquer,  c'est  que  la  pression  F,  exercée  par  le 
moteur  secondaire  sur  le  récepteur,  est,  en  général,  suscep- 
tible de  varier  avec  la  vitesse  propre  v  de  cette  pièce,  de  telle 
sorte  que,  étant  nulle  pour  une  vitesse  de  son  point  d'applica- 
tion égale  à  la  plus  grande  vitesse  V  que  puisse  prendre  libre- 
ment le  moteur,  elle  est,  au  contraire,  la  plus  grande  possible 
quand  le  récepteur  est  immobile  ou  que  (^  =  o. 

La  quantité  d'action  F/,  communiquée  par  le  moteur  à  la 
machine,  étant  ainsi  nulle  pour  les  cas  extrêmes  dont  il  s'agit, 


L 
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on  voii  qu'il  y  aura  une  valeur  de  v,  comprise  entre  o  el  V, 
qui  rendra  le  produit  F/ un  maximum  (');  cela  paraîtra  évident, 
si  l'on  considère  la  manière  d'agir  de  quelques-uns  des  mo- 
teurs secondaires,  tels  que  les  animaux  et  l'eau.  D'ailleurs,  il 
y  aura,  dans  chaque  cas  particulier,  d'autres  conditions  à  rem- 
plir pour  rendre  Ff  ie  plus  grand  possible  :  il  faudra  nolam- 
meni  éviter  les  chocs  et  toute  décomposition  de  la  force  et  de 
la  vitesse  du  moteur  qui  serait  nuisible  a  l'efTel,  ou  ferait 
croître  inutilement  la  pression  sur  les  appuis  et  les  résistances 
passives,  etc.;  mais  il  est  impossible  de  donner  des  préceptes 
généraux  à  cet  égard,  et  ce  ne  serait  pas  le  lieu  d'entrer  dans 
des  détails. 

2fi.  Injluence  de  la  forme  et  de  la  vitesse  de  l'outil.  —  /n- 
/luence  de  l'inertie  des  masses.—  Il  nous  reste  a  dire  un  mot 
des  termes  de  notre  équation  {22)  qui  concernent  l'inertie  ou 
les  forces  vives  de  la  machine;  car  il  est  assez  évident  qu'oO' 
peut  répéter  à  l'égard  de  l'ett^l  utile  Q^  ce  qu'on  a  dit  des  ré- 
sistances passives  en  général  :  ainsi  l'on  aura  à  examiner  la 
vitesse,  la  forme,  etc.,  qui  conviennenià  Voutilou  opérateur, 
pour  qu'à  dépense  égale  de  travail  il  produise  le  maximum 
d'ouvrage  d'une  espèce  déterminée;  l'expérience  a,  en  effet,. 
appris  que  chaque  outil  offre  une  vitesse  qui  est  la  plus  avan- 
tageuse possible,  et  dont  on  ne  saurait  s'écarter  sans  inconvé- 
nients, soit  pour  la  qualité,  soit  pour  la  quantité  des  produits. 

Passant  donc  aux  termes  qui  contiennent  les  forces  vives 
mv^  et  inv'^,  possédées  par  les  différentes  pièces  de  la  machine, 


IrGr  que,  pour  tout  moleur,  il  existe  une  Tilease  du  récepleur  qui  donne  lien 
su  meUlcur  rendement;  noua  croyoua  devair  Taire  remarquer  que  le  raisona»-' 
menl  du  leile  ne  a'applique  paa  a  la  queation  ainsi  posée;  il   répond  à  la  dâ- 

lemps,  vil«ese  qui,  Bénéraleraent,  n'est  pas  celle  qui  se  rapporte  au  meillear 
rendement.  Quant  a  la  vilEaso  h  laquelle  il  eonrient  de  foire  fonctionner  >e* 
machinea  indubtrielles.  et  que  l'on  nomme  -vilessu  de  règle  ou  vitesse  normal», 
elle  ne  correspond,  le  plua  souYeul,  ni  au  meilleur  rendement,  ni  au  maiimun' 
de  travail  pur  unité  de  lempa.  Des  co n si dii rations  d'un  autre  genre  doivent 
ronir  pour  déterminer  ceUe  -vilesse,  dans  chaque  cas  {voir  la  Nota 
du  n"  421.  (KO 
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à  la  fin  et  au  commencement  de  l'intervalle  de  temps  pendant 
lequel  on  considère  son  mouvement,  on  remarquera  que  l'un 
tend  à  augmenter  et  l'autre  à  diminuer  l'effet  Qq  ;  mais,  comme 
les  machines  parlent  nécessairement  du  repos  et  qu'elles 
n'acquièrent  de  vitesse  que  celle  que  leur  communique  le 
moteur,  on  voit  que  la  quantité  de  travail  mesurée  par  la  force 


mv'^ 


vive  en  suppose  une  autre  primitivement  dépensée  par 

ce  moteur  et  qui  lui  est  toujours  supérieure,  à  cause  de  résis- 
tances nuisibles  inhérentes  à  la  constitution  de  la  machine. 


mif^ 


Quant  à  la  force  vive  — j  qui  se  présente  comme  une  perle 

véritable  de  travail,  on  pourra  l'utiliser  en  partie  vers  la  On  du 
mouvement  de  la  machine  en  laissant  agir  celle-ci  seule  et  en 
vertu  de  sa  seule  inertie,  contre  les  résistances  que  présente 
la  matière  à  confectionner;  ce  que,  d'ailleurs,  ne  permet  pas 
toujours  la  matière  du  travail  et  le  genre  de  l'outil;  mais  comme, 
dans  tous  les  cas,  les  résistances  passives  en  absorberont  une 
portion  notable,  on  voit  qu'il  y  a,  de  toute  manière,  de  l'in- 
convénient à  laisser  acquérir  une  certaine  force  vive  aux  dif- 
férentes pièces,  indépendamment  de  ce  que  l'influence  des 
chocs  et  des  résistances  nuisibles  croît  avec  l'augmentation 
des  masses  et  de  la  vitesse.  Néanmoins,  si  le  mouvement  de 
la  ipachine  doit  être  longtemps  continué,  la  perte  de  travail, 

représentée  par  — >  devient  négligeable  par  rapport  à  l'effet 

Utile  total,  et  son  influence  est  nulle  comparativement  à  celle 
qu'elle  exercerait  dans  le  cas  où  le  mouvement  de  la  machine 
serait  interrompu  par  de  fréquents  repos. 

On  voit  aussi  que,  si  l'effet  utile  consiste  à  élever  ou  mou- 
voir des  corps  dans  une  direction  quelconque,  il  y  a  toujours 
une  certaine  perte  de  force  vive  ou  de  travail,  lorsque  ces 
corps  quittent  la  machine  avec  une  vitesse  acquise;  cette  vi- 
tesse doit  être  nulle  ou  la  moindre  possible. 

Quant  aux  pièces  à  mouvement  alternatif,  dont  la  vitesse 
s'éteint  à  la  fin  et  au  commencement  de  chaque  oscillation, 
on  voit  aisément  que,  si  cette  vitesse  varie  par  degrés  insen- 
sibles, leur  force  vive  n'aura  d'autre  effet  que  de  diminuer  et 
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d'augmenter  périodiquement  celle  de  la  machine,  de  façooj 
qu'elle  redeviendra  là  même  à  la  fin  ei  au  commencement  de 
chaque  oscillalîon,  et  qu'il  n'y  aura,  sous  ce  rapporl,  aucune 
perle  de  quanlité  de  travail. 

111. CinCOnSTANCEB    PRINCIPALES    SU    MOUVEUEHT   DES    MACHINES. 

Lois  générales  du  mouvement. 

27.  Nature  particulière  du  mouvement  des  machines.  — 
Après  avoir  examiné  à  pan  l'inlluence  des  différents  lermes, 
de  l'cquaiion  des  forces  vives  (22  )  sur  l'effet  ulile,  nous  allons' 
maintenant  en  déduire  les  lois  mêmes  du  mouvement  des* 
machines. 

Les  machines  sont  en  effet  assujetties  à  exécuter  des  pé-< 
riodes  de  mouvement  qu'on  nomme  tours,  révolutions,  et  aw 
bout  desquelles  la  position  des  différentes  masses  redevienl,) 
la  même  qu'auparavant;  or,  toutes  les  pièces  étant  solidairet, 
la  -vitesse  se  communique  de  proche  en  proche,  par  des  lois 
purement  géométriques,  de  façon  que  celle  des  divers  points 
peut  s'exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  de  l'un  quelconque! 
d'entre  eux  et  de  la  variable  qui  fixe  sa  position  à  chaque  in- 
stant. L'équation  des  forces  vives  donnerait  donc  celte  vitesse 
à  un  instant  quelconque,  si  l'on  connaissait,  pour  cet  instant, 
les  quantités  d'action  totale  imprimées  au  système  par  les  dif- 
férentes forces,  et,  sous  ce  point  de  vue,  elle  contient  impli- 
citement les  lois  du  mouvement  de  toutes  les  machines. 

Si  l'on  suppose  que  le  système  soit  parti  du  repos,  on  fenii; 
v'=  o  dans  l'équation  l 

lmv'-1mv"=  ^l/Fdf-  22/Rrfr-  ^l/Qdq  ±  aPH, 

Cl  elle  donnera  la  valeur  de  la  vitesse  f  de  la  masse  quel- 
conque m,  puisque,  d'après  la  nature  des  machines,  les  vi- 
tesses des  diverses  autres  masses  ont  avec  v  des  rapports 
donnés  et  dépendant  seulement  des  grandeurs  qui  fixent  la 
forme  et  la  position  des  différentes  parties  du  système  à  chaque 
instant. 
Si  l'on  veut  seulement  considérer  ce  qui  se  passe  dans  l'in- 
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tervalle  de  temps  infiniment  petit  e//,  pendant  lequel  l'accrois- 
sement de  vitesse  de  m  est  rfc,  correspondant  aux  espaces 
élémentaires  df^  dr,  dq,  on  aura,  en  différentiant  l'équation 
ci-dessus,  par  rapport  au  temps, 

lmi^di^=l¥df-lKdr'-lQdq±VdR, 

équation  qui  servira  à  faire  connaître  l'accroissement  de  vi- 
tesse reçue  à  chaque  instant  par  l'un  quelconque  des  points 
delà  machine  et  par  suite  la  loi  du  mouvement. 

Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  que,  si  l'on  nomme  e 
le  chemin  total  décrit  par  la  molécule  m  à  l'instant  où  sa  vi- 
tesse est  M,' de  sorte  que  udt=:  de,  puis  que  l'on  représente 
par  (f{e)  en  général  la  fonction  purement  géométrique  qui  ex- 
prime le  rapport  de  la  vitesse  i'  d'un  élément  de  masse  quel- 
conque de  la  machine  à  la  vitesse  u  au  même  instant,  on 
pourra  remplacer  les  quantités  2mv^,  2m/^,  par  leurs  équi- 
valentes 

2  2 

dans  les  équations  précédentes,  qui  deviendront  ainsi,  en  re- 
présentant  par  k  et  /r',  pour  abréger,  les  valeurs  de  lm(f(e)  , 
2m9(e')   relatives  aux  deux  positions  distinctes  considérées, 

to  —  A^m"  =  2  IfFdf-  2  2/R  rfr  ~  2  2/Q  dq  ±  PH, 
kudu  +  \u'dk  =  l¥df-~  iKdr  -  IQdq  ±:  Pd/i, 

et  comme  df,  dr  et  dq  ont  aussi  avec  de  des  rapports  qui  sont 
purement  fonctions  de  e  et  des  constantes  qui  fixent  la  gran- 
deur et  la  position  relative  des  parties  matérielles  du  système, 
qu'enfin  F,  R  et  Q  sont  censées  constantes  ou  variables,  sui- 
vant des  lois  qui  sont  données  a  priori,  en  fonction  du  temps, 
ou  des  variables/,  r  et  ç,  c'est-à-dire  de  e,  on  voit  que  la  der- 
nière de  ces  équations  donnera,  par  les  méthodes  connues,  la 
loi  effective  du  mouvement,  de  sorte  qu'étant  réunie  avec  la 
précédente  elle  doit  contenir  implicitement  toutes  les  pro- 
priétés essentielles  des  machines  telles  que  nous  les  envisa- 
geons ici. 
Hais,  pour  qu'il  en  puisse  être  ainsi,  il  faut  supposer  que 
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l'on  tienoe  compte  de  toules  les  circonstances  qui  surviennent 
pendani  le  travail  des  forces,  et  notamment  de  celles  qui 
peuvent  momentanément  suspendre  ou  modifier  leur  action 
et  le  mouvement  des  différentes  parties  matérielles,  comme  il 
arrive,  par  exemple,  dans  le  jeu  des  pilons  ou  des  marteaux, 
où  certaines  masses  quittent  et  reprennent  alternativement  la 
machine  :  les  intégrales  doivent  alors  évidemment  se  prendre 
dans  les  intervalles  distincts  à  considérer. 

28.  Du  mouvemenl  à  partir  du  repos,  —  A  l'instant  où  une 
machine  sort  du  repos,  le  travail  élémentaire  Fdf  du  moteur 
surpasse  nécessairement  celui  de  toutes  les  résistances  réu- 
nies, c'est-à-dire  que  Fdf—  Hdr—  ..  .y>o.  Cela  arrive  ordi- 
nairement, ou  parce  que  la  résistance  utile  Q  a  sa  valeur  mi- 
nimum, ou  parce  que  la  pression  motrice  F  a  le  maximum  de 
la  sienne  (2SJ.  La  force  vive  augmente  ainsi  à  chaque  inslaol 
d'une  quantité  d{mv')  ^=  imvdi',  égale  au  double  des  quan- 
lités  d'action  élémentaires  imprimées  par  les  puissances, 

L'accroissement  de  la  force  vive  continuera  tant  que  le  mo- 
ment Fd/ou  le  travail  élémentaire  du  moteur  l'emportera  sur 
celui  K(/r+ Qrfç. . .  des  diverses  résistances  (');  mais  il  faut 
admettre,  conformément  à  l'expérience  et  à  la  nature  des  ma- 
chines industrielles,  que  la  force  vive  ne  croîtra  pas  indéfini-^ 
ment,  du  moins  d'une  manière  appréciable,  et  atteindra  plus 
ou  moins  rapidement  une  limite  ou  maximum  pour  laquelle 
on  aura 


(')  Période  de  miie  en  marche  des  machines.^  Il  est  bien  rnre,  dans  la  p 
Uqae,  que  lo  Irflïail  Élémentaire  moteur  puisse  rester  snpérieur  au  trai 
élémentaire  résiataiil  pendant  tout  le  temps  nécessaire  à  la  mise  en  marche 
système;  mais  il  résulta  clos  dispositions  des  macliines  industrielles,  du  mi 

tellea  que  le  travail  molear  total  correspondant  a  chacune  d'elles  puiesQ  t 
maintenu  supérienr,  égal  ou  inférieur  au  trnyail  résistant,  quelle  que  suit  d'ail- 

de  dispositifs  particuliers  tels,  que  les  disiribuieiirsel  les  tigulaiears,  dont 
question  plus  loin  (n"  43).  Pour  que  la  machine  sorte  du  repos  et  prenni 
forces  vives  de  plus  en  plus  |;randes,  au  baul  des  évolutions  successives,  il  Ibuft 
que  le  irBiûl  moteur  aoit  plus  grand  que  le  traviil  résisliiiit  pour  l'ensemble  de 
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ce  qui  exprime,  d'après  le  principe  des  vitesses  virluelles, 
qu'ïV  y  a,  au  même  instant,  équilibre  entre  les  forces  mo  - 
triées  et  les  résistances,  abstraction  faite  des  forces  d* inertie 

—  m -y-  (14)  des  diverses  masses,  dont  la  somme  des  moments 
at 

virtuels  est  naturellement  égale  à  zéro. 

En  effet,  si  la  force  vive  croissait  sans  cesse  et  d'une  ma- 
nière sensible  à  chaque  révolution  de  la  machine,  il  en  résul- 
teraitque  la  vitesse  d'une  pièce  quelconque,  par  exemple  celle 
du  point  d'application  du  moteur,  croîtrait  également  et  at- 
teindrait bientôt  un  terme  pour  lequel  ce  moteur  ne  serait 
plus  capable  (25)  d'aucun  effort,  circonstance  qui  n'a  pas  lieu 
pour  les  résistances,  puisqu'il  arrive  souvent  qu'elles  croissent 
avec  la  vitesse. 

La  force  vive  et  la  quantité  de  travail  communiquée  ayant 
donc  atteint  leur  maximum,  il  pourra  arriver  ou  qu'elles 
restent  constantes,  ou  qu'elles  décroissent  pendant  un  certain 
temps  pour  recroître  ensuite,  et  ainsi  alternativement,  puisque 
le  motivement  n'est  pas  censé  s'éteindre. 

29.  Conditions  du  mouvement  uniforme.  —  Considérons 
d'abord  le  premier  cas,  qui  est  le  plus  simple;  l'accroissement 
élémentaire  7,mvdv  de  la  force  vive  étant  nul,  ainsi  que  la 
somme  ¥df—Qdq,..  des  quantités  de  travail  élémentaires 
Imprimées,  il  y  aura  à  chaque  instant  équilibre  pour  toutes 
les  positions  de  la  machine  et  abstraction  faite  des  forces 
d'inertie;  la   vitesse  redeviendra  par  conséquent  la  même 


chaque  période.  Cette  condition  est  suffisante;  en  d'autres  termes,  si  le  travml 
moteur  qui  correspond  à  une  période  est  supérieur  au  travail  résistant  à 
vaincre  pendant  la  même  période ^  il  existe  au  moins  une  position  de  départ  de 
la  machine,  à  partir  de  laquelle  le  mouvement  commencera  et  continuera,  quelles 
que  soient  d* ailleurs  les  'variations  ou  les  intermittences  des  travaux  à  chaque 
instant.  Ce  théorème  se  démontre  aisément  par  la  considération  des  aires  de  la 
courbe  du  travail;  nous  l'indiquons  ici  parce  qu'il  est  d'une  certaine  impor- 
tance dans  l'étude  du  mouvement  des  machines;  il  fait  reconnaître  nettement 
les  erreurs  souvent  commises  au  sujet  du  rôle  des  volants,  notamment  quand 
on  veut  en  démontrer  la  nécessité  pour  entretenir  un  mouvement  périodique, 
pour  franchir  les  points  morts^  même  dans  les  cas  où  le  travail  moteur,  par 
tour,  est  égal  ou  supérieur  au  travail  résistant.  (K.) 
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pour  les  mêmes  positions,  et,  puisqu'on  aura,  entre  deux 
instants  quelconques, 

mv'  —  m(/"  =  2  (  F/—  Q7  —  Rr)±PH=:o, 

Tinerlie  n'exercera  plus  aucune  influence  directe  sur  la  trans- 
mission du  travail. 

Le  cas  le  plus  général  et  à  la  fois  le  plus  ordinaire  où  ces 
circonstances  peuvent  se  présenter  est  celui  où  les  différentes 
masses  du  système  posséderaient  séparément  des  vitesses 
constantes  ou  uniformes,  car  on  ne  conçoit  pas,  a  priori, 
comment  ces  vitesses  pourraient  varier  de  façon  que  Taccrois- 
sement  des  forces  vives  de  certaines  pièces  fût  constamment 
égal  au  décroissement  de  celles  de  toutes  les  autres,  ce  qui  est 
nécessaire  pour  que  la  somme  des  forces  vives  reste  con- 
stante. De  plus,  il  est  évident  que  les  vitesses  effectives 

if,  /,  /^ ...  ou  (13  et  14)  --T-y  -TTf  -jr^'"  des  différentes 

masses  ne  peuvent  rester  constantes  si  les  vitesses  virtuelles 
de,  de! y  de",. . .,  qui  dépendent  uniquement  de  la  nature  géo- 
métrique des  liaisons  du  système,  ne  sont  elles-mêmes  dans 
des  rapports  invariables,  pour  toutes  les  positions  qu'il  peut 
prendre  ('). 

Cette  condition  exclut,  comme  on  voit,  tout  à  fait  les  pièces 
à  mouvement  alternatif,  puisque  leurs  vitesses  effectives  et 
leurs  vitesses  géométriques  ou  virtuelles  ne  pourraient  être 
en  rapport  constant  avec  celles  des  autres;  mais  elle  ne  suffit 
pas  pour  assurer  Tuniformilé  du  mouvement  de  la  machine,  il 
faut  encore  qu'on  ait,  à  chaque  instant, 

Frf/-Qrf^-RJr±:PrfHr=o, 

(')  Soient  K,  K',...  ces  rapports  constants,  de  sorte  qu'on  ait 

on  aura  donc  aussi,  entre  deux  positions  quelconques  du  système, 

c'est-à-dire  que  les  espaces  entiers  décrits  entre  ces  positions  par  les  différents 
points  seront  également  dans  les  mêmes  rapports. 
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OU  qu'il  y  ait  équilibre,  abstraction  faite  toujours  des  forces 
d'inertie,  nouvelle  condition  qui  ne  pourra  être  remplie  d'une 
manière  générale  si  la  puissance  et  les  résistances  agissent 
par  intervalle  d'une  manière  discontinue,  ou  varient  en  in- 
tensité ou  en  direction,  par  des  lois  quelconques  et  indépen- 
dantes, dans  les  diverses  positions  de  la  machine.  Or,  en 
supposant  même  les  forces  F,  R  et  Q  constantes  avec  la  vi- 
tesse, ainsi  que  les  angles  qu'elles  forment  avec  la  direction 
des  chemins  élémentaires  décrits  par  leurs  points  d'applica- 
tion, condition  qui  rend  les  moments  virtuels  Qdq,  Rrfr,  ¥df 
constants,  et  qui  se  trouve  remplie  dans  beaucoup  de  ma- 
chines, il  faudra  encore  que  le  poids  p  de  chaque  pièce  con- 
serve (22)  son  centre  de  gravité  à  la  même  hauteur,  à  moins 
qu'ayant  une  vitesse  uniforme  il  ne  fasse  partie  de  la  puis- 
sance motrice  ou  de  la  résistance  utile,  car  dans  tout  autre  cas 
ilimprimera  évidemment  des  quantités  de  travail  instantanées 
±pdh  qui  seront  variables  pour  les  diverses  positions  du 
système. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  il  ne  peut  entrer 
dans  la  machine  de  pièce  à  mouvement  alternatif;  elle  devra 
donc  se  composer  uniquement  de  pièces  de  rotation  ou  de 
roues  exactement  centrées  (22),  de  courroies  et  de  chaînes 
ions  fin,  etc. 

30.  Du  temps  nécessaire  à  V établissement  du  mouvement 
uniforme,  —  Cet  examen  peut  servir  à  montrer  combien  il  est 
difficile  d'établir  le  mouvement  rigoureusement  uniforme 
dans  les  machines;  on  peut  même  dire  qu'il  ne  s'y  présente 
jamais  dans  toute  l'exactitude  mathématique,  car  il  suppose 
non-seulement  que  les  forces  restent  constantes  en  intensité  et 
en  direction,  etc.,  mais  encore  que  les  vitesses  virtuelles  des 
différentes  parties  de  la  machine  soient  entre  elles  dans  des 
rapports  indépendants  de  la  position  du  système,  ce  qui  exige 
que  les  quantités  représentées  ci-dessus  par  (f{e)  soient  con- 
stantes, pour  toutes  les  positions.  Enfin  on  démontre  très- 
simplement,  soit  par  la  considération  de  l'équation 
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dans  le  second  membre  de  laquelle  -/>  ^j  -j^  seraient  sup- 
posées constantes,  soit  par  des  considérations  directes  de  Géo- 
métrie,  que,  lorsque  l'action  des  différentes  forces  est  soumise 
à  des  lois  continues,  analogues  à  celles  de  la  pesanteur  et 
dépendant  uniquement  des  variables  qui  déterminent  la  po* 
sition  ou  la  vitesse  du  système,  ce  n'est,  pour  ainsi  dire,  qu'au 
bout  d'un  temps  infini  que  la  vitesse  acquiert,  en  général,  sa 
limite,  quoique,  dans  un  temps  souvent  fort  court,  elle  n'en 
diffère  que  d'une  quantité  inappréciable  et  qu'on  peut  né- 
gliger pour  la  plupart  des  cas  de  pratique. 

Il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que^  d'après  les  notions 
précédentes,  la  fonction  représentée  par  ce  second  membre  a 
sa  plus  grande  valeur  quand  la  machine  part  du  repos  ou  que 
(/  =  o,  et  qu'elle  décroît  plus  ou  moins  rapidement  à  mesure 
que  la  vitesse  c  augmente,  de  manière  à  devenir  complète- 
ment nulle  pour  une  certaine  valeur  finie  de  celte  vitesse,  ce 
qui  lui  suppose  implicitement  la  forme 

N(a  — (')« 

ou  toute  autre  forme  équivalente,  N  étant  une  fonction  de  v  et 
de  constantes,  essentiellement  positive,  et  a  la  vitesse  limite 
dont  il  s'agit.  On  tire,  en  effet,  de  l'équation  posée  en  dernier 
lieu, 

J  ^{a-i^r'^     J  N(a— <;)«' 

intégrale  qui,  d'après  les  règles^  connues,  étant  prise  depuis 
(;  =  o  jusqu'à  v=  Uy  doit  renfermer  au  moins  un  terme  de  la 
forme  —  Alog(a  — t'),  si  n  est  impair,  ou  de  la  forme 
—  A( a  — i' )""•*■*,  si  n  est  pair;  or  ces  fonctions  sont  l'une  et 
l'autre  susceptibles  de  devenir  infinies  quand  la  vitesse  v 
atteint  sa  limite  a. 

Ce  fait  est  analogue  à  celui  qui  se  présente  dans  le  mouve- 
ment des  parachutes,  des  fluides  qui  s'écoulent  par  les  orifices 
des  vases,  et  il  avertit  des  précautions  à  prendre  dans  certains 
cas,  quand  on  ne  veut  pas  courir  le  risque  de  se  tromper  sur 
le  régime  ou  l'état  de  mouvement  d'un  système. 
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Des  observations  analogues  sont  applicables  d'ailleurs  aux 
machines  qui,  par  leur  constitution  et  celle  des  moteurs  ou 
des  résistances,  ne  pourraient  acquérir  qu'un  mouvement  pé* 
riodique  constant  ou  permanent,  c'est-à-dire  tel  que  la  vitesse, 
quoique  variable  dans  l'étendue  de  chaque  révolution,  re- 
vienne constamment  la  même  pour  les  mêmes  positions. 

31.  Avantages  du  mouvement  uniforme.  —  L'importance 
qu'il  y  a  de  satisfaire,  dans  chaque  cas  particulier,  sinon  rigou- 
reusement, du  moins  le  plus  possible,  aux  conditions  propres 
à  établir  l'uniformité  du  mouvement  des  machines,  sera  sentie 
si  l'on  met  en  parallèle  les  avantages  inhérents  à  ce  mouve- 
ment avec  les  inconvénients  qui  résultent  du  mouvement 
variable. 

Dans  les  machines  qui  possèdent  le  mouvement  uniforme, 
et  où  les  puissances  et  les  résistances  agissent  d'une  manière 
continue  et  avec  la  même  intensité  d'action  ('),  les  pièces  se 
conduisent  toujours  de  la  même  manière  et  demeurent  sans 
cesse  en  contact,  sans  éprouver  aucune  secousse  nuisible, 
aucun  changement  brusque  de  vitesse;  et,  comme  les  quan- 
tités de  travail  élémentaires  reçues  et  transmises  par  chacune 
d'elles  sont  égales  et  constantes,  ou  qu'il  y  a  équilibre  à 
chaque  instant,  de  même  que  pour  la  machine  entière,  les 
chances  de  destruction  sont  moindres,  et  l'on  peut  apprécier, 
dans  chaque  cas,  les  efforts  qu'elles  supportent,  les  flexions 
qu'elles  éprouvent  et  la  solidité  minimum  qui  leur  convient. 
Hais  ces  avantages  ne  sont  pas  les  plus  importants  de  ceux 
qui  appartiennent  à  l'uniformité  du  mouvement;  car,  puisqu'il 
existe  (25)  pour  chaque  moteur  une  vitesse  de  son  point 
d'application  qui  rend,  un  maximum  la  quantité  de  travail 


(*)  Du  régime  uniforme.  —  Il  résulte  de  ces  considérations  que,  pour  que 
les  machines  se  trouvent  dans  les  meilleures  conditions  de  fonctionnement,  il 
ne  suffit  pas  qu'elles  possèdent  un  mouvement  uniforme  :  il  faut  encore  que 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  elles  conservent,  pendant  toute  la  marche,  la 
même  intensité  et  la  même  direction,  condition  qui  n'est  pas  nécessairement 
remplie  dans  le  mouvement  uniforme.  Ces  circonstances  pourraient  être  carac- 
térisées par  la  dénomination  de  mouvement  régulier^  ou  mieux,  par  celle  de 
régime  uniforme,  (K.) 
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qu'il  communique  à  la  machine  et  que  la  qualité  et  la  quan- 
tité du  travail  de  l'outil  dépendent  aussi  (26)  de  sa  vitesse  et 
surtout  de  la  constance  de  cette  vitesse,  on  voit  que  le  cas  le 
plus  avantageux  possible  sera  celui  où  les  vitesses  des  pièces 
extrêmes  de  la  machine  seront  telles  que  le  réclame  chaque 
genre  de  moteur  et  de  travail  utile,  et  resteront  invariables 
pendant  le  mouvement,  aussi  bien  que  celles  des  pièces  in- 
termédiaires. 

32.  Inconvénients  du  mouvement  varié.  —  Dans  les  ma- 
chines dont  le  mouvement  varie  à  chaque  instant  d'une  ma- 
nière sensible  et  suivant  des  lois  d'ailleurs  continues,  les 
choses  se  passent  d'une  manière  tout  à  fait  opposée,  sans 
compter  les  autres  inconvénients  qui  s'y  présentent  quelque- 
fois. Ainsi,  par  exemple,  il  pourrait  arriver  que  le  mouve- 
ment ne  pût  aucunement  naître  ou  s'entretenir,  parce  que, 
l'action  du  moteur  ou  celle  des  diverses  résistances  étant  in- 
termittente, il  y  aurait  des  instants  pour  lesquels  celte  der- 
nière ayant  acquis  toute  son  énergie,  tandis  que  l'autre  a 
atteint  le  minimum  de  la  sienne,  la  force  vive  possédée  par  la 
machine  ne  serait  pas  suffisante  pour  entretenir  le  mouve- 
ment dans  ces  positions,  que  les  praticiens  nomment  points 
morts,  et  cela  bien  que  la  quantité  de  travail  que  pût  fournir  le 
nioteur  dans  une  révolution  de  la  machine,  supposée  parvenue 
à  un  certain  état  de  mouvement,  fût  égale  ou  même  supé- 
rieure à  celles  que  développeraient  toutes  les  résistances  réu- 
nies (').  Mais,  en  supposant  que  le  mouvement  puisse  naître 
et  s'entretenir,  il  n'en  résulterait  pas  moins,  de  son  état  va- 
riable, que  la  machine  ne  travaillera  pas  sous  les  conditions 
les  plus  avantageuses,  et  que  ses  différentes  pièces  éprouve- 
ront des  secousses,  des  pressions  et  des  tractions  qui  altére- 
ront plus  ou  moins  rapidement  leur  constitution  et  absorberont 
en  pure  perte  une  portion  du  travail  moteur  (18). 

33.  Moyens  de  corriger  en  partie  les  inconvénients  du  mùu^ 
vement  varié.  —  On  remarquera  que  ces  derniers  inconvé- 


(')  La  note  du  n^  28  fait  connaître  la  restriction  qu'il  faut  apporter  à  ce 
passage.  (K.) 
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nienls,  quoique  analogues  à  ceux  qui  ont  déjà  été  signalés  au 
ïï*'2ky  sont  pourtant  moins  graves,  attendu  que  le  jeu  des  di- 
verses articulations  est  ici  censé  très-faible,  et  que  nous  sup- 
posons le  tracé,  la  disposition  de  toutes  les  parties  conformes 
à  la  loi  de  continuité,  de  sorte  que  les  pièces  à  mouvement 
alternatif,  inhérentes  à  la  constitution  de  la  machine,  étei- 
gnent graduellement  leur  vitesse  à  la  fin  et  au  commencement 
de  chaque  oscillation. 

Pour  bien  concevoir  les  inconvénients  qui  arrivent  dans  le 
cas  actuel  et  pouvoir  y  remédier  dans  Toccasion,  il  faut  con- 
sidérer qu'ils  ont  lieu  uniquement,  soit  parce  que  la  puis- 
sance motrice  agit  sur  la  première  pièce  (le  récepteur),  tantôt 
dans  un  sens,  tantôt  dans  le  sens  directement  opposé,  soit 
parce  qu'il  existe  dans  la  machine  des  poids  ou  des  ressorts 
qui  tendent,  d'une  manière  active,  à  imprimer  de  la  vitesse  à 
la  machine»  tantôt  dans  le  sens  du  mouvement,  tantôt  dans  le 
sens  opposé;  il  en  résulte,  en  effet,  que  la  pièce  qui  en  con- 
duisait une  autre  peut  en  être  conduite  à  son  tour,  et  qu'à 
cause  du  jeu  indispensable  ces  pièces  cessent  d'être  en  con- 
tact, ou  se  quittent  pour  se  reprendre  ensuite»  ^i  ainsi  alter- 
nativement. 

34.  Nécessité  de  s'éloigner,  dans  certains  cas,  des  conditions 
de  l'uniformité  du  mouvement,  —  D'après  ces  divers  incon- 
vénients du  mouvement  variable  des  machines,  il  semblerait 
qu'on  dût  en  proscrire  l'emploi  dans  toutes  les  applications 
à  l'industrie,  et  se  borner  uniquement  aux  moyens  qui  per- 
.  mettent  l'uniformité  rigoureuse  du  mouvement;  ce  qui  se 
réduit,  comme  on  l'a  vu,  à  n'employer,  même  pour  le  ré- 
cepteur et  l'outil,  que  des  pièces  de  rotation  continue,  et  à 
éviter  toute  action  intermittente  de  la  part  du  moteur  et  des 
résistances.  C'est  aussi  à  quoi  tendent  tous  les  efforts  des  bons 
constructeurs  et  des  mécaniciens  instruits;  mais,  quoiqu'on  ait 
résolu  la  question  pour  plusieurs  machines  importantes,  d'une 
manière  suffisamment  approchée,  il  n'y  a  pas  d'espoir  qu'on 
puisse  le  faire  pour  toutes.  La  nature  du  moteur  et  du  travail, 
les  circonstances  locales,  et  principalement  trop  de  sujétion 
dans  l'exécution  matérielle,  trop  de  dépense  s'opposeront  tou- 


4o  GOUES  DE  MÉGàNIQUB 

jours  à  ce  qu'on  atteigne  le  but  d'une  manière  satisfaisante; 
du  moins  on  doit  chercher  à  en  approcher  le  plus  possible, 
dans  chaque  cas  particulier,  en  évitant  les  principaux  inconvé- 
nients du  mouvement  variable  que  nous  venons  de  signaler. 

Or  nous  remarquerons  qu'il  n'existe  en  réalité  que  trois 
causes  essentielles  du  mouvement  varié  des  machines,  et  qui 
consistent  dans  l'irrégularité  d'action,  soit  du  moteur,  soit  de 
la  résistance  utile»  soit  de  l'un  et  de  l'autre  réunis;  il  n'arri- 
vera donc  pareillement  que  trois  circonstances  où  Ton  soit 
forcé  de  faire  usage  de  pièces  à  mouvement  alternatif,  et, 
dans  ces  trois  circonstances,  on  devra  éviter  de  multiplier 
inutilement  ces  pièces. 

Ainsi,  le  récepteur  devant  posséder  un  mouvement  alterna- 
tif et  l'opérateur  un  mouvement  de  rotation  continu,  uniforme, 
on  transformera  immédiatement,  à  l'aide  de  manivelles,  d'ex- 
centriques, etc.,  le  premier  mouvement  en  un  mouvement 
pareil  au  second  ;  toutes  les  pièces  intermédiaires  seront  ainsi 
des  roues,  des  courroies  à  mouvement  continu.  On  en  fera 
autant  quand,  au  contraire,  le  récepteur  devra  posséder  une 
vitesse  uniforme,  et  l'outil  un  mouvement  alternatif;  mais,  si 
l'outil  et  le  récepteur  doivent  à  la  fois  posséder  un  mouve- 
ment alternatif,  il  y  aura  à  examiner  si  le  premier  peut  immé- 
diatement s'appliquer  au  second,  sans  interposition  de  pièces 
quelconques,  de  façon  que  les  osci41ations  et  les  alternatives 
d'action  coïncident  parfaitement,  que  la  vitesse  et  la  pression 
s'éteignent  par  degrés  vers  la  fin  et  le  commencement  de 
chacune  d'elles;  car  alors  il  ne  pourra  y  avoir  de  perte  d'effet 
sensible,  et  la  machine  travaillera  presque  aussi  avantageuse-  . 
ment  que  si  elle  possédait  le  mouvement  uniforme.  Mais  cela 
arrive  rarement,  et  presque  toujours  on  se  voit  obligé  de  faire 
usage  de  pièces  intermédiaires  auxquelles  on  donne,  quand  le 
cas  l'exige  et  qu'il  y  a  de  l'avantage  à  régulariser  l'action,  un 
mouvement  de  rotation  continu  dans  le  même  sens. 
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Moyens  généraux  de  régulariser  le  mouyement  des  machines  ('). 

35.  Précautions  à  prendre  au  sujet  des  tracés  et  de  la  répar- 
tition des  efforts.  —  Laissant  donc  de  côté  le  cas  où  toutes  les 
pièces  ont  un  mouvement  alternatif,  il  n'y  aura  plus  qu'à  s'oc- 
cuper des  trois  autres,  auxquels  on  pourra  joindre  celui  où 
toutes  les  pièces  mobiles  ont  un  mouvement  de  rotation  con- 
linuy  quoique  la  puissance  ou  la  résistance  agissent  sur  la  pre- 
mière et  la  dernière  pièce,  d'une  manière  intermittente,  va- 
riable; or,  dans  tous  ces  cas,  mais  surtout  dans  celui  où  il  est 
avantageux  (31)  que  Tune  de  ces  pièces  extrêmes  possède  la  vi- 
tesse uniforme,  il  parait  convenable  de  régulariser  le  plus  pos- 
sible le  mouvement  de  la  machine,  et  ce  qui  précède  nous  en 
indique  les  moyens  principaux:  i^  on  tracera  les  parties  par 
lesquelles  le  mouvement  de  rotation  continu  se  transmet  d'une 
pièce  à  l'autre,  de  façon   que  la  vitesse   géométrique  reste 

(')  Des  conditions  de  bon  fonctionnement  des  machines*  —  Pour  apprécier  la 
vilear  des  divers  mojens  de  régularisation,  il  est  nécessaire  de  définir  d'abord 
les  conditions  qui  assurent  le  bon  fonctionnement  des  machines. 

U  question  industrielle  se  résume  à  fabriquer,  au  moindre  prix  total,  l'unité 
dWrage,  avec  la  perfection  voulue.  La  bonne  exécution  du  produit,  laquelle 
constitue  le  but  final,  dépend  uniquement  des  conditions  du  mouvement  de 
Toatil  et  des  organes  accessoires  qui  règlent  l'arrivée  de  la  matière  à  travailler. 
Quelquefois  il  est  nécessaire  d'adopter,  pour  ces  pièces,  des  vitesses  détermi- 
nées; le  plus  souvent  elles  peuvent  fonctionner  à  des  marches,  c'est-à-dire  à 
des  vitesses  moyennes,  assez  éloignées  l'une  de  l'autre,  pourvu  que,  pour  une 
même  marche,  la  vitesse  reste  sensiblement  constante,  ou  que  du  moins  les 
variations  se  fassent  avec  lenteur  ;  ce  sont,  en  eifet,  les  variations  brusques  de 
laritesse  qui  occasionnent,  suivant  les  cas,  la  rupture  des  iils,  les  arrachements 
00  déchirements  de  la  matière  soumise  au  travail.  De  même,  la  bonne  action 
do  moteur  sur  le  récepteur,  la  régularité  de  la  distribution  dépendent  de  con- 
ditions analogues;  enfin,  si  l'on  étudie  la  question  au  point  de  vue  de  la  con- 
senration  des  organes,  dont  dépend  l'importance  des  frais  d'entretien  et  de  ré- 
paration, on  reconnait  que  la  cause  la  plus  énergique  de  destruction  réside 
dans  les  secousses,  les  chocs  dans  les  articulations,  qui,  pour  chaque  pièce  en 
particulier,  dépendent  directement  de  la  grandeur  de  l'accélération. 

En  résumé,  le  bon  fonctionnement  de  l'ensemble  exige  que  les  vitesses  et  les 
accélérations  des  diverses  pièces  restent  comprises  entre  des  limites  spéciales  à 
chacune  d'elles.  Or,  dans  l'hypothèse  de  la  rigidité  des  organes  qui  est  ici 

^'ite,  les  vitesses  v  et  les  accélérations  -y  de  tous  les  points  de  la  machine 

at 
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dans  un  rapport  donné,  ce  qui  consiilue  vérilablemeni  le  pro- 
blème des  engrenages  pris  dans  loule  sa  généralité;  a*  on 
centrera  exactenrïenl  (22)  les  roues,  ce  qui  aura  pour  avan- 
tage d'annuler  TefTet  de  la  force  centifuge  ou  la  pression  qui 
en  résulte  sur  les  axes;  3*»  on  mettra  pareillement  en  équi- 
libre le  poids  des  pièces  à  mouvement  alternatif,  ou  Ton  fera 
concourir  ce  poids,  s'il  y  a  lieu,  à  régulariser  l'action  delà 
puissance  et  de  la  résistance  dans  chaque  position  du  système; 
4°  on  diminuera  autant  qu'il  est  possible  la  vitesse,  l'ampli-  I 
tude  du  mouvement  et  la  masse  de  ces  mêmes  pièces,  c'est-  % 
à-dire  autant  que  le  permettront  la  solidité  et  l'usage  qu'on 
on  veut  faire;  5"  enfin  on  régularisera  l'action  même  du  mo- 
teur ou  de  la  résistance  par  des  contre-poids,  ou  par  toiile 
autre  disposition  qui  peut  résulter  de  l'examen  de  chaque  cas 
individuel:  par  exemple,  si  l'effet  de  l'une  ou  de  l'autre  de 
ces  forces  se  compose  d'effets  partiels  égaux,  distincts  et  ré- 
pétés plusieurs  fois  dans  une  mêrhe  révolution  de  la  machine, 
il  conviendra  de  les  distribuer  de  façon  qu'ils  se  succèdent  à 

peuvent  s'exprimer  (Î7)  en  fonction  des  vitesses  et  des  accélérations  d'un 
même  point,  qoe  nous  supposerons  choisi  sur  une  pièce  à  rotation,  de  vitesse 
an{ju1aire  &),  à  l'unité  de  distance  de  l'axe.  On  a  ainsi,  en  désignant  par  K  une 
fonction  connue  pour  chaque  point  considéré  de  l'espace  s  décrit,  depuis  l'ori- 
gine, par  le  point  dont  la  vitesse  est  eu, 


dv       rj.  du         ,  dK 

-j-  =  K  -y-  ■+•  OJ    -y-  > 
at  de  ds 


f  =  K  W,        -r-  =  K  -T-  ■+•  OJ* 


et  l'on  peut  déterminer  les  valeurs  entre  lesquelles  doivent  rester  compris 

dbi  -,  t^       .t  •      '       dv  .  -        - 

w  et  -j-  pour  que  la  vitesse  v  et  lacceleration  -7-  des  organes  les  plus  exposes 

ne  dépassent,  pour  aucune  position,  les  limites  dangereuses;  ces  valeurs  fixent 
les  deux  conditions  de  régularité  de  la  vitesse,  de  l'ensemble  de  la  machine, 
en  fonction  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  de  l'un  des  arbres  du  système. 

On  voit,  d'après  la  seconde  équation,  que,  quels  que  soient  les  procédés  de 
régularisation  que  l'on  emploie,  il  existe  pour  toute  machine  une  limite  supé- 
rieure  delà  vitesse  &>,  pour  laquelle  le  fonctionnement  deviendrait  inadmissible, 

lors  même  que  -j-  serait  toujours  nul,  c'est-à-dire  que  le  mouvement  des  pièces 
at 

à  rotation  fût  parfaitement  uniforme. 

Il  faut  remarquer  que  les  deux  conditions  nécessaires  que  nous  venons  d*in« 
diquer  ne  peuvent  pas,  à  elles  seules,  régler  les  tensions  des  pièces,  lesquelles 
dépendent  encore  de  l'intensité  des  forces  qui  agissent  sur  les  machines  et  de 
la  répartition  des  masses  en  mouvement.  (K.) 
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des  intervalles  réguliers  et  en  quelque  sorte  sans  discontinuilé, 
ou  que  les  plus  grands  efforts  des  uns  aient  lieu  en  même 
temps  que  les  plus  faibles  des  autres,  etc. 

Tous  ces  moyens  étant  épuisés  et  les  causes  de  Tirrégula- 
rité  d'action  étant  par  là  corrigées  autant  que  possible,  il  res- 
tera une  dernière  ressource  que  nous  allons  faire  connaître, 
attendu  qu'elle  se  rattache  aux  lois  générales  du  mouvement 

des  machines,  dont  nous  avons  un  instant  abandonné  la  dis- 
cussion. 

36.  Influence  des  pièces  à  mouvement  alternatif.  —  Nom- 
mons, en  général,  &>  la  vitesse  angulaire  ou  la  vitesse  à  l'unité 
de  distance  de  l'une  des  pièces  de  rotation  de  la  machine;  sa 
force  vive  aura  pour  expression 

r  étant  la  distance  à  l'axe  d'une  molécule  matérielle  quel- 
conque,/?! sa  masse  et  Swr*  le  moment  d'inertie  de  la  pièce;  la 
force  vive  totale  possédée  par  les  pièces  semblables  à  un  in- 
stant donné,  et  en  général  par  toutes  celles  qui  ont  des  vitesses 
continues,  dans  des  rapports  donnés  (29),  pourra  donc  être 
représentée  par  A  w',  A  étant  une  constante  qui  dépend  des  rap- 
ports de  vitesses  et  des  moments  d'inertie  des  pièces.  Quant 
ila  somme  des  forces  vives  des  pièces  à  mouvement  alternatif, 
nous  continuerons  à  la  représenter  par  l'expression  générale 
ffn^,de  sorte  que  les  équations  du  n®  27  donneront,  pour  dé- 
terminer à  chaque  instant  la  vitesse  angulaire  ca, 

Aw  rfw  =:  Vdf —  Qdq  --^  ...  —  mvdv, 

A'effet  des  pièces  à  mouvement  alternatif  se  bornant  ainsi  à 
diminuer  le  travail  élémentaire  Frf/imprimé  à  chaque  instant 

par  les  puissances,  d'une  quantité  variable  mvdv,  on  pourra 

dv 
représenter  cet  effet  (14)  par  celui  d'une  force  9  =  m  ^'Quî 

n'est  autre  que  la  résultante  générale  des  forces  d'inertie 
tangeniielles  relatives  à  ces  pièces,  et  comprendre  explicite- 
ment cette  force,  dont  la  quantité  de  travail  instantanée  est. 
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abstraction  faite  du  signe,  —mvdv  =  :^de,  au  nombre  de  celles 
qui  sollicitent  réellement  la  machine  et  qui  sont  étrangères  à 
l'inertie. 

On  remarquera  d'ailleurs  que,  puisque  la  vitesse  v  des  pièces 
dont  il  s'agit  devient  nulle  à  la  Qn  et  au  commencement  des 
oscillations  de  chacune  d'elles,  il  en  est  de  même  de  la  quan* 
tité  de  travail  <^de  ou  mv^  que  développe  leur  inertie,  ce  qui 
suppose  (fde  tantôt  positif  et  tantôt  négatif,  ou  que  la  force  f, 
relative  à  une  même  pièce,  restitue  et  détruise  constamment, 
dans  chaque  demi-oscillation,  des  quantités  de  travail  égales 
et  qui  n'altèrent  ainsi  aucunement  TefiTet  utile  de  la  machine. 
Sous  ce  point  de  vue  donc,  l'action  de  celte  force  peut  être 
assimilée  à  celle  de  la  pesanteur  (22)  sur  les  pièces  à  mouve- 
ment alternatif,  de  sorte  que  les  moyens  de  corriger  son  in- 
fluence sont  entièrement  analogues;  ainsi,  indépendamment 
de  ceux  qui  ont  déjà  été  indiqués  au  n**  35  ci-dessus,  on  pourra 
opposer  à  la  masse  de  ces  pièces  d'autres  masses  douées 
d'un  mouvement  oscillatoire  précisément  contraire,  c'est-à- 
dire  tel,  que  l'accroissement  ^mvdv  de  leur  force  vive  soit  à 
chaque  instant  égal,  quoique  de  signe  contraire,  à  celui  qui  est 
relalifà  ces  mêmes  pièces;  pareillement  encore  on  pourra  dis- 
poser les  périodes  de  mouvement  de  ces  pièces  de  façon  que 
la  force  9,  qui  remplace  leur  effet,  détruise  en  partie  l'irré- 
gularité d'action  des  puissances  et  des  résistances.  Mais  ces 
divers  moyens  sont  rarement  applicables  avec  simplicité,  quoi- 
qu'on ne  doive  aucunement  les  dédaigner  dans  chaque  cas  par- 
ticulier; on  préfère  généralement  augmenter  l'inertie  de  quel- 
qu'une des  pièces  de  rotation  de  la  machine,  conformément 
aux  principes  que  nous  allons  exposer. 

37.  Lois  du  mouvement  varié  des  machines,  —  Reprenons 
les  raisonnements  du  n^  28;  il  résultera  des  équations  posées 
ci-dessus:  1°  que  lorsqu'une  machine  est  partie  du  repos,  la 
vitesse  w  qu'elle  a  acquise,  au  bout  d'un  certain  temps,  est 
d'autant  plus  grande  que  la  quantité  de  travail  communiquée 
par  les  différentes  forces  l'est  elle-même  davantage,  et  que  la 
quantité  À,  uniquement  relative  aux  moments  d'inertie  et  aux 
rapports  constants  des  vitesses  géométriques  des  pièces  de 
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rotation,  est  au  contraire  plus  petite;  2*"  que  Taccroissement 
élémentaire  dtù  de  la  vitesse,  à  une  époque  quelconque  du 
mouvement,  est  directement  proportionnel  à  la  quantité  de  tra- 
vail élémentaire  imprimée  au  même  instant,  et  inverse  de  la 
vitesse  acquise  o)  et  de  la  quantité  constante  A.  La  vitesse  gj 
croîtrait  donc  sans  cesse  à  chaque  révolution  si,  comme  nous 
l'avons  déjà  expliqué  (28),  la  somme  des  forces  vives  du  sys- 
tème n'atteignait  bientôt,  du  moins  sensiblement,  une  limite 
absolue  qu'elle  ne  peut  dépasser,  d'après  la  nature  même  des 
moteurs  et  des  résistances.  La  machine  étant  parvenue  à  cet 
état  de  mouvement,  la  force  vive  Aw*  et  la  vitesse  w  ne  pour- 
ront plus  varier,  soix  dans  un  même  tour,  soit  d'un  tour  à 
l'autre,  qu'entre  des  limites  plus  ou  moins  resserrées  et  re- 
latives aux  variations  mêmes  de  la  quantité  d'action  totale 
F/— Qç  — . . .  qui  lui  aura  été  imprimée  dans  les  intervalles 
correspondant  à  ces  tours  ou  révolutions.  Ainsi  ces  diverses 
quantités  atteindront  successivement  et  simultanément  une 
valeur  maximum,  puis  une  valeur  minimum,  pour  chacune 
desquelles  il  y  aura  équilibre  entre  toutes  les  forces  consi- 
dérées (36),  attendu  qu'on  aura 

Awrfo)  =  Fdf—Qdq  -^VidrzhVdk— mvdv=o. 

Or,  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  varie  l'intensité  ab- 
solue de  ces  forces,  et  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  tout  à  fait 
irrégulière  et  qu'on  puisse  déterminer,  soit  par  le  calcu4,  soit 
par  l'expérience,  la  quantité  de  travail  imprimée  entre  les 
deux  instants  où  la  vitesse  ca,  relative  à  un  même  tour  ou  à 
plusieurs  tours  successifs,  atteint  sa  plus  grande  et  sa  plus 
petite  valeur  absolue,  on  sera  toujours  le  mattre  de  rendre  le 
mouvement  des  pièces  de  rotation  de  la  machine  aussi  appro- 
chant qu'on  le  voudra  de  l'uniformité. 

38.  Moyen  général  de  régulariser  le  mouvement  des  ma- 
chines, —  £n  effet,  soient  ca^  et  &>'  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  valeur  de  la  vitesse  ca,  S  la  somme  des  quantités  d'ac- 
tion imprimées,  dans  l'intervalle  qui  leur  correspond,  par  les 
différentes  forces,  en  y  comprenant  9  (§  36),  on  aura 
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f 


Nommons  de  plus  12  la  vitesse >  moyenne  arithmétique 

entre  w'  et  w",  et  d  la  différence  w'—  &>''  entre  ces  mêmes  vi- 
tesses, on  aura 

ût/2--  0)"»=  2Ûrf, 

et  réquation  ci-dessus  deviendra 

AQd  =  S,    d'où    ïi  =  ^^.. 

ce  qui  montre  qu'on  pourra  rendre  le  rapport  ^  égal  à  une 

quantité  -  aussi  petite  qu'on  le  voudra  (  ^  ),  en  augmentant  suf- 

fisamment  la  quantité  A,  qui  contient  les  momants  d'inertie 
des  pièces  à  mouvement  continu  et  la  vitesse  moyenne  £1; 
dès  lors,  celle-ci  pourra  être  regardée,  sans  erreur  sensible, 


(')  De  l'écart  proportionnel  des  'vitesses  au  point  de  vue  de  la  régularisa- 
tion;  effets  du  couplement  des  machines  sur  la  régularité.  —  L'auteur  mesure 

la  régularité  du  mouvement  d'une  machine  par  le  rapport  -  de  la  différence 

des  Titesses  extrêmes  à  la  vitesse  moyenne,  rapport  que  Ton  nomme  ordinaire- 
ment écart  proportionnel  des  vitesses.  Le  problème  de  la  régularisation  du 
mouvement  se  réduit  à  rendre  cet  écart  inférieur  à  une  quantité  donnée.  C'est 
ainsi  que  la  question  a  été  posée,  dès  1819,  par  Navier  {Notes  sur  V Architec- 
ture hydraulique  de  Bélidor)^  et  qu'elle  est  encore  envisagée  aujourd'hui  par 
tous.,Ulft  auteurs. 

Lorsque,  conformément  à  la  théorie  exposée  dans  le  texte,  on  ne  se  préoccupe 
que  des  variations  périodiques^  l'écart  proportionnel  des  vitesses  règle  en  réa- 
lité l'accélération  moyenne,  et,  par  suite,  l'accélération  maxima  qui  ordinaire- 
ment, pour  une  même  machine,  varie  sensiblement  comme  l'accélération 
moyenne;  dans  ce  cas,  les  deux  conditions  de  régularité  établies  dans  la  note 
du  n^  35  peuvent  se  réduire  à  une  seule  consistant  à  limiter  l'écart  propor- 
tionnel des  vitesses.  On  peut,  en  effet,  exprimer   l'accélération  moyenne  en 

fonction  de  la  vitesse  moyenne  H,  de  l'écart  proportionnel  -  et  du  nombre  /i 
de  périodes  par  tour;  on  trouve 

doi  _  I  /iaH' 
dt  "^  n    2  TT 

Il  est  constaté  par  l'expérience  que,  pour  des  machines  semblables,  mar- 


^ 

I 
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comme  égalje  à  la  vitesse  moyenne  effective  qu'on  obtiendrait 
en  divisant,  par  le  temps  moyen  d'une  révolution,  la  circon- 
férence 27r  décrite,  pendant  ce  temps,  par  le  point  situé  à  l'unité 
de  distance  de  Taxe. 

39.  Théorie  et  propriétés  des  volants»  —  Pour  rendre  ainsi 
le  mouvement  d'une  machine  aussi  approchant  de  l'uniformité 
qu'on  le  désire,  il  n'est  pas  nécessaire  d'augmenter  à  la  fois 
la  vitesse  et  le  moment  d'inertie  de  toutes  les  pièces  rota- 
tives, ce  qui  aurait  des  inconvénients  graves,  et  ferait  croître 
les  résistances  passives;  on  se  coniente  de  le  faire  pour  une 
des  pièces  de  rotation  qu'on  nomme  volant  et  qu'on  a  soin  de 
placer  le  plus  près  possible  de  la  force  dont  il  importe  de  ré- 
gulariser l'action  (33).  Quelquefois  aussi  on  emploie  deux  vo- 
lants, lorsque  le  moteur  et  la  résistance  agissent  en  même 
temps  d'une  manière  irrégulière;  chacun  d'eux  est  alors  des- 
tiné séparément  à  rendre  uniforme  l'action  de  la  puissance 
près  de  laquelle  on  le  place.  Dans  tous  les  cas,  il  convient  que 


ehant  à  des  vitesses  différentes,  la  régularité  obtenue  par  la  théorie  du  texte 
est  satisfaisante;  on  peut  en  conclure  que,  dans  ces  conditions,  la  limite  à 
asûgner  à  l'accélération  doit  varier  proportionnellement  au  carré  de  la  vitesse 
moyenne  û,  résultat  qu'on  peut,  du  reste,  établir  directement. 

11  est  important  de  remarquer  que,  si  plusieurs  machines  semblables  sont 
couplées  ensemble,  ce  qui  augmente  le  nombre  de.  périodes  par  tour,  le  vo- 
lant qui  assure  une  régularité  définie  par  -  permet,  toutes  les  conditions  de 

marche  restant  les  mêmes,  des  accélérations  d'autant  plus  grandes,  que  le 
nombre  /a  de  périodes  est  plus  considérable  {Doir  la  note  des  n^  88,  94,  Sec- 
tion II);  si  donc  on  tient  à  avoir  la  même  régularité  pour  les  accélérations, 
dans  les  divers  cas,  il  faut,  en  conservant  la  formule  ordinaire,  y  remplacer  n 
par  des  nombres  qui  peuvent  être  exactement  déterminés  dans  chaque  cas,  et 
^i,  pour  dos  machines  semblables, varient  en  général  sensiblement  en  raison 
inverse  du  nombre  de  périodes. 

Lorsque  le  système  est  soumis  à  des  'variations  accidentelleSy  et  c'est  à  peu 
près  le  cas  général,  la  condition  relative  à  l'écart  proportionnel  des  vitesses  ne 
peut  plus  suffire  pour  assurer  à  la  machine  la  régularité  voulue;  il  est  néces- 
saire alors  de  faire  successivement  l'étude  au  point  de  vue  de  l'écart  des  vi- 
tesses et  à  celui  de  l'accélération,  et,  dans  chaque  cas,  d'adopter,  pour  le  vo- 
lant, les  dimensions  les  plus  fortes  résultant  des  deux  procédés.  Le  plus  souvent, 
lorsque  la  machine  est  munie  d'un  bon  régulateur  et  que  le  tÀnrail  est  sujet  à 
^  variations  brusques,  c'est  la  condition  relative  à  la  limite  d'accélération 
<Iiii  devient  prédominante  et  qui  doit  déterminer  l'énergie  du  volant.  (K.) 
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le  volant  assure  l'uniformité  de  vitesse  de  son  axe^  indépen- 
damment de  Tinertie  propre  des  pièces  de  rotation  qui  ne  sont 
pas  directement  interposées  entre  lui  et  la  force  dont  il  doit 
régulariser  Faction,  condition  qui  tend  d'ailleurs  à  simplifier 
le  problème  de  son  établissement  (*). 

Le  poids  des  volants  occasionnant  un  surcroît  de  frottement 
sur  les  axes,  il  convient,  en  outre,  de  les  rendre  aussi  légers 
t]ue  possible  pour  la  même  énergie;  celle-ci  étant  propor- 
tionnelle (36)  à  la  force  vive  (*i^lmr\  il  faut  donner  à  la  ma- 
tière dont  se  composent  les  volants  une  grande  densité  et  en 
rejeter  la  masse  à  une  certaine  distance  de  Taxe  de  rotation. 

Ce  n'est  point  ici  le  lieu  d'entrer  dans  des  détails  sur  la 
construction  et  le  calcul  des  volants;  nous  nous  bornerons  à 
remarquer  que  leur  fonction  consiste,  d'après  ce  que  l'on  vient 
de  dire,  à  convertir  en  force  vive  ou  à  emmagasiner^  selon 
l'expression  admise,  une  certaine  portion  du  travail  moteur, 
lorsque  l'énergie  des  puissances  surpasse  celle  de  toutes  les 
résistances  ou  que  la  vitesse  du  mouvement  augmente,  et  à 
convertir  ensuite  cette  même  force  vive  en  travail  employé 
contre  les  résistances,  quand  le  mouvement  vient  à  se  ralentir, 
par  suite  de  la  prépondérance  de  ces  dernières  sur  les  puis- 
sances. Ce  sont  les  propriétés  des  volants  qui  les  font  appeler 
quelquefois  des  réservoirs  de  force  vive  ou  de  travail,  et  qui 
sont  surtout  précieuses  quand  il  pourrait  résulter  de  l'irré- 
gularité du  mouvement  des  pertes  de  travail  ou  d'autres  in- 
convénients (32  et  33);  mais  il  ne  faut  pas  oublier  qu'ils  intro- 
duisent dans  la  machine  de  nouvelles  causes  de  résistances, 
des  pertes  de  force  vive  (26)  qui  doivent  les  faire  proscrire 


(*)  Emplacement  du  volant,  —  L'emplacement  du  volant  parait  indifférent, 
quand  on  n'étudie  la  régularisation  qu'au  point  de  vue  des  variations  de  la  ' 
vitesse;  la  meilleure  répartition  à  adopter,  pour  les  diverses  masses  en  mou- 
vement, ne  peut  être  déterminée  que  par  les  conditions  relatives  aux  ten- 
sions (note  du  n^  76,  Section  II).  Dans  cette  étude,  il  devient  indispensable 
de  renoncer  à  l'hypothèse  de  l'invariabilité  des  dimensions  des  organes,  et  de 
tenir  compte  de  leur  élasticité,  qui  constitue  une  sorte  d'indépendance  relative 
des  diverses  parties  des  machines;  de  là,  la  nécessité  d'assurer  la  régularité 
du  mouvement  de  chaque  arbre  en  particulier,  précaution  recommandée  dans 
le  texte.  (K.) 
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dans^bien  des  circonstances.  Par  exemple,  l'emploi  d'un  volant 
ou,  en  général,  tout  surcroît  donné  aux  moments  d'inertie  au 
delà  de  ce  qui  est  strictement  nécessaire,  serait  plus  nuisible 
qu'avantageux  dans  les  machines  qui  posséderaient  par  elles- 
mêmes  un  mouvement  uniforme  ou  suffisamment  uniforme, 
dans  celles  qui  seraient  susceptibles  de  s'arrêter  fréquemment 
et  tout  à  coup,  enfln  dans  toutes  celles  où  la  constance  de  la 
vitesse  serait  nuisible  et  même  dangereuse. 

M.  Nécessité  et  avantages  de  régulariser  le  plus  possible  le 
mouvement^  indépendamment  de  V emploi  du  volant.  —  On 
voit;  par  cette  discussion,  combien  il  est  essentiel  de  chercher 
à  régulariser  l'action  des  puissances  indépendamment  du  vo- 
lant, et  quand  bien  même  on  serait  finalement  obligé  d'y  avoir 
recours;  car,  la  valeur  de  S  qui  doit  entrer  dans  l'équation  du 
n®  38  étant  alors  très-faible,  on  se  trouvera  dispensé  de  donner 
à  ce  volant  les  dimensions  et  la  vitesse  qu'il  devrait  recevoir 
dans  la  supposition  contraire.  Nous  avons  indiqué  précédem- 
ment quelques-uns  des  moyens  généraux  de  remplir  le  but 
dont  il  s'agit,  et  il  pourra  s'en  ofifrir  d'autres  dans  chaque  cas 
particulier;  mais  la  condition  la  plus  importante  est  de  régler 
rintensité  absolue  de  la  puissance  et  de  la  résistance  utile,  de 
façon  que  les  quantités  de  travail  qu'elles  développent  sur  la 
machine,  supposée  parvenue  à  un  état  donné  de  mouvement, 
soient  constamment  égales  pour  chaque  révolution  ou  tout 
au  moins  pour  chaque  deux,  trois  révolutions,  afin  que  la  quan- 
lilé  S  n'acquière  pas  de  valeurs  trop  grandes,  ou  que  la  force 
vive  et  la  vitesse,  si  elles  ne  peuvent  être  constantes,  restent 
du  moins  comprises  entre  des  limites  fixes,  et  redeviennent 
périodiquement  les  mêmes  au  bout  d'un  temps  donné,  en  pre- 
nant ainsi  ce  qu'on  nomme  un  régime  de  stabilité. 

Les  moyens  qu'on  emploie  pour  atteindre  ce  but  se  ratta- 
chant à  la  question  de  l'établissement  des  machines,  nous, 
croyons  devoir  en  résumer  succinctement  les  conditions  prin- 
cipales, et  tracer  en  peu  de  mots  la  marche  qui  est  ordinaire- 
ment suivie  dans  la  pratique,  pour  parvenir  à  une  solution, 
sinon  rigoureuse,  du  moins  suffisamment  approchée.  C'est  par 
là  que  nous  terminerons  ces  considérations  surjes  machines. 
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IV.  —  De  l'établissement  des  machines  industrielles. 

Conditions  dn  meillenr  établissement  des  machines  ('). 

41.  Division  de  la  question  générale.  —  Nous  avons  déjà 
dit  que  les  conditions  essentielles  d'un  pareil  établissement 
consistent  à  rendre  un  maximum  l'effet  utile  ou  la  quantité 
d'ouvrage  confectionné,  et  un  minimum  la  dépense  en  travail 
moteur  et  en  argent;  de  sorte  que  Tunité  d'ouvrage  de  chaque 
espèce  soit  fournie  au  moindre  prix  possible.  Pour  traiter 
cette  question  dans  toute  sa  généralité,  il  faudrait  être  à  même 
de  faire  varier  à  la  fois  toutes  les  données  dont  elle  dépend, 
dans  les  relations  qui  lient  l'effet  utile  à  l'effet  dépensé;  mais 
en  faisant  même  abstraction  du  prix  en  argent,  qui  change 
suivant  les  temps  et  les  localités,  on  ne  peut  aborder  ainsi  la 
question  de  l'établissement  des  machines.  On  se  contente  de 
la  décomposer  en  plusieurs  autres  distinctes  pour  les  traitera 
part  :  ainsi  Ton  étudie  successivement  l'action  des  moteurs 
sur  les  récepteurs,  des  outils  ou  opérateurs  sur  la  matière  à 
confectionner,  à  déplacer,  etc.,  puis  on  en  vient  aux  pièces 


(')  Dénominations  usitées  pour  les  diverses  parties  d*une  installation  induS' 
trielle.  —  On  a  trouvé  avantageux,  dans  le  langage  industriel,  de  donner  des 
noms  spéciaux  à  des  groupes  d'organes  qui  concourent  à  un  but  commun. 
L'auteur,  dans  la  suite  du  Cours,  se  sert  souvent  de  ces  expressions  techniques; 
nous  croyons  donc  utile  de  les  définir  ici. 

L'ensemble  d'une  installation  mécanique  se  compose 'd'une  ou  de  plusieurs 
machines  motrices,  de  machines  outils  et  de  transmissions  de  mouvement, 

La  machine  motrice  comprend  le  récepteur  proprement  dit,  c'est-à-dire  la 
pièce  qui  reçoit  immédiatement  Faction  du  moteur,  les  organes  nécessaires 
pour  transformer  le  mouvement  ordinairement  irrégulier  et  alternatif  de  ce 
récepteur  en  mouvement  de  rotation  continue,  ainsi  que  toutes  les  pièces  fixes 
ou  mobiles  qui  sont  destinées  à  assurer  et  à  régler  l'action  du  moteur  sur  le 
récepteur,  à  le  condenser,  à  l'évacuer.  Les  diverses  parties  sont  réunies  sur  des 
bâtis  en  fonte,  en  charpente  ou  en  maçonnerie.  Le  premier  arbre  à  rotation 
continue  porte  le  nom  à! arbre  de  la  machine  motrice;  c'est  sur  cet  arbre  que 
se  trouve  ordinairement  placé  le  volant  de  la  machine  motrice.  On  exprime 
généralement  la  vitesse  de  la  machine  par  le  nombre  de  tours  que  fait  son 
arbre  par  minute. 

Dans  certains  cas,  le  moteur  existe  tout  formé  et  peut  agir  sur  le  récepteur, 
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matérielles  qui  servent  simplement  à  communiquer  le  mou- 
vement. 

L'expérience  et  le  calcul  ont  appris  que  ces  dernières  pièces 
exercent  en  général  peu  d'influence  sur  la  quantité  d'action 
transmise  par  elles  dans  toutes  les  machines  qui  sont  bien 
construites  et  où  elles  ne  sont  pas  trop  multipliées;  en  un 
mot  Ja  quantité  de  travail  absorbée  par  les  résistances  passives 
inhérentes  à  ces  pièces  est  ordinairement  une  fraction  assez 
faible  de  celle  qu'elles  reçoivent  du  récepteur.  Il  n'en  est  pas 
ainsi  des  pertes  de  travail  qui  ont  lieu  sur  le  récepteur  et  sur 
l'outil;  elles  forment,  comme  nous  le  verrons,  presque  tou^ 
jours  un'e  fraction  considérable  de  la  valeur  absolue  et  mé- 
canique du  moteur.  C'est  pourquoi,  dans  la  question  de  l'éta- 
blissement d'une  machine,  ce  qui  importe  le  plus,  c'est  le 
choix  de  ces  deux  pièces  extrêmes  ;  et,  comme  le  genre  du 
travail  est  toujours  déterminé,  on  procède  d'abord  au  choix 
de  l'opérateur. 

42.  Choix  de  l'opérateur  et  du  récepteur.  —  L'opérateur 
ei  le  récepteur  devant  être  considérés  comme  de  véritables 
machines  soumises  à  une  puissance  et  à  des  résistances,  tout 


uns  opération  préalable  :  machines  hydrauliques,  moulins  à  yent,  etc.;  dans 
d'autres,  il  est  néce^^ire  de  constituer  le  moteur.  Cette  opération  préliminaire 
se  fait  dans  des  appareils  nommés  générateurs;  telles  sont  les  chaudières,  dans 
le  cas  où  le  moteur  est  la  Yapeur  d'eau. 

Les  transmissions  de  mouvement  se  composent  des  organes,  ordinairement  à 
rotation  continue  (arbres,  roues,  poulies),  qui,  prenant  le  mouvement ,  sur 
l'arbre  de  la  machine  motrice,  le  transportent  dans  toute  l'usine,  pour  le  com^ 
nmniquer  finalement,  avec  la  vitesse  et  le  sens  voulus,  aux  machines  outils; 
elles  comprennent  en  outre  les  pièces  fixes  qui  servent  de  guide  ou  de  support 
>DX  pièces  mobiles  (consoles,  chaises,  paliers,  coussinets),  ainsi  que  les  dispo- 
iitifs  nécessaires  pour  interrompre  ou  rétablir  le  mouvement  sur  certains  points 
(embrayages).  Souvent,  par  suite  de  nécessités  locales,  on  est  obligé  d'établir 
des  transmissions  intermédiaires  y  des  renvois  ^  entre  la  machine  outil  et  la  trans- 
mission principale,  qui  prend  le  mouvement  sur  l'arbre  de  la  machine  motrice, 
\a  machine  outil  est  composée  de  Voutil  proprement  dit,  c'est-à-dire  de  la 
pièce  qui  agit  directement  sur  la  matière,  pour  lui  faire  subir  l'opération 
Toulue,  des  organes  nécessaires  pour  transformer  le  mouvement  de  l'outil  en 
noavement  de  rotation  continue,  ainsi  que  des  dispositifs  destinés  à  présenter 
U  matière  à  l'action  de  l'outil  et  à  régler  cette  action.  Toutes  ces  pièces  sont 

4- 
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ce  que  nous  avons  dit  des  machines  en  général  leur  est  immé- 
diatement applicable  ;  afnsi,  en  mettant  de  côté  le  prix  même 
de  ces  agents^  qui  doit  rarement  être  pris  en  considération, 
attendu  qu'il  est  toujours  une  assez  petite  fraction  de  celui 
du  travail  moteur  considéré  pendant  un  temps  suffisamment 
long,  on  pourra,  à  l'avance,  fixer  les  conditions  essentielles 
de  leur  établissement  et  motiver,  à  défaut  d'expériences  di- 
rectes, le  choix  qu'on  doit  en  faire,  la  préférence  qu'on  doit 
accorder  aux  uns  sur  les  autres.  Par  exemple,  nous  avons 
déjà  fait  remarquer  que  le  meilleur  opérateur  et  le  meilleur 
récepteur  sont  ceux  où  la  puissance  et  la  résistance  agissent 
d'une  manière  continue,  uniforme,  sans  secousses'^et  sans 
chocs,  ce  qui  convient  principalement  aux  pièces  à  mouve- 
ment de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe;  il  faut  en 
outre,  pour  le  récepteur,  que  toute  la  quantité  de  travail  dont 
est  capable  la  puissance  dans  un  temps  donné  soit  complète- 
ment absorbée,  et,  pour  l'opérateur,  que  le  déchet  de  la  ma- 
tière soit  le  moindre  possible,  que  le  produit  ait  le  degré  de 
perfection  désirable,  etc. 
Si  l'opérateur  et  le  récepteur  n'étaient  soumis  à  aucune  ré- 


ordinairement  réunies  sur  un  même  bâtis,  de  manière  a  former  un  ensemble 
qui  peut  être  déplacé  suivant  les  besoins. 

Les  divers  organes  des  machines  motrices  et  des  machines  outils  ont  des  di- 
mensions telles,  qu'ils  ne  subissent,  pendant  la  marche,  aucune  déformation 
appréciable;  cette  condition  est,  le  plus  souvent,  indispensable  pour  assurer  le 
jeu  régulier  de  toutes  les  pièces,  dont  le  fonctionnement  doit  se  faire  rigou- 
reusement pour  des  positions  déterminées  du  récepteur  ou  de  l'outil.  Les 
théories  exposées  dans  le  texte  s'appliquent  donc  au  mouvement  propre  et  con* 
sidéré  isolément,  soit  des  machines  motrices,  soit  des  machines  outils,  en  sorte 
que  l'on  peut  déterminer,  par  la  théorie  ou  par  l'expérience,  les  limites  de  vi- 
tesse et  d'accélération  (note  du  n*'  35)  relatives  au  mouvement  de  chaque  arbre, 
pour  assurer  le  bon  fonctionnement  de  la  machine  correspondante.  Mais,  si 
l'on  veut  étudier  le  mouvement  d'ensemble  des  diverses  parties  d'une  instal- 
lation mécanique,  et  avoir  égard  aux  véritables  conditions  du  fonctionnement 
d'un  système  de  machines  qui  réagissent  les  unes  sur  les  autres,  il  devient 
nécessaire  de  tenir  compte  des  déformations  des  organes  de  transmission;  la 
torsion  des  arbres  qui  ont  généralement  une  assez  grande  longueur,  la  flexion 
des  bras  des  roues,  l'allongement  des  courroies  modifient,  à  chaque  instant,  la 
situation  relative  des  parties  constituantes  et,  par  suite,  la  corrélation  entre  le 
fonctionnement  des  diverses  machines.  (K.) 
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sistance^  il  résulterait  des  conditions  précédentes  qu'ils  uti- 
liseraient, de  la  manière  la  plus  convenable,  toute  la  quantité 
d'action  dépensée  par  la  force  motrice  qui  leur  estappliquée> 
ou  qu'ils  produiraient  le  maximum  d'effet  absolu;  mais  il  n'en 
est  jamais  ainsi  dans  la  pratique;  fort  souvent  même,  comme 
on  l'a  déjà  expliqué  (Si),  on  se  voit  obligé  de  renoncer  aux 
conditions  de  l'uniformité  du  mouvement,  etc.;  d'où  il  suit 
que,  ne  pouvant  faire  produire  à  l'opérateur  et  au  récepteur  le 
maximum  d'effet  absolu^  on  se  borne  à  rendre  son  travail 
utile  un  maximum  relatif.  Il  faut,  en  effet,  se  rappeler  (^6) 
que,  quelle  que  soit  la  constitution  d'un  pareil  agent,  ses  di- 
mensions, sa  forme,  sa  vitesse  (  ')  exercent  une  influenqp  no- 


(')  Détermination  de  la  ifitesse  de  règle  et  conditions  de  régularité  des  ma- 
chines industrielles,  —  n  n'est  pas  possible,  en  général,  de  déterminer,  par  la 
théorie  seule,  la  'vitesse  normale  ou  vitesse  de  règle  à  laquelle  il  couTient  de  faire 
fonctionner  les  machines.  Si  Ton  n'a  égard  qu'aux  frais  d'installation  première, 
desarreillance,  d'emplacements  nécessaires  pour  produire  une  quantité  donnée 
d'ouvrage  par  jour,  on  doit  évidemment  adopter  la  vitesse  qui  permet,  avec  une 
machine  donnée,  d'obtenir  le  maximum  de  travail  par  unité  de  temps  ;  si,  au  con- 
traire, on  se  préoccupe  de  l'importance  des  résistances  passives,  des  frais  d'en- 
tretien et  de  réparation  résultant  de  la  détérioration  des  organes  qui  augmente 
rapidement  avec  la  vitesse,  on  est  conduit  à  adopter  une  marche  lente.  Enfin, 
si  l'on  envisage  la  question  au  point  de  vue  du  rendement,  on   reconnaît  que, 
dans  certains  cas  où  le  moteur  possède  une  vitesse  déterminée,  il  existe  une 
TitMge  du  récepteur  qui  conduit  à  la  meilleure  utilisation  du  moteur,  mais  que, 
leplas  généralement,  le  rendement  absolu  est  d'autant  meilleur  que  la  vitesse 
da  récepteur  est  plus  faible.  Dans  chaque  cas,  la  vitesse  de  règle  de  la  machine 
motrice  et  des  machines  outils  doit  donc  être  déterminée  d'après  l'importance 
relative  de  ces  divers  genres  de  considérations  ;  lorsque  cette  vitesse  est  fixée, 
on  peut  calculer  les  dimensions  à  donner  aux  volants,  pour  atténuer,  dans  les 
proportions  voulues,  les  effets  des  variations  périodiques;  mais,  par  suite  des 
variations  accidentelles  inévitables  dans  toute  usine,  les  vitesses  moyennes  des 
divers  arbres  sont  modifiées  plus  ou  moins  brusquement.  II  résulte,  de  la  ma- 
nière même  dont  la  vitesse  de  règle  est  déterminée,  qu'on  peut,  sans  grand 
ineonTénient,  faire  fonctionner  une  machine  à  des  vitesses  différentes  de  celle- 
dl,  et  les  écarts  qu'on  peut  admettre  dépendent  du  choix  même  de  la  vitesse 
Mrmale;  une  marche  plus  rapide  augmente  le  travail  fourni  par  unité  de 
«nqw,  mais  diminue  ordinairement  le  rendement  et  met  les  organes  dans  de 
plus  mauvaises  conditions.  Une  marche  plus  lente  améliore  en  général  le  fonc- 
tkmnement,  et  l'écart  admissible  dépend  surtout  de  la  diminution  que  peut 
éprouver,  sans  inconvénient,  le  travail  fourni.  On  voit  donc  que,  sauf  des  cas 
exceptionnels,  il  ne  peut  résulter  aucun  inconvénient  sérieux  du  fait  que  la 


54  COURS  DB  MÉGÀlfIQUB 

table  sur  le  travail  transmis;  de  sorte  que,  dans  chaque  cas»  on  « 
doit  faire  la  recherche  des  combinaisons  qui  offrent  le  plus 
d'avantages  réunis.  L'expérience  et  le  calcul  ont  déjà  conduit  à 
quelques  résultats  précieux,  relativement  aux  divers  récep- 
teurs, mais  il  reste  encore  beaucoup  à  faire  pour  les  outils. 

Indications  générales  sur  rétablissement  des  machines. 

43.  Moyens  de  régler  le  travail  de  l'oulil.  —  Si  l'on  connais- 
sait pour  chaque  moteur,  chaque  récepteur  et  chaque  outil 
les  conditions  du  meilleur  effet  et  le  rapport  de  la  quantité  de 
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machine  fonctionne  à  des  vitesses  tantôt  un  peu  plus  grandes,  tantôt  un  peu 
plus  faibles  que  la  vitesse  de  règle;  si,  dans  la  pratique,  on  reconnaît  mauvais 
un  fonctionnement  à  vitesses  variables,  la  cause  principale  doit  être  cherchée, 
non  dans  l'écaft  mèmede^  vitesses,  mais  surtout  dans  la  rapidité  avec  laquelle 
se  font  les  variations. 

On  reconnaît,  d'après  ces  considérations  pratiques,  pour  le  mouvement  moyen 
de  chaque  machine,  la  nécessité,  déjà  indiquée  (note  du  n^*  35)  pour  le  mou- 
vement réel,  de  deux  conditions  de  régularité  fixant.  Tune  l'écart  maximum 
des  vitesses,  l'autre  l'accélération  maxima. 

n  importe  de  remarquer  qu'il  est  d'autant  plus  nécessaire  de  régler,  à  l'aide 
d'un  volant  convenable,  les  accélérations  des  diverses  machines,  que  le  régu- 
lateur, quelque  parfait  qu'il  soit,  ne  peut  avoir  aucune  action  sur  cet  élément, 
au  moment  même  de  la  production  des  perturbations  (note  du  n^  35,  Sec- 
tion 11). 

Lorsque  les  limites  de  vitesse  et  d'accélération  relatives  au  fonctionnement 
propre  de  chaque  machine  constitutive  sont  fixées,  il  faut  déterminer  les  con- 
ditions auxquelles  doit  satisfaire  le  mouvement  pour  que,  malgré  les  liaisons 
des  diverses  machines  entre  elles,  le  fonctionnement  de  chacune  reste  dans  les 
limites  qui  lui  conviennent;  on  reconnaît  ainsi  que,  bien  souveut,  il  est  néces- 
saire de  donner  aux  machines  motrices  un  degré  de  régularité  supérieur  à  celui 
qui  serait  suffisant  pour  en  assurer  le  jeu  normal  ;  qu'il  n'est  pas  indifférent, 
au  point  de  vue  des  accélérations  des  outils,  de  leur  communiquer  une  vitesse 
donnée,  à  l'aide  de  machines  motrices  marchant  plus  ou  moins  vite.  Il  est  à  re- 
marquer que,  dans  ces  questions,  les  déformations  des  organes  de  transmission 
jouent  souvent  un  rôle  très-important;  les  vitesses  et  les  tensions  oscillent  au- 
tour des  valeurs  qu'elles  auraient  si  les  pièces  étaient  rigides,  ce  qui  augmente 
l'amplitude  des  variations.  Mais,  dès  qu'un  régime  uniforme  est  établi,  les 
choses  se  passent  très-sensiblement  comme  si  les  pièces  étaient  de  forme  in- 
variable, sous  leurs  tensions  moyennes;  en  sorte  que  les  limites  de  régularité 
peuvent  être  établies  dans  cette  hypothèse,  à  la  condition  toutefois  que,  par 
une  étude  faite  à  posteriori  on  prenne  les  mesures  nécessaires  pour  limiter  les 
oscillations  provenant  de  l'élasticité  des  liens  {voir  la  note  du  n®  46,  Sec- 
tion II).  (K.) 
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travail  transmise  à  la  quantité  de  travail  absolue,  en  combi- 
nant ces  données  avec  celles  qui  sont  étrangères  à  la  Méca- 
nique, on  serait  en  état  de  choisir  le  récepteur  et  l'opérateur, 
qui,  dans  chaque  cas  particulier  et  pour  chaque  localité,  sont 
le  plus  avantageux  possible,  et  rétablissement  des  machines 
ne  souffrirait  plus  dès  lors  de  grandes  difficultés;  car  la  vi- 
tesse, la  forme  et  les  dimensions  relatives  que  doivent  rece- 
voir cette  première  et  cette  dernière  pièce  étant  réglées,  le 
ciioix  des  pièces  intermédiaires,  leurs  rapports  de  grandeur, 
de  position  et  de  mouvement  seraient  presque  entièrement 
exempts  d'arbitraire,  puisqu'on  aurait,  pour  se  diriger,  les 
préceptes  généraux  qui  précèdent  et  les  tableaux  des  diverses 
transformations  de  mouvement. 

Il  resterait  ensuite  à  régulariser  l'action  du  moteur  et  de  la 
résistance  utile,  c'est-à-dire  à  en  proportionner  les  effets  ou 
le  travail,  de  manière  (ïO)  à  assurer  la  permanence  du  mou- 
vement et  son  uniformité,  s'il  est  possible. 

II  faut  supposer  que  la  quantité  de  matière  à  confectionner 
ou  d'ouvrage  quelconque  à.  produire  dans  un  temps  donné 
soit  connue,  ainsi  que  le  nombre  des  révolutions  de  la  ma- 
chine, et  qu'il  s'agisse  de  régler  en  conséquenc^la  marche 
des  opérations  et  le  travail  du  moteur.  La  condition  la  plus 
essentielle  à  remplir,  c'est  de  disposer  les  choses  de  façon  que 
des  quantités  égales  de  matière  soient  présentées  à  l'action  de 
i'outil  ou  de  l'opérateur  (' ),  sinon  à  chaque  Instant  et  d'une 
manière  continue,  ce  qui  ne  convient  qu'aux  outils  de  rota- 
tion, du  moins  à  chacune  de  ses  diverses  révolutions,  de  sorte 
qu'il  y  ait  le  moins  d'intervalle  possible  entre  les  charge- 
ments et  le  moins  de  temps  perdu.  Il  en  résultera,  en  effet, 
que,  si  l'on  applique  à  l'opérateur  une  puissance  capable  de 


(*)  Des  distributeurs  de  la  matière.  —  Les  dispositifs  qui  sont  employés  pour 
présenter  à  raction  de  l'outil  une  quantité  déterminée  de  matière,  par 
chaque  période  d'action,  portent  le  nom  général  de  distributeurs  de  la  matière, 
U  quantité  de  matière  présentée  à  chaque  action  de  l'outil  varie  avec  la 
course,  la  position  ou  le  degré  d'ouverture  des  distributeurs;  ces  éléments 
peuvent  être  modifiés  soit  à  la  main,  soit  par  le  jeu  d'appareils  spéciaux  reliés 
à  la  machine.  (K.) 
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vaincre  toutes  les  résistances  qui  y  sont  attachées,  elle  devra 
développer  des  quantités  de  travail  égales,  sinon  à  chaque 
instant,  du  moins  à  chaque  révolution,  de  sorte  que  les  varia* 
tions  de  la  vitesse  demeureront  elles-mêmes  comprises  entre 
des  limites  resserrées  et  fixes. 

4 

Ces  cqnditions  sont  ordinairement  remplies  dans  toutes  les 
bonnes  machines,  soit  par  les  agents  préposés  à  la  surveillance 
et  à  la  direction  du  travail,  soit  au  mo^en  de  dispositions  par- 
ticulières inhérentes  à  l'opérateur  lui-même,  et  qui  font  varier 
la  quantité  de  matière  qui  lui  est  soumise  proportionnelle- 
ment à  la  vitesse  ou  à  Ténergie  du  moteur  :  le  babillard  des 
moulins  à  farine,  le  pied-^e-^biche  des  scieries  à  bois,  etc., 
sont  de  véritables  régulateurs  de  ce  genre. 

W.  Moyens  de  régler  le  travail  du  moteur.  —  Il  arrive 
pourtant,  quelquefois,  qu'on  ne  peut  ainsi  régulariser  l'action 
de  l'opérateur,  soit  parce  que  les  rechargements  de  matière 
occasionnent  des  interruptions  plus  ou  moins  fréquentes,  plus 
ou  moins  longues,  soit  parce  que  la  résistance  opposée  par 
cette  matière  elle-même  n'est  pas  constante  (^);  mais  alors  il 
faut  au  mû|ns  chercher  à  renfermer  les  inégalités  dans  des 
limites  suffisamment  étroites,  et  de  façon  que  les  quantités 
de  travail  à  dépenser  dans  chaque  unité  de  temps  ne  s'é- 
cartent jamais  par  trop  de  la  valeur  moyenne  déduite  d'un 
certain  nombre  de  révolutions  de  l'opérateur. 

Dans  tous  les  cas  où  il  résulterait  de  cette  inégalité  d'action 
des  inconvénients  graves  pour  la  machine,  on  a  recours, 
comme  nous  l'avons  vu  (39),  à  l'emploi  d'un  volant,  qu'on 
place  le  plus  près  possible  de  l'opérateur,  et  qui,  par  son 
inertie,  sert  à  maintenir  l'uniformité  du  mouremeni  de  Taxe 
auquel  il  est  appliqué,  pourvu  que  la  puissance  qui  agit  tan- 


(')  Des  séparateurs,  —  Il  est  souvent  impossible,  par  suite  du  défaut  d'ho- 
mogénéité de  la  matière  soumise  à  l'opération,  de  maintenir  constante  la  résis- 
tance opposée  au  mouvement  de  l'outil,  lors  même  que  la  machine  est  munie 
de  distributeurs  fonctionnant  convenablement.  Quelquefois,  pourtant,  le  résul- 
tat peut  être  obtenu  d'une  manière  suffisante,  par  le  passage  préalable  de  la 
matière  dans  des  appareils  trieurs  ou  séparateurs^  tels  que  les  tamis.  (K.) 
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genllellement,  par  hypothèse  (Si  et  35 ),  à  la  circonférence  de 

la  roue  motrice  montée  sur  cet  axe,  développe  contre  elle  et 
dans  chaque  unité  de  temps  des  quantités  de  travail  égales  à 
la  moyenne  dont  il  vient  d'être  parlé  ci-dessus,  moyenne  qui 
doit  être  censée  donnée  par  le  calcul  ou  Texpérience,  ainsi 
que  la  vitesse,  sensiblement  constante,  du  point  d'application 
de  la  force  motrice.  Divisant,  donc  cette  quantité  de  travail  par 
celle  vitesse,  c'est-à-dire  par  le  chemin  que  décrit  uniformé- 
ment le  point  dont  il  s'agit,  on  aura  aussi  (9)  la  valeur  moyenne 
de  Teffôrt  que  doit  exercer  la  puissance  pour  vaincre  toutes 
les  résistances  qui  lui  sont  opposées,  valeur  qui,  générale- 
ment, s'écartera  peu  de  la  véritable  et  qu'on  pourra,  sans 
erreur  sensible,  lui  substituer  dans  tous  les  calculs  relatifs  à 
l'appréciation  des  effets  de  la  machine. 

Maintenant  si  l'on  considère,  les  unes  après  les  autres,  les 
différentes  pièces  interposées  entre  le  récepteur  et  l'opéra- 
teur, pièces  qui,  par  hypothèse,  sont  toutes  douées  d'un  mou- 
vement de  rotation  sensiblement  uniforme  et  où  l'influence 
de  l'inertie  peut  être  négligée,  de  sorte  que  les  puissances  et 
les  résistances  y  sont  constamment  en  équilibre  (29),  si  Ton 
considère,  dis-je,  les  unes  après  les  autres,  ces  pièces  ou  ma- 
chines simples,  il  deviendra  facile  de  calculer  de  proche  en 
proche,  et  par  les  théories  que  nous  ferons  connaître,  les 
intensités  moyennes  des  forces  dont  il  s'agit  et,  par  suite,  la 
quantité  de  travail  qui  devra  être  fournie  au  récepteur  dans 
chaque  révolution  ou  chaque  unité  de  temps,  pour  vaincre 
à  la  fois  toutes  les  résistances  unies,  et  en  supposant  qu'on 
ait  assuré  convenablement  la  constance  de  son  mouvement  au 
moyen  d'un  nouveau  volant,  si  cela  est  nécessaire  (4-0). 

Ainsi  flnalement,  puisque  la  théorie  des  récepteurs  et  des 
moteurs  est  censée  faite,  on  pourra  déterminer,  à  son  tour,  la 
quantité  de  travail  absolue  que  devra  dépenser  ce  dernier  dans 
l'unité  de  temps  ou  dans  chaque  révolution  de  la  machine,  et 
il  ne  s'agira  plus  que  de  régler  en  conséquence  son  intensité 
d'action,  ce  qui  se  fera  par  des  moyens  analogues  à  ceux  qui 
servent  à  régler  le  travail  même  de  l'opérateur  :  par  exemple, 
60  levant  convenablement  la  vanne  qui  donne  l'eau  à  la  roue 
Mraulique,  le  robinet  qui  fournit  la  vapeur  aux  cylindres  des 
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machines  à  Teu,  etc.  (  '  ].  Ces  opérations  sont  encore  ici  exécutées 
par  les  hommes  chargés  du-  soin  de  la  machine,  et  quelquefois 
on  emploie  des  dispositions  particulières  pour  que  l'intensité 
de  la  force  motrice  suive  naturellement  les  variations  de  la 
résistance  et  maintienne  la  constance  du  mouvement  :  tel  est 
plus  particulièrement  le  pendule  conique  ou  régulateur  à  force 
centrifuge,  dont  nous  donnerons  la  théorie  dans  la  section 
suivante. 

Conditions  pratiques  de  rétablissement  des  machines. 

45.  Manière  de  régler  une  machine  construite.  —  On  voit 
par  cette  discussion  que,  lorsque  la  quantité  de  travail  à  ap- 
pliquer à  Toutil  est  donnée,  on  peut  déterminer  la  force  ab- 
solue qui  convient  au  moteur  et  la  régler  convenablement; 
mais  cette  recherche  n'est  utile  que  pour  le  projet  même 
d'établissement  de  la  machine,  car,  quand  il  s'agit  de  la  faire 
marcher  et  qu'elle  est  toute  construite,  on  peut,  par  un  tâ- 
tonnement facile,  régler  son  travail  et  sa  vitesse  en  faisant 
varier  la  résistance  utile  ou  Tintensité  de  la  force  motrice  par 
les  moyens  indiqués.  D'ailleurs  si,  à  l'inverse,  la  quantité  de 
travail  absolue  que  peut  fournir  le  moteur  dans  l'unité  de 
temps  était  donnée,  on  s'y  prendrait  d'une  manière  absolu- 
ment analogue  pour  déterminer,  de  proche  en  proche,  la 
quantité  de  matière  que  peut  et  doit  confectionner  l'outil. 

Là  solution  du  problème  de  rétablissement  des  machines, 
que  nous  venons  d'esquisser  à  la  hâte,  n'est,  comme  on  voit, 
qu'approchée;  mais  elle  serait  impossible  par  toute  autre  voie, 
attendu  la  multitude  des  indéterminées  dont  elle  dépend; 
elle  est  suffisamment  exacte  pour  fa  pratique,  où  l'on  ne  sau- 
rait jamais  prétendre  à  la  rigueur  mathématique  et  où  ap- 


(*  )  Des  distributeurs  du  moteur.  —  Ces  dispositifs  (vanne,  robinet,  liroir,  etc.), 
dont  le  rôle  est  analogue  h  celui  des  distributeurs  de  la  matière,  portent  le 
nom  de  distributeurs  du  moteur.  On  appelle  généralement  régulateurs  les  appa^ 
reils  spéciaux  mus  par  la  machine  même  qui  assurent,  à  chaque  instant,  la  po- 
sition, le  degré  d'ouverture  convenable  des  distributeurs.  Le  plus  ordinairement 
les  régulateurs  agissent  sur  les  distributeurs  du  moteur  ;  mais,  dans  certains  cas, 
on  peut,  avec  avantage,  régler  de  la  même  manière  le  travail  résistant.  (K.) 
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procher,  même  d'une  manière  grossière,  par  exemple  à  {  ou 
à  7 près,  du  résultat  le  plus  avantageux,  c'est  avoir  atteint 
an  degré  de  perfection  aussi  précieux  qu'il  est  rare*  Il  n'ar- 
rire  malheureusement ^ue  trop  souvent,  en  effet,  que  l'igno* 
rance  des  constructeurs  de  machines,  si  elle  ne  leur  fait  pas 
tout  à  fait  manquer  le  but,  les  en  éloigne  de  telle  façon  que 
l'effet  utile  obtenu  n'est  pas  le  j  et  quelquefois  même  le  tV  de 
celui  qu'on  aurait  pu  espérer  d'une  meilleure  disposition.  Au 
surplus,  si  nous  insistons  sur  ce  sujet,  c'est  pour  faire  sentir 
la  difficulté  et  l'inutilité,  quant  à  présent,  d'une  solution  ri- 
goureuse du  problème  des  machines;  c'est  pour  éviter  aux 
élèves  l'idée  de  tentatives  qui  souvent  seraient  sans  succès,  et 
pour  leur  faire  apprécier,  d'une  autre  part,  le  mérite  réel  des 
connaissances  basées  sur  les  données  certaines  de  la  Méca- 
nique et  de  l'expérience;  c'est  enfin  pour  les  mettre  à  même 
d'entrevoir  à  l'avance  la  nature  des  ressources  que  l'on  peut 
espérer  en  obtenir  dans  chaque  cas. 

46.  Objet  et  avantages  réeh  des  machines.  —  On  voit  aussi, 
par  tout  ce  qui  a  été  dit  jusqu'à  présent  des  machines,  qu'il 
ne  peut  être  question  de  leur  faire  produire  les  effets  mer- 
veilleux qu'en  attendent  parfois  des  artistes  peu  instruits  des 
lois  de  la  Mécanique  et  dominés  par  leur  imagination.  Sou- 
mises, comme  elles  le  sont,  d'après  leur  constitution  néces- 
saire, à  une  foule  de  résistances  passives,  elles  ne  peuvent 
que  transmettre  avec  perte  le  travail  qu'on  leur  confie  (•), 
et  cela  à  tel  point,  qu'on  estime  comme  excellentes,  sous  ce 
rapport,  celles  qui  rendent  en  effet  utiles  les  o,5o  ou  les  0,60 
delà  quantité  d'action  absolue  dépensée  par  le  moteur;  il  en 
existe  effectivement,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  observé  ci- 
dessus,  un  grand  nombre  qui,  grâce  à  la  multiplicité  ridicule 


(*)  Du  travail  et  de  la  dépense  correspondante,  —  Ha  été  établi  (n®  19  et 
suTints)  que,  lorsqu'on  exécute,  à  Taide  de  machines,  un  ouvrage  déter- 
i&iné,  le  moteur  développe,  pendant  la  marche  normale,  un  travail  égal  au  tra- 
^  utile  augmenté  de  tous  les  travaux  perdus  ou  inutilement  dépensés,  soit 
Pif  les  pertes  du  côté  du  moteur,  avant,  pendant  ou  après  son  action  sur 
le  récepteur,  soit  par  suite  des  chocs,  des  résistances  passives  de  tout  genre. 
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ei  à  la  Tausse  combiDaisoD  de  leurs  rouages,  rendenL  à  peine 
le  ri  ou  même  le  ^r  '^^  celte  quaniUé  d'aciion, 

L'avantage  des  machines  consiste  esseoiiellement  dans  la  pro- 
priélé,  bien  autrement  précieuse  que  celle  de  multiplier  sim- 
plement la  puissance  du  moteur,  de  modifier  cette  puissance 
selon  les  difîéi'ents  besoins  des  arts  el  suivant  des  lois  telles, 
qu'elle  devienne  applicable  à  un  genre  de  travail  auquel  elle  ne 
pouvait  l'être  dans  son  étal  primitif.  C'est  ainsi  que,  par  leur 
secours,  on  est  parvenu  à  remplacer  l'adresse  el  l'intelligence 
de  l'homme  par  la  force  purement  physique  des  animaux  et 
autres  agents  naturels  qui,  êtani  beaucoup  moins  ciière,  four- 
nil l'unité  de  travail  à  un  prix  moins  élevé.  Souvent  même 
l'usage  des  machines  et  des  outils  procure  des  produits  plus^ 
beaux,  plus  parfaits,  parce  qu'ils  sont  plus  précis  dans  leur 
l'orme  et  plus  réguliers.  C'est  encore  ainsi  qu'on  parvient  i, 
obtenir  des  moteurs  qu'ils  impriment  aux  corps  des  vitesses 
plus  grandes  que  celles  qu'ils  possèdent  ou  peuvent  prendre' 
par  eux-mêmes,  et  qu'ils  soulèvent  des  fardeaux  dont  le  poids 
excède  l'efforl  absolu  dont  ils  sonl  capables,  circonstances  qui 
lienneni  simplement  à  ce  que  la  masse  des  corps,  dans  le  pre- 
mier cas,  el  leur  vitesse,  dans  le  second,  sont  fort  petiles,  de 
sorte  que  les  forces  vives  ou  les  quanlilés  de  travail  corres- 
pondantes ont  en  elles-mêmes  des  valeurs  assez  faibles  el  qui 

Boil  «nfln  par  des  opérationi  complétemenl  inutiles  nu  but  I 

Toute  production  de  travail  moteur  implique  une  consemm 

d'nutaiit  la  cguiintité  de  IraTail  que  le  moteur  peut  encore  fi — , , 

sommation  te  traduit,  pour  l'industriel,  par  une  dépense  en  argent.  Le  traTM'j 

moteur  dÉToloppé  pour  eiéeutar  un  onvraBe  est  donc  la  mesure  de  lu  dépei 

nécessaire  a  cet  effet;  le  travail  utile,  ou  bien  le  travail  mob 

faire  agir,  est  la  mesure  de  la  dépense  strictement  et  ahsolume 

Taire  un  ouvrage  défini   et  ae  faire  que  lui.  C'est  pour  cette 

adopté,  eu  Mécanique,  colle  dênomiDatioii  do  travail  qui,  dans  tout  De  qui 

précède,  désigne   le  produit   d'une  force  par  une  longueur.   Dans  le  langage 

ordinaire,  un  travail  est  mesuré  par  la  fatigue  physique  ou  morale  qu'il 

sionne.  En  Mécanique,  la  notion  de  travail  fait  absiracliou  de  la  diftlculté  df* 

l'opération,  du  l'adresse,  de  l'intelligence  qu'elle  eiige;  ce  ii'< 

k>B  cas  où  ces  considcratinna  ont  peu  d'importance  et  peuvent  être  négligée!, 

tels  que  les  élévationB  de  fardeaux  ordinaires,  que  le  travail   mécanique  peut 

être  considère  comme  une  mesure  de  l'ouvrage,  telle  que  li 
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sont  en  rapport  avec  les  quantités  de  travail  développées  par 
les  moteurs.  Enfin  l'emploi  d'une  machine  peut  servir  quel- 
quefois aussi  à  augmenter  l'effet  utile  dont  serait  capable  le 
moteur,  s'il  agissait  immédiatement  sur  la  résistance,  ce  qui 
ne  contrarie  en  rien  ce  qu'on  vient  de  dire,  attendu  que  l'aug- 
mentation de  l'effet  résulte  uniquement  alors  d'un  emploi 
plus  avantageux  de  la  force  absolue  du  moteur. 

Tels  sont  doQC  les  services  réels  que  les  machines  peuvent 
rendre  à  la  société  et  aux  arts  en  général  ;  mais,  pour  leur  faire 
atteindre  ce  but  important,  il  est  indispensable,  comme  on  l'a 
vu,  de  résoudre  une  foule  de  questions,  même  sous  le  point 
de  vue  purement  mécanique,  dont  les  unes  sont  relatives  au 
travail  des  moteurs,  les  autres  à  la  manière  d'agir  des  outils 
des  divers  opérateurs,  les  autres  enfin  à  l'évaluation  des  ré- 
sistances passives  qui  accompagnent  nécessairement  les  pièces 
destinées  à  transmettre  l'action  et  le  mouvement. 

Nous  nous  occuperons  spécialement,  dans  ce  Cours,  de  l'é- 
tude des  moyens  de  régulariser  l'action  des  forces  sur  les  ma- 
chines, d*assurer  la  transmission  des  vitesses  suivant  des  lois 
déterminées,  et  nous  indiquerons  les  règles  à  suivre  pour 
évaluer  les  résistances  passives  dans  les  cas  ordinaires  de  la 
pratique. 


ordinaire  du  mot.  Ceci  montre  qu'il  ne  faut  pas  chercher  à  établir  une  corré- 
lation trop  intime  entre  le  travail  mécanique  et  le  travail  pris  dans  son  sens 
mlgaire,  sens  mal  défini  et  qui  se   rapporte   plus  spécialement  au   cas  oA^ 
l'homme  est  le  moteur.  *^^ 

Ce  qui  précède  fait  comprendre  aussi  comment  une  force  qui  ne  travaille 
pas  peut  occasionner  une  dépense;  le  travail  utile  peut  être  nul  sans  qu'il  en 
soit  ainsi  des  travaux  résistants  nuisibles,  et  par  suite  du  travail  moteur  néces- 
saire pour  développer  un  effort  statique.  Dans  un  essai  au  frein  de  machines, 
un  poids  suspendu  à  l'extrémité  d'un  levier  est  maintenu  immobile;  il  n'y  a 
production  d'aucun  travail  utile,  et  le  moteur  fait  exactement  la  même  dépense 
que  s'il  faisait  marcher  toute  l'usine;  la  dépense  est  entièrement  absorbée  par 
le  travail  des  frottements  intérieurs  qui,  il  est  vrai,  restitue  de  la  chaleur,  mais 
dont  le  résultat  extérieur  apparent  est  uniquement  de  maintenir  un  poids  à  la 
même  hauteur.  Cet  exemple  fait  comprendre  comment  un  homme  se  fatigue, 
rien  qu'en  développant  des  efforts,  en  soutenant  des  fardeaux,  ou  en  les  trans- 
portant horizontalement,  sans  faire  aucun  travail  utile  au  point  de  vue  méca- 
nique. (K.) 


DEUXIÈME  SECTION. 


DES  PRINCIPAUX  MOYENS  DE  RÉGULARISER  L'ACTION  DES  FORCES 
SUR  LE$  MACHINES  ET  DE  TRANSMETTRE  LES  VITESSES  DANS  DES 
RAPPORTS  DÉTERMINÉS. 


OBJET   DE   CETTE   SECTION. 

.  Nous  avons  indiqué  dans  la  Section  précédente  (31  à  41) 
les  causes  qui  rendent  Irrégulier  le  mouvement  des  ma- 
chines et  les  principaux  moyens  dont  on  doit  se  servir  pour 
en  corriger  l'influence,  le  plus  qu'il  est  possible;  il  ne  s'agit 
pas  de  revenir  sur  ces  généralités,  mais  de  présenter  quelques 
exemples  particuliers,  quelques  applications  qui  se  repro- 
duisent fréquemment  dans  l'établissement  des  machines.  Nous 
traiterons  ainsi  succinctement  des  modérateurs,  des  régula- 
teurs, des  manivelles  simples  ou  multiples,  des  volants,  des 
engrenages  et  des  autres  moyens  employés  pour  transmettre 
les  vitesses  dans  des  rapports  déterminés. 

I.  —    Des  MODÉRATEURS. 

Des  divers  genres  de  modérateurs. 

1.  Objet  spécial  des  modérateurs.  —  Leur  objet  est  de  s'op- 
poser à  toute  accélération  de  vitesse,  qui  pourrait  être  nui- 
sible à  Teffet  de  la  machine,  ou  en  elle-même  dangereuse  :  les 
freins,  en  général,  dont  on  se  sert  pour  presser  les  roues  en 
mouvement  et  augmenter  plus  ou  moins  le  frottement,  les 
parachutes,  les  volants  à  ailettes,  qui,  frappant  l'air,  occa- 
sionnent une  résistance  qui  croit  rapidement  avec  la  vitesse 
de  leur  axe,  appartiennent  spécialement  à  la  classe  des  modé- 
rateurs. Comme  ils  permettent  uniquement  de  faire  varier  les 
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résistances  passives  de  la  machine,  ils  absorbent  en  pure  perte 
une  grande  portion  du  travail  moteur;  on  ne  doit  donc  en 
faire  usage  que  quand  il  est  impossible  de  régulariser  l'action 
motrice  elle-même,  ou  celle  de  la  résistance  utile,  ce  qui  se 
réduit  à  peu  près  au  seul  cas  où  la  machine  contient  des  poids 
dont  l'action  ne  peut  être  mise  constamment  en  équilibre 
par  les  résistances  inhérentes  à  la  machine.  Les  freins  ser- 
vent aussi  dans  tous  les  cas  où  il  est  indispensable  d'éteindre 
brusquement  la  force  vive  possédée  par  les  pièces  d'une  ma- 
chine; quant  aux  volants  à  ailettes,  il  arrive  souvent  qu'ils 
ont  uniquement  pour  objet  d'obtenir  un  mouvement  rigou- 
reusement uniforme.  Enfin  les  soupapes  de  sûreté  qui 
servent  à  laisser  échapper  l'eau  des  presses  hydrauliques, 
la  vapeur  des  chaudières,  quand  la  tension  y  atteint  une  cei^ 
taine  limite,  les  déversoirs  ou  orifices  servant  à  maintenir  au- 
dessous  d'une  certaine  hauteur  le  niveau  des  bassins  d'eau 
qui  alimentent  les  machines  hydrauliques,  etc.,  doivent  être 
également  rapportés  à  la  classe  des  modérateurs. 

Des  freins. 

2.  Des  freins  employés  dans  les  voitures.  —  Lorsque,  à  la 
descente  des  côtes,  on  enraye  les  roues  d'une  voiture  au 
moyen  de  la  chaîne  ou  du  sabot,  on  change  le  frottement  de 
roulement  de  ces  roues  en  un  frottement  de  glissement,  qui, 
comme  on  sait,  est  beaucoup  plus  rude.  Un  pareil  dispositif 
est  un  frein  véritable;  mais,  attendu  que  l'accroissement  d'in- 
tensité du  frottement  est  ici  uniquement  relatif  au  poids  delà 
charge  placée  sur  la  voiture,  on  ne  peut  le  faire  varier  à  vo- 
lonté selon  l'inclinaison  de  la  pente  des  routes;  c'est  pourquoi 
M.  Molard,  ancien  directeur  du  Conservatoire  des  Arts  et  Mé- 
tiers, a  rendu  un  très-grand  service  aux  voituriers,  en  substi- 
tuant aux  chaînes  et  aux  sabots  d'enrayage  un  frein  dont  l'ac- 
tion peut  être  réglée  suivant  les  besoins. 

Cet  appareil,  dont  l'emploi  s'est  rapidement  répandu,  avec 
peu  de  modifiéauons,  consiste  (fig.  i)  dans  une  traverse  ho- 
rizontale terminée  à  ses  extrémités  par  des  pièces  armées  de 
plaques  de  fer  embrassant  une  portion  des  bandes  des  roues 
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de  derrière  de  la  voilure,  contre  lesquelles  on  les  force  à  s'ap- 
puyer, plus  ou  moins  fortement,  au  moyen  d'une  vis  de  pres- 
sion manœuvrée  par  un  bras  de  manivelle.  Il  résulte  en  outre 
de  ce  dispositif  l'avaniage  très-grand  que  l'on  n'est  nullement 
obligé  d'arrêter  les  voitures  pour  enrayer,  comme  cela  se  pra- 
tiquait auirefois.  La  disposition  représentée  sur  la^g-.  i  exige 
que  le  conducteur  descende  de  sa  voilure  chaque  fois  qu'il 
doit  serrer  le  frein;  on  évite  cet  inconvénient  par  l'emploi 
d'un  mécanisme  de  leviers  et  de  vis  qui  permet  d'opérer  la 
manœuvre  du  haut  du  siège. 


Cest  par  un  dispositif  analogue  que  les  conducteurs  de 
mgons,  surles  chemins  de  fer,  s'opposent  à  l'accélération  de 
mouvement  dans  les  descentes  ou  provoquent  l'arrêt  complet 
du  train. 

3,  Des  freins  employés  dans  les  moulins  à  vent.  —  On 
se  sert  de  dispositifs  analogues  dans  la  plupart  des  moulins 
i  vent  :  on  enveloppe  le  contour  extérieur  d'une  grande 
roue  en  bois,  montée  sur  l'arbre  incliné  du  volant,  d'une 
bande  de  bois  d'orme,  d'environ  o"',07  d'épaisseur,  et  dont  la 
flexibilité  est  augmentée  par  le  moyen  de  traits  de  scie  don- 
nésvers  sa  partie  intérieure;  cette  bande  [fig-  3)  est  retenue 
il'une  de  ses  extrémités,  en  A,  à  un  point  lise,  et  par  l'autre 

5 
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elle  est  liée  au  mouvement  d'un  levier  tournant  autour  d'un 
axe  fi  et  qui  sert  à  la  tirer  avec  une  force  suffisante  pour  Taire 

Kg.  ». 


naître,  le  long  de  la  roue,  un  frottement  capable  de  ralentir 
à  volonté  le  mouvement  de  la  machine,  même  pendant  les 
plus  grands  vents  :  l'emploi  des  bandes  flexibles  est  ici  avan- 
tageux, comme  on  le  verra  (Seclion  III),  pour  faire  croître  le 
frottement  plus  rapidement  que  la  tension  qui  est  exercée  à 
l'une  de  leurs  extrémités. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  cette  disposition  est  principa- 
lement employée  ici  pour  suspendre  toialemeni  le  mouvement 
de  la  machine,  et  donner  au  conducteur  le  moyen  de  replier 
les  ailes  des  volants  el  de  proportionner  ainsi  l'étendue  de  leur 
surface  à  l'action  qu'il  est  nécessaire  de  transmettre  à  la  ré- 
sistance; en  se  servant  du  frein  pour  modérer  d'une  manière 
constante  le  mouvement  pendant  les  grands  vents,  on  fatigue- 
rait beaucoup  la  machine,  on  risquerait  de  mettre  le  feu  à  la 
bande  frottante  et  l'on  serait  astreint  à  une  surveillance  conti- 
nuelle pour  la  manœuvre  du  frein. 

L'objet  des  freins  étant,  en  général,  d'absorber  un  excédant 
de  travail  moteur  ('],  il  convient  de  les  appliquera  des  roues 

(')  Freins  det  appartili  élivatoirei.  —  La  plupart  des  appareils  élrivstoirea 
(ODt  munis  de  freias  destinéi,  soit  à  maintenir  l«s  poids  élevés  k  une  certains 
baoteur,  soit  ï  sa  modérer  la  descente.  Ordjaairemeat  la  roue  est  en  foote  et 
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d'un  grand  rajon  ou  douées  d'une  grande  vitesse,  afin  qu'à 
l'aide  d'une  petite  pression  ou  d'un  frottement  assez  faible, 
ils  soient  susceptibles  d'un  grand  effet. 

Des  volants  à  ailettes. 

h.  Notions  préliminaires.  —  Les  volants  à  ailettes,  tels  que 
ceux  des  tourne-broches  et  des  horloges,  sont  composés  d'un 
arbre  tournant,  auquel  on  adapte  plusieurs  bras  terminés  par 

Fig.  3. 


des  plaques  métalliques  très-minces,  dont  le  plan  est  ordinai- 
rement perpendiculaire*  à  la  direction  du  mouvement;  on 


It  bande  en  acier  non  garni  de  bois  ;  quelquefois  le  serrage  du  frein,  au  lien 
d'être  produit  par  un  mouvement  de  levier,  ainsi  que  l'indique  \^fig»  3t  est  ob- 
tenu parla  manœuvre  d'une  vis  qui  déplace,  le  long  de  son  axe,  un  écrou  guidé 
de  manière  à  ne  pas  tourner  et  auquel  est  reliée  l'extrémité  libre  de  la  lame. 

Lorsque  l'arbre  sur  lequel  est  monté  le  frein  tourne  tantôt  dans  un  sens, 
tantôt  dans  l'autre,  et  que  le  frein  doit  pouvoir  agir  dans  les  deux  cas,  il  est 
«Tantageux  de  ne  pas  fixer  l'extrémité  A;  on  l'articule,  comme  l'autre,  à  un 
petit  bras  faisant  corps  avec  le  levier  et  disposé  normalement  à  la  direction 
rectiligne  de  la  lame. 

Souvent,  pour  éviter  les  accidents,  on  fixe  sur  le  levier  de  manœuvre  un 
contre-poids  suffisant  pour  empocher  le  mouvement  de  l'arbre,  sous  la  charge 
maxima  que  celui-ci  peut  élever.  Quand  le  fardeau  doit  être  mis  en  mouvement 
d'ascension  ou  de  descente,  le  conducteur  est  obligé  de  soulever  le  contre-poids, 
soit  par  action  directe,  soit  par  l'intermédiaire  de  renvois;  dès  qu'il  l'aban- 
donne, volontairement  ou  par  inadvertance,  le  frein  se  trouve  serré  et  la  force 
me  de  la  charge  s'éteint  rapidement.  (K.) 

5. 
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l'incline  quelquefois  plus  ou  moins,  par  rapport  à  Taxe,  afin 
de  diminuer  convenablement  l'intensité  de  la  résistance  du 
milieu.  Le  mouvement  de  Tarbre  du  volant  est  lié  à  celui  de 
la  machine,  au  moyen  de  rouages  {fig>  3)  ou  d'une  vis  sans 
fin,  qui  en  accélère  beaucoup  la  vitesse.  L'avantage  d'un  pa- 
reil dispositif  consiste  principalement  à  amener  le  système 
auquel  il  est  appliqué  à  une  limite  de  vitesse  qu'il  ne  peut 
dépasser  et  qui  devient  sensiblement  uniforme  au  bout  d'un 
petit  nombre  de  révolutions. 

La  théorie  du  volant  à  ailettes  n'offre  par  elle-même  aucune 
difficulté,  sous  le  point  de  vue  mécanique)  mais  nous  devons 
saisir  l'occasion  q-ui  se  présente  de  donner  un  exemple  de  la 
manière  dont  le  mouvement  parvient  plus  ou  moins  rapide- 
ment à  l'uniformité  dans  les  machines  (§  30,  section  I);  d'au- 
tant plus  que  le  volant  à  ailettes  est  souvent  employé  dans  les 
expériences  comme  moyen  de  se  procurer  un  mouvement 
constant  servant  à  déterminer  la  loi  de  la  vitesse  de  certains 
corps. 

5.  Équation  du  mouvement,  —  Nous  choisirons  plus  par- 
ticulièrement, pour  exemple,  le  dispositif  {^g*.  4)  qui  a  servi 
à  Borda  pour  mesurer  la  résistance  que  l'air  oppose  au  mou- 
vement des  corps  animés  de  différentes  vitesses:  P  est  le  poids 
moteur  suspendu  à  l'extrémité  inférieure  d'un  cordon  verti- 
cal ab  enroulé  sur  un  tambour  horizontal  monté  sur  l'arbre  c 
du  volant,  portant  les  ailes  planes  edy  e'd'  de  formes  quel- 
conques, mais  symétriquement  placées  dans  un  plan  passant 
par  l'axe  c*  Attendu  d'ailleurs  que  les  bras  sont  amincis 
dans  le  sens  du  mouvement  et  que  la  vitesse  du  tambour, 
du  cordon  et  du  poids  P  est  très-faible  par  rapport  à  celle 
des  ailes,  nous  négligerons,  comme  on  le  fait  ordinairement, 
la  résistance  qu'ils  éprouvent  de  la  part  de  l'air;  mais  nous 
tiendrons  compte  de  la  variation  de  longueur  des  parties  en- 
roulées ou  déroulées  du  cordon,  ainsi  que  de  leur  inertie, 
qui  peut  exercer  quelque  influence  dans  les  grandes  ma- 
chines. 

Cela  posé,  nommant 

n  la  densité  ou  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  milieu  ; 
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A  la  surface  réunie  des  ailettes  supposées  perpendiculaires  à 
la  direction  du  mouvement; 

Fig.  4. 


R  la  distance  de  leur  centre  à  Taxe; 

r celle  d*un  point  quelconque  au  même  axe; 

R'  le  rayon  du  tambour  mesuré  au  milieu  du  cordon; 

p  le  rayon  des  tourillons  de  Tarbre; 

(ù  la  vitesse  angulaire  de  ce  dernier; 

L  la  longueur  totale  des  parties  enroulées  et  déroulées  du 

cordon  ; 
/celle  de  cette  dernière  partie; 
i  le  poids  de  Tunité  de  longueur  de  ce  cordon; 
P  le  poids  moteur  mesuré  en  kilogrammes; 
p  le  poids  de  tout  le  surplus  du  système^  y  compris  celui  du 

cordon  ; 
gr=9'",8o9  l'accélération  de  la  gravité; 
m  un  élément  matériel  situé  à  la  distance  rde  l'axe, 

la  vitesse  du  centre  des  ailettes  sera  caR,  celle  du  poids  P 
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et  du  cordon  oiR%  enfln  celle  du  point  m  sera  ur;  Taccéléra- 
tion  de  la  vitesse  angulaire  &>  dans  l'élément  dt  du  temps 

étant-—»  mr  -7- sera  la  résistance  occasionnée  par  Tinerlie 
dt  dt 

de  la  molécule  m  à  cette  accélération,  r^m  -7-  le  moment  de 

dt 

cette  résistance  par  rapport  à  Taxe,  et  enfin  -T-2mr'la  somme 

des  moments  semblables  pour  toutes  les  parties  matérielles 
formant  corps  avec  l'arbre.  Quant  au  moment  relatif  à  l'inertie 

du  poids  P  et  du  cordon,  il  sera  évidemment  -R'^  --r:  pour  le 

ôL  -.,,  d(ù  .  , 

premier,  et  —  R'*  -j-  pour  le  second. 

Enfin  l'action  des  ailettes  contre  le  milieu  ambiant  et  du 
frottement  sur  les  tourillons  qui  supportent  l'arbre  du  tam- 
bour donne  lieu  à  des  résistances  qu'il  est  facile  d'évaluer, 
d'après  le  résultat  des  expériences  connues,  sur  lequel  nous 
reviendrons  plus  tard  :  il  nous  suffira  de  dire  ici  que  la  pre- 
mière de  ces  résistances  doit  être  mesurée  par  le  produit 

' 9  dans  lequel  le  coefficient  numérique  y  a  poi 


ur  va- 


'^8 


leur  moyenne  i  ,4^,  pour  des  vitesses  comprises  depuis  les 
plus  faibles  jusqu'à  5o  mètres  environ  par  seconde,  et  que 
la  seconde  est  une  certaine  fraction  /  de  la  somme  des  pres- 
sions supportées  par  les  tourillons  de  l'arbre,  somme  évidem- 

ment  égale  a  P  -t-  p  —  ^^ R'  -7-9  attendu  que  ^^ R'-r- 

g  dt  S  dt 

est  la  mesure  de  l'inertie  du  poids  P  et  de  la  partie  verticale  / 

du  cordon.  On  aura  donc 


P^«)R'=[2w"'^«"'"]^ 


|i„.„.^^[p^,_£±i£)K.ê]. 


en  faisant  attention  que  le  frottement  dont  il  s'agit  a  pour  bras 
de  levier  le  rayon  p  des  tourillons  de  l'arbre. 
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En  posant»  pour  abréger, 


V, 


S  '^       s  ^  '^g 

(P-f-d/)R'-/(P^/>)p  :==(/% 
on  trouve 

'     dt  ' 

6.  Manière  de  tenir  compte  de  la  raideur  du  cordon.  — 

Nous  n'avons  point  tenu  compte,  dans  celte  équation,  de  la 

résistance  que  présente  le  cordon  à  son  déroulement  en  6, 

parce  qu'elle  est  ordinairement  négligeable  ;  mais,  si  le  poids  P 

montait  et  q^ie  le  cordon  s*enroulât,  il  offrirait  une  résistance 

très-comparable,  dans  certains  cas,  à  celle  qui  est  occasionnée 

parle  frottement  des  tourillons;  nommant  alors  /  la  tension 

que  le  cordon  supporte  en  6,  tension  évidemment  égale  à 

^      (P-i-5/)-.,û?(k)    -      ,  .  .       ,       ^         .. 

P—  ^ -W -rt  la  résistance  due  a  cette  roideur  rappor- 

g  dt 

léeau  bras  du  levier  R'  serait  mesurée  par  l'expression 

dans  laquelle  a  et  b  sont  des  constantes  fonctions  du  diamètre 
du  cordon,  de  celui  du  tambour  et  du  degré  d'usé  ou  de  flexi- 
bilité de  ce  cordon;  de  sorte  qu'on  aurait  à  ajouter  le  terme 

à  celui  qui  contient  le  frottement;  ce  qui  ne  changerait  nulle- 
ment la  forme  de  l'équation  ci-dessus, 

dans  laquelle  11  suffirait  simplement  d'attribuer  d'autres  va- 
leurs aux  constantes  |ul%  v%  g%  qui  resteraient  essentielle- 
ment positives  à  cause  de  la  petitesse  de  p  et/,  a  et  b. 


« 
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7.  Conséquences.  —  On  lire  de  celle  équalion 

puisque  cù  esl  supposé  nui  à  l'origine  du  mouvemenl.  Par 
suile,  on  aura,  pour  calculer  la  vilesse  angulaire  cj  acquise  par 
le  syslème  au  boul  du  lemps  quelconque  t, 

g  U  '^   -y 

n  \e        -f-i/ 

e  élani  égal  à  2,71828,  el  le  logariihme  ci-dessus  élant  né- 
périen, de  sorle  que,  si  Ton  prend  la  valeur  dans  les  Tables 
ordinaires,  on  devra   ensuite   la   mulliplier  par  le  nombre 
2,3o2585. 
On  voil  que  celte  valeur  converge  irès-rapidemeni  vers  une 

limite  -9  qu'elle  n'atteint  rigoureusemenl  qu'au  boul  d*un 

lemps  infini.  Celle  même  limite  répondant  d'ailleurs  à  Tinsl^nt 
où  le  mouvemenl  est  devenu  uniforme,  on  y  arrive  de  suite, 
en  écrivanl  dans  l'équation  du  n""  5,  qui  exprime  les  condi- 
lions  du  système,  que  dtù  est  égal  à  zéro. 
L'expression  de  celte  limite  esl 


'-\/ 


2^1;(P-4-ô/)R'-/(Ph-p)p]. 


elle  montre  que  celle  valeur  croît  lentement  avec  le  mo- 
ment PR'  du  poids,  el  décroît,  au  contraire,  très-rapidement 
à  mesure  que  le  rayon  moyen  R  du  volant  augmente,  l'inertie 
n'exerçanl  ici  d'influence  que  sur  la  durée  du  lemps  néces- 
saire pour  amener  le  syslème  à  la  vilesse  uniforme. 

II.  —  Des  régulateurs. 

Des  divers  genres  de  régulateurs. 

8.  Objet  spécial  des  régulateurs.  —  Les  freins  el  volants 
à  ailettes,  qui  viennent  de  nous  occuper,  pourraient  éyidem* 
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ment  servir  de  régulateurs  aux  machines,  s'ils  n'avaient  l'in* 
convénient  de  consommer  inutilement  une  grande  portion 
du  travail  moieur,  attendu  que  leur  action  régulatrice  dépend 
essentiellement    de    l'intervention    de   résistances   passives 
étrangères  ^u  système.  Les  moyens  les  plus  convenables  d'at- 
teindre le  but  consistent  dans  des  dispositions  qui  permettent 
de  faire  varier,  au  besoin,  la  quantité  de  matière,  la  résistance 
qui  fait  l'objet  du  travail  utile  ou  l'intensité  des  forces  mo- 
trices et  d'inertie;  nous  en  avons  cité  quelques  exemples 
aux  n<*  35,  43  et  44  de  la  première  Section,  et  il  nous  serait 
facile  d'en  étendre  la  nomenclature. 

Ainsi,  par  exemple,  les  réservoirs  d'air  à  pression  con- 
stante des  pompes  et  des  machines  soufflantes,  les  grands 
).    réservoirs  d'eau  ou  étangs,  qui  accompagnent  toujours  les 
machines  hydrauliques,   les  trémies  et  grils  tournants  des 
fourneaux  de  machines  à  vapeur,  qui  servent  à  distribuer 
régulièrement  et  uniformément  le  combustible  sous  la  chau* 
dière,  l'espace  vide  laissé  au-dessus  de  l'eau  dans  cette  chau- 
dière pour  servir  de  réservoir  à  la  vapeur  (');  les  excen- 
triques et  autres  dispositifs  servant  à  régler  la  distribution  de 
cette  vapeur  au-dessus  et  au-dessous  des  pistons;  les  méca- 
>     nismes  particuliers,  qui  servent  à  replier  plus  ou  moins  les 
\    toiles  qui  recouvrent  les  ailes  des  moulins  à  vent,  selon  la 
vitesse  du  mouvement,  les  fusées  et  tambours  en  spirales, 
I    qui  ont  pour  objet  de  régulariser  l'action  du  moteur  ou  de  la 
résistance  utile  dans  plusieurs  machines,  notamment  dans  les 


(')  Sur  la  régularisation  en  général.  —  Ces  exemples  font  voir  que  les  moyens 
IBnénnx  employés  pour  régulariser  le  mouvement  des  machines  s'appliquent, 
tfec  une  analogie  complète,  à  la  réglementation  de  la  marche  d'une  opération 
qaelconque;  les  dispositions  à  adopter  doivent  toujours  remplir  les  fonctions 
àt»  distributeurs,  des  volants,  des  régulateurs  et  des  modérateurs j  qu'il  s'agisse 
^  régler  l'écoulement  de  l'eau  d'un  réservoir,  de  maintenir  constante  la  tem- 
pôratore  ou  la  pression  d'un  milieu,  etc  D'après  les  distinctions  admises  dans 
i*  première  section,  les  réservoirs  d'air  des  pompes,  lés  réservoirs  de  vapeur 
M-dessus  de  l'eau  des  chaudières  remplissent  un  r6le  analogue  à  celui  des  vo- 
^ts;  les  grils  tournants,  les  tiroirs,  les  vannes,  les  robinets  sont  des  distribu- 
'w*.  (Foir  le  Mémoire  sur  la  réglementation  de  la  température,  par  M.  E.  Rol- 
^i  Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XVllI.)  (K.) 
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montres  et  machines  à  molettes  employées  dans  les  mines,  etc.» 
sont  autant  d'appareils  régulateurs  du  genre  de  ceux  dont  il 
s'agit»  tandis  que  les  soupapes  de  sûreté,  qui  servent  à  laisser 
échapper  la  vapeur  des  chaudières»  quand  la  tension  y  a  at- 
teint une  certaine  limite,  les  déversoirs  ou  orifices  servant  à 
vider  le  trop  plein  des  bassins  d'eau»  qui  alimentent  les 
machines  hydrauliques,  etc.,  appartiennent  plus  particulière- 
ment à  la  classe  des  simples  modérateurs,  à  laquelle  se  rap- 
portent les  freins  et  volants  à  ailettes. 

9.  Des  régulateurs  spontanés.  —  On  doit  distinguer  parmi 
tous  ces  moyens  ceux  qui  sont  indépendants  des  agents 
chargés  du  soin  de  diriger  le  travail  de  la  machine»  et  les 
dispensent  ainsi  d'une  surveillance  continuelle  et  pénible; 
l'essence  des  bonnes  machines  est,  en  effet,  de  se  gou- 
verner par  elles-mêmes»  autant  qu'il  est  possible  et  sans  le 
secours  de  l'intelligence  humaine.  Les  machines  à  vapeur» 
dans  leur  état  actuel  de  perfection,  en  offrent  un  modèle 
pour  ainsi  dire  parfait,  et  dont  on  tâche  d'approcher»  autant 
qu'il  est  possible,  dans  les  diverses  autres  machines.  Mais 
nous  ne  saurions  nous  proposer  de  passer  en  revue  ces  diffé- 
rents moyens,  dont  la  description  et  la  théorie  appartiennent, 
pour  la  plupart»  à  la  description  et  à  la  théorie  même  des  ma- 
chines où  on  les  emploie,  et  l'on  ne  peut  guère  excepter,  à 
cause  de  l'universalité  de  leur  application,  que  le  régulateur 
à  pompe  et  le  pendule  conique  ou  régulateur  à  force  centri^' 
fuge,  que  les  Anglais  nomment  simplement  gouverneur^  aux- 
quels nous  joindrons  le  régulateur  à  ressort  et  à  détente  in- 
stantané, dont  il  sera  question  plus  loin,  et  dont  nous  avons 
proposé  l'adoption  dès  l'année  182g  (Leçons  faites  aux  ou- 
V  ri  ers  de  Metz  ). 

En  effet,  les  fusées  en  spirales  et  les  tambours  coniques, 
qui  paraîtraient  oifrir  des  applications  étendues,  ne  peuvent 
être  utiles  que  dans  les  machines  où  l'action,  soit  du  moteur, 
soit  de  la  résistance,  est  variable  suivant  une  loi  exactement 
connue;  ce  qui  n'a  lieu  que  pour  quelques  cas  particuliers. 
Leur  théorie  toute  géométrique  n'offre  d'ailleurs  point  de 
difficulté;  on  sait  qu'ils  sont  destinés  à  recevoir  les  enroule- 
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ments,  les  spires  d'une  corde  ou  chaîne  sur  laquelle  agii  la 
force  variable;  or  toute  la  question  consiste  à  faire  croître  ou 
décroître  le  bras  de  levier  de  cette  force,  par  rapport  à  l'axe 
dn  tambour,  de  façon  que  son  moment  reste  constant  pour 
ks  diverses  positions  du  sjsième. 

Ce  mo;en  n'est  d'ailleurs  avantageux  que  lorsque  la  puis- 
nnce  conserve  des  valeurs  constamment  croissantes  ou  dé- 
croissantes  dans  une  série  de  révolutions  de  la  machine;  il  ne 
faut  pas  le  confondre  avec  les  cames,  les  ondes  et  autres  dis- 
positions, qui  ont  uniquement  pour  objet  de  régulariser  mo- 
nentanémeni  la  vitesse  de  certaines  pièces  ou  les  efforts 
nercés  sur  elles  par  des  puissances  constantes  ou  variables. 

Du  râgulatonr  à  pompa  et  i  flottonr. 

10.  Description  du  mécanitme.  —  A  est  un  corps  de 
P<™P6  {fig'^)t  prenant  l'eau  dans  un  bassin  inférieur  du 
faits  C;  la  tige  ËF  du  piston  est  mise  en  jeu  par  là  machine 


iontil  s'agit  de  régulariser  le  mouvemeni;  celte  pompe  est 
employée  à  élever  et  refouler  l'eau,  qu'elle  aspire,  dans  un 
btssin  supérieur  B,  percé  en  1)  d'un  oriQce  dont  l'ouverture 
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est  réglée  au  moyen  d'une  petite  vanne  intérieure  ou  d'un  ro- 
binet extérieur;  G  est  un  flotteur  suspendu  à  rextrémlté  d'un 
levier  KL  destiné  à  donner  le  mouvement  aux  vannes,  soa- 
papesy  etc.,  qui  livrent  accès  au  fluide  moteur  sur  le  récepteur 
de  la  machine.  On  conçoit  que,  si,  fermant  d'abord  l'oriBce 
en  D,  on  laisse  le  bassin  B  se  remplir  d'eau  jusqu'à  ce  que 
son  niveau  supérieur  IH  force  le  flotteur  à  prendre  une  posi-   ; 
tion  moyenne,  fixée  à  l'avance  et  qui  corresponde,  je  suppose,   '■ 
à  celle  où  le  balancier  KL  est  horizontal;  qu'ensuite  on  ouvre   ; 
l'orifice  en  D,  de  façon  qu'il  dépense,  dans  un  temps  donné,   j 
exactement  le  volume  de  liquide  qui  afflue  de  la  pompe,  j 

I 

pour  la  vitesse  moyenne  ou  de  régime  qu'on  veut  laisser  ; 
prendre  à  la  machine,  ce  que  l'on  peut  constater  par  une  ex-  i 
périence  directe;  on  conçoit  que,  tant  que  le  mouvement  de 
cette  machine  ou  du  piston  qu'elle  conduit  sera  régulier,  le  "^ 
niveau  IH   demeurera   constant  et  le  flotteur  G  immobile; 
mais  qu'aussitôt  que  la  vitesse  s'écartera  de  celle  qui  a  été 
adoptée  pour  régime,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  le  niveau  IH 
et  le  flotteur  s'élèveront  ou  s'abaisseront  de  quantités  corres- 
pondantes, et  feront  mouvoir  le  levier  KL  et  son  système  avec 
une  énergie  relative  à  l'augmentation  ou  à  la  diminution  qu'a 
subie  le  volume  de  son  enfoncement  ou  du  liquide  qu'il  dé- 
place. 

11.  Condition  d* équilibre  du  flotteur.  —  Examinons  d'abord 
les  conditions  de  l'équilibre  du  flotteur,  eu  égard  à  la  résis- 
tance qu'il  a  à  vaincre  de  la  part  des  soupapes  ou  vannes  mo- 
trices, et  à  l'excédant  de  liquide  qui  serait  fourni  par  la 
pompe  au  bassin  B,  au  bout  d'un  temps  quelconque  donné. 
Nommons  : 

n  le  poids  du  mètre  cube  du  liquide; 

P  le  poids  du  flotteur,  y  compris  son  équipage  et  sa  sur- 
charge ; 

p  l'effort,  en  kilogrammes,  nécessaire  pour  vaincre  les  résis- 
tances inhérentes  au  levier  KL,  effort  qui  est  censé  agir 
suivant  l'axe  vertical  du  flotteur; 

a  l'aire  de  la  section  de  ce  flotteur  supposé  prismatique; 

A  celle  de  la  section  du  bassin  B; 


f 
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H  la  profondeur  à  laquelle  le  floiteur  se  trouve  enfoncé  au- 
dessous  du  niveau  moyen  ou  du  régime  IH,  à  l'instant  où 
la  vitesse  de  la  machine  est  régulière; 

z  ce  que  devient  cette  profondeur  au-dessous  du  même  ni- 
veau immédiatement  après  Tintroduction  d'un  volume  ex- 
cédant Q  de  liquide; 

X  la  hauteur  dont  s'est  élevé,  au  même  instant,  le  niveau  dans 
le  bassin  B, au-dessus  du  niveau  primitif  ou  moyen. 

On  aura  évidemment 

attendu  que  a{x  +  z)  est  le  volume  du  liquide  déplacé  au  se- 
[    cond  instant,  et  aH  celui  qui  Test  au  premier. 

Lorsque  les  dimensions  du  bassin  et  du  flotteur  seront  don- 
nées, aussi  bien  que  Q  et  la  résistance/?  à  vaincre  pour  fermer 
j  les  vannes,  résistance  que  Ton  obtiendra  par  une  expérience 
[  directe,  à  défaut  de  calculs,  on  connaîtra  aussi  les  valeurs 
de  â?  et  de  ^  et  par  suite  celle  de  H  —  2,  qui  exprime  la  hau- 
teur absolue  dont  s'est  élevé  le  flotteur  et  Textrémiié  du  le- 
vier auquel  il  est  suspendu. 

Supposant,  à  l'inverse,  que  Q  représente  une  diminution  au 
lieu  d'un  accroissement  du  liquide  dans  le  bassin,  il  n'y  aura 
que  le  signe  H  —  z  h  changer  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions, lesquelles  deviendront 

Q=(A  —  «)^ -f- «(z  —  H),     n«(j;  —  3 -h  H)r=/>. 

12.  Conditions  qui  limitent  l'étendue  de  la  course  du  flot- 
teur.  —  La  plus  grande  valeur  de  x  ou  de  l'amplitude  de  mou- 
vement du  niveau  dans  le  bassin  B,  au-dessus  ou  au-dessous 
de  sa  position  moyenne  IH,  est  déterminée  spécialement  par 
la  condition  que  la  vitesse  d'écoulement  dans  l'orifice  D  n'é- 
prouve pas  une  trop  grande  variation,  à  laquelle  correspon- 
drait une  variation  proportionnelle  dans  la  dépense  de  cet  ori- 
fice. Supposant  qu'on  ait  donné  aui  niveau  moyen  IH  une 
hauteur  de  2  mètres,  au-dessus  du  centre  de  l'orifice  D,  on 
pourra  laisser  prendre  à  j;  la  valeur  maximum  de  i^ô  on  de  to 
ç     de  cette  hauteur.  Quant  à  l'amplitude  de  la  demi-course  as- 

} 


1 1 
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cendante  H  —  z,  ou  descendante  z  —  H  du. flotteur  et  de  son 
levier,  elle  est  également  fixée  par  les  conditions  relatives  à 
l'amplitude  de  mouvement  qu'on  veut  laisser  prendre  à  la 
vanne  motrice,  à  partir  de  sa  position  moyenne»  et  il  est  na* 
turel  de  la  supposer  la  même  dans  les  deux  cas  de  l'ascension 
et  de  la  descente. 

Nommant  donc  h  cette  amplitude  limite,  Q'  et  x^  les  va- 
leurs correspondantes  de  Q  etde^,  censées  aussi  égales  entre 
elles  pour  les  deux  cas  de  la  montée  et  de  la  descente,  on 
aura  seulement  à  satisfaire  aux  équations 

Q'— (A  —  a)x'-^  ahy    T:a{x'  —  h)=p, 

qui  supposent  d^ailleurs  que  la  résistance  peut  être  la  même 
pour  les  deux  positions  extrêmes  du  flotteur  ou  des  vannes  r 
motrices;  s'il  en  était  autrement,  on  aurait  à  satisfaire  à  une 
équation  de  plus,  et  il  ne  resterait  d'arbitraires  que  deux  des 
cinq  quantités  qu'elle  renferme,  au  nombre  desquelles  se 
trouve  nécessairement  la  quantité  Q',  tant  qu'on  n'a  pas  réglé 
le  rôle  que  doit  jouer  la  pompe  A  pour  régulariser  le  mouve- 
ment de  la  machine. 

IS.  Manière  de  régler  T énergie  régulatrice  du  système,  — 
A  cet  égard,  on  remarquera  qu'on  ne  peut  espérer  maintenir 
à  chaque  instant  la  machine  à  l'état  de  mouvement  rigoureu- 
sement uniforme  :  quand  bien  même  sa  constitution  propre 
le  permettrait,  le  jeu  de  la  pompe,  qui  est  alternatif,  s'y  op- 
poserait; on  se  donnera  donc  le  plus  grand  écart  qu'on  veut 
laisser  prendre  à  la  machine,  en  deçà  et  au  delà  de  sa  vitesse 
moyenne  ou  de  régime,  et  l'on  supposera  que  ces  écarts  ré- 
pondent précisément  aux  amplitudes  de  mouvement  du  flot- 
teur et  de  la  vanne  motrice,  dont  il  a  été  précédemment  parlé; 
mais  cela  ne  suffira  pas  encore  pour  déterminer  Q'  :  il  faudra 
aussi  se  donner  un  nombre  qui  indique  l'énergie  régulatrice 
de  la  pompe,  ou  la  rapidité  avec  laquelle  on  veut  qu'elle  fasse 
élever  ou  baisser  le  flotteur,  à  partir  de  l'instant  où  la  vitesse 
de  la  machine  serait  arrivée  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ses  limites, 
supposé  qu'elle  pût  y  arriver  brusquement,  ce  qui  ne  saurait 
être,  à  cause  de  l'inertie. 
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Soient  : 

Nie  nombre  des  coups  de  piston  donnés,  en  une  minute» 

par  la  machine,  quand  elle  possède  la  vitesse  de  régime 

uniforme  ; 
q  le  volume  de  liquide  fourni  au  bassin  B  à  chacun  de  ces 

coups  ; 
n  la  fraction  dont  on  veut  que  cette  vitesse  puisse  augmenter 

ou  diminuer  au  maximum; 
nJiq  sera,  par  minute,  l'excédant  du  volume  d'eau  fourni  au 

réservoir  sur  celui  qui  est  sorti. 

Nommant  enfin  T  le  nombre  de  minutes  à  partir  desquelles 
le  flotteur  devrait  être  arrivé  à  sa  position  extrême,  si  la  vi* 
tesse  conservait  sa  valeur  maximum  ou  minimum,  on  posera 

pour  condition  propre  à  déterminer  Q'. 

14.  Moyens  d'atténuer  les  causes  d* irrégularité  provenant 
de  la  pompe.  —  D'un  autre  côté,  il  est  évident  qu'a  cause 
de  l'irrégularité  d'action  de  la  pompe  il  en  résultera  une 
oscillation  du  liquide  dans  le  réservoir,  même  pour  le  cas 
de  la  vitesse  de  régime;  or  il  faut  renfermer  ces  oscilla- 
tions dans  une  limite  qui  ait  fort  peu  d'étendue,  par  rapport 
i  l'amplitude  totale  de  mouvement  qui  peut  résulter  de  l'af- 
fiuence  du  volume  d'eau  Q'  dans  le  bassin  B;  c'est-à-dire  que 
la  plus  grande  différence  enire  les  quantités  d'eau  irréguliè*- 
rement  fournies  et  régulièrement  dépensées  par  l'orifice  D, 
pendant  la  durée  entière  d'une  oscillation,  doit  être  une  très- 
petite  fraction  de  Q'.  Cette  différence  peut  être  rendue  assez 
(tible,  soit  en  construisant  la  pompe  à  double  effet,  ou  de  ma- 
nière que  le  piston  agisse  à  la  fois  en  montant  et  en  descen- 
dant, soit  en  y  adaptant  un  réservoir  à  air  servant  à  régula- 
riser le  jet;  soit  enfin,  ce  qui  est  préférable,  en  remplaçant 
celte  pompe  elle-même  par  une  machine  à  mouvement  régu- 
lier, telle  que  la  vis  d'Ârchimède,  par  exemple,  qui  a  surtout 
Tafantage  de  ne  point  varier  dans  ses  effets,  comme  il  arrive 
pour  les  pompes,  qui,  au  bout  d'un  temps  plus  ou  moins 
long,  cessent  de  bien  fonctionner.  Moyennant  de  semblables 
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dispositifs^  il  deviendra  possible  de  réduire  beaucoup  Q'  d^ 
manière  à  rendre  le  régulateur  sensible  à  de  faibles  accroisse- 
ments du  mouvement  moyen  de  la  machine. 

15.  Degré  de  sensibilité  du  régulateur  à  pompe,  —  Quoi 
qu'il  en  soit,  la  différence  maximum  entre  les  quantités  d'eau 
fournies  par  la  pompe  et  dépensées  par  TorificeD  étant  connue, 
il  faudra  la  multiplier  par  un  nombre  suffisamment  grand,  tel 
que  20  ou  3o,  pour  obtenir  Q'.  Supposant,  par  exemple,  que 
la  pompe  soit  à  simple  effet,  la  plus  grande  différence  dont  il 
s'agit  pouvant  s'élever  aux  o,53  (•)  environ  du  volume  } 
donné  par  la  pompe  à  chaque  oscillation  entière,  on  prendra 

Q'z=2o  xo,53,     Q'=  20  X  0,535  zzzio,6ç  au  moins, 

et  l'on  aura  à  satisfaire,  en  outre,  à  la  condition 

7iNgT:=io,6g     ou     7iNT  =  io,6; 

ce  qui  montre  que  l'action  régulatrice  de  la  pompe  sera  ici 
très-peu  énergique;  car  il  n'est  guère  possible  de  prendre  N  ' 
supérieur  à  3o;  et,  en  admettant  même  que  la  vitesse  puisse 
s'écarter  de  -,V  de  part  et  d'autre  de  sa  valeur  moyenne,  ce  qui 
suppose  n  =  o,  I ,  on  aurait 

r.,       10,6 


3 


=  3',53; 


c'est-à-dire  qu'à  partir  de  l'instant  où  la  vitesse  limite  serait 
atteinte  il  s'écoulerait  plus  de  3f  minutes  avant  que  le  flot- 
teur n'ait  produit  l'effet  voulu. 

Pour  la  pompe  à  double  effet,  la  différence  maximum  entre 
les  quantités  d'eau  fournies  par  la  pompe  et  dépensées  par  l'o- 
rifice D  ne  s'élèverait  qu'à  la  fraction  o,oS^q^  q  étant  toujours 
le  volume  d'eau  fourni  par  la  pompe  dans  la  double  oscilla- 
tion du  piston,  ce  qui  donne 

Q' r:z 20  X  o,o53y  =  1 ,  165     et    nNT:^i,i6. 
Ainsi,  dans  les  hypothèses  ci-dessus  de  n=:  — 5  N  =  3o,  on 


(*)  Voir,  à  ce  sujet,  la  Théorie  des  manivelles  à  simple  et  à  double  effet. 
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aurait  T  =  ©',387  seulement,  au  lieu  de  T  =  3',  53.  Enfin  Té- 
oergie  du  régulateur  serait  pour  ainsi  dire  indéfinie,  si  Ton 
substituait  à  la  pompe  un  système  d'épuisement  continu,  tel 
que  la  vis  d'Archimèdey  la  noria,  le  chapelet,  etc.  Dans  tous 
les  cas,  la  quantité  q  restant  arbitraire,  on  poVirra  en  profiter 
pour  augmenter  convenablement  la  valeur  de  Q',  qui  entre 
dans  les  équations  de  condition  relatives  à  l'établissement  du 
flotteur,  lesquelles  donnent  immédiatement 

P  .  0'  ph 

a=  „  .  \ — 7-79     A— a=— r 


U(x'—h)  x'        ILx'{x'—liy 

pour  déterminer  les  aires  des  sections  horizontales  du  bassin  B 
et  du  flotteur,  et  dont  la  dernière  montre  que  Q'doit  être  pris 
d'autant  plus  grand  que  x'  —  h  est  plus  petit,  afin  que  A— « 
reste  positif. 

16.  Inconvénients  de  ce  régulateur.  —  Telle  est,  ce  nous 
semble,  la  véritable  manière  d'envisager  la  théorie  du  régula- 
teur à  flotteur  et  à  pompe;  cela  suffit  pour  montrer  que  les 
avantages  qu'on  se  promet  de  son  adoption  sont  bien  loin  de 
compenser  les  inconvénients  qui  résultent  de  la  perte  de  tra- 
vail notable  qu'il  occasionne  et  des  accidents  qui  peuvent  être 
produits  par  les  dérangements  de  la  pompe.  D'ailleurs  on  voit 
que  son  action  ne  se  fait  pas  sentir  instantanément  au  flot- 
leur,  et  qu'il  ne  fait  même  dépendre  que  fort  indirectement 
le  jeu  des  vannes  motrices  de  la  variation  de  vitesse  de  la  ma- 
chine, le  temps  pendant  lequel  cette  variation  s'opère  entrant 
nécessairement  comme  facteur  de  son  effet  régularisant;  sous 
ces  divers  rapports,  le  pendule  conique  à  force  centrifuge,  que 
nous  allons  décrire,  nous  paraît  de  beaucoup  préférable  dans 
la  pratique  (*). 


(']  On  emploie  fréquemment,  dans  la  pratique,  des  régulateurs  à  pompe  qui 
ont  une  grande  analogie  avec  celui  qui  est  décrit  dans  le  texte  :  le  réservoir  B 
est  fermé  à  sa  partie  supérieure,  et  le  flotteur  est  remplacé  par  un  piston  qui 
met  en  mouvement  les  organes  de  distribution  ;  le  plus  souvent,  au  lieu  d'opérer 
par  refoulement  d'eau  dans  le  cylindre,  on  agit  par  aspiration  d'air.  Tel  est  le 
cas  du  régulateur  Larivière.  {Voir  une  Théorie  de  ce  régulateur  par  M.  Resal, 
Annales  des  Mines,  t.  II,  7*  série,  1872.)  (K.) 
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Du  régulateur  à  force  centrifuge. 

17.  Description  de  l'appareil.  —  Ce  régulateur  se  comp 
ordinairemenld'un  losange  à  charnières  ABCD(^g'.  6),  me 
sur  un  axe  vertical  AH,  mis  en  communication  de  mou 
ment  avec  une  pièce  de  rotation  de  la  machine;  le  losange 


fixé  à  cet  axe  par  l'un  de  ses  sommets  A,  et  en  reçoit  le  n 
vement  angulaire;  les  verges  supérieures  AB,  AD  portent 
leurs  prolongements  des  boules  de  métal  P;  Tangle  en  C 
armé  d'un  manchon  à  gorge  G  qui  embrasse  Taxe  AH  et  p 
glisser  à  frottement  doux  le  long  de  cet  axe.  L'effet  de  la  fc 
centrifuge  sur  les  boules  est  de  soulever  plus  ou  moin 
manchon  G,  qui,  par  une  communication  de  mouvement 
cile  à  imaginer  (voir^g*.  24,  p.  i43,  en  YjZ),  sert  à  ré 
l'admission  du  moteur,  en  faisant  varier  convenablement  1' 
verture  d'une  vanne,  d'un  robinet,  etc.,  lorsque  la  vitesse  d 
machine  vient  à  changer  par  l'action  d'une  cause  quelconq 
Nommons 

P  et  M  le  poids  et  la  masse  de  chacune  des  boules; 
g- =  9°^, 8088,  7r=3,i4i6; 
u)  la  vitesse  angulaire  de  l'axe  AH  du  pendule  ; 
«  l'angle  des  verges  AB,  AD  avec  cet  axe; 
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aie  côté  AB  du  losange; 

i  la  distance  de  A  au  centre  de  gravité  0  des  boules  P; 
A  la  longueur  AC  de  la  diagonale  verticale  du  losange,  qui 
fixe  la  position  du  manchon  G. 

On  pourra  considérer  ce  losange  comme  soumis  à  Taction 
des  forces  suivantes,  qui  se  font  équilibre  : 

i*  La  force  centrifuge  des  deux  boules  réunies,  mesurée 
par2Mû)»I0  =  aMw'isina  et  dont  AI  =  6cosa  est  le  bras  de 
levier,  par  rapport  au  centre  A  ; 

2**  Le  poids  2P=:2Mg^de  ces  mêmes  boules,  ayant  pour 
bras  de  levier,  par  rapport  à  A,  la  distance  01  =  isina; 

3°  Enfin  le  poids  et  la  force  centrifuge  des  verges  du  lo- 
sange, qu'on  a  coutume  de  négliger,  aussi  bien  que  le  frotte- 
ment des  articulations  et  l'effort  nécessaire,  en  C,  pour  vaincre 
la  résistance  qui  s'oppose  au  mouvement  des  soupape^ rcgu- 
lairices,  etc. 

18.  Conditions  de  l'équilibre  et  règle  pratique  anglaise. 
—  Négligeant  donc  là  considération  de  ces  dernières  forces, 
et  observant  que  l'équilibre  doit  s'établir  entre  les  deux  autres 
autour  du  point  A,  on  aura 

2M&)'isinaX  6cosa  =  2Pisina, 

d'où,  à  cause  de  A  =  2a  cos  a,  P  =  Mg", 


6cosa=:  AI  = -^^     h  = 


las 


0)^  h  Ck)* 

Ainsi  l'on  aura  la  hauteur  h  à  laquelle  se  tient  le  manchon  G 
au-dessous  du  sommet  A,  quand  la  vitesse  (o,  à  l'unité  de  dis- 
lance de  l'axe  AH,  sera  connue,  et  réciproquement. 

Soit  T  la  durée  en  secondes  d'une  révolution  de  cet  axe,  on 

aura 

T&)  =  27:; 

substituant  cette  valeur  de  ca  dans  la  relation  ci-dessus,  on  en 
déduira 


Ib    h  /AI 

T  =  27ri/ =r  27r  i/  — 

V  2a  g-  V   g^ 


6. 


84  COURS   DE   MfiCANIQUE 

C'est,  comme  on  voit,  le  double  de  la  durée  des  oscillations 

d*un  pendule  qui  aurait  pour  longueur  la  hauteur  AI  =  —  h 

des  boules  au-dessous  du  sommet  fixe  C  du  losange.  Suppo- 
sant, par  exemple,  que  le  régulateur  accomplisse  une  révolu- 
lion  en  2  secondes  ou  fasse  3o  révolutions  par  minute,  on 
aura  T  =  i,  et  AI  deviendra  la  longueur  o",994  ^^  pendule 
qui  bat  les  secondes  dans  nos  contrées. 

19,  Insuffisance  de  cette  règle,  —  Telle  est  la  règle  fort 
simple,  ordinairement  indiquée  par  les  auteurs  pour  déter- 
miner la  position  des  boules  relative  à  une  vitesse  moyenne 
ou  de  régime  d'une  machine,  lorsqu'on  s'est  donné  cette  vi- 
tesse à  l'avance;  mais  ces  règles  ne  sont  rien  moins  que  sa- 
tisfaisantes, attendu  qu'elles  sont  indépendantes  du  poids  des 
boules  et  qu'elles  ne  tiennent  nullement  compte  de  l'énergie 
que  doit  posséder  leur  force  centrifuge,  pour  vaincre  les  ré- 
sistances passives  inhérentes  au  mouvement  du  système,  qui 
sert  à  faire  ouvrir  ou  fermer  les  soupapes,  ou  vannes  motrices. 

Tredgold,  ingénieur  anglais,  qui  a  écrit  un  Traité  sur  les 
machines  à  vapeur,  paraît  avoir  senti  l'insuffisance  de  la  règle 
établie  ;  il  propose  de  fixer  la  plus  grande  amplitude  du  mou- 
vement vertical  des  boules  de  manière  que,  quand  la  vitesse 
de  la  machine  dépasse  le  vingtième  de  sa  valeur  moyenne, 
les  soupapes  soient  entièrement  fermées,  tandis  qu'elles  se- 
raient complètement  ouvertes,  au  contraire,  quand  la  machine 
atteindrait  sa  vitesse  moyenne  de  régime,  afin,  dit-il,  d'éviter 
pour  cette  dernière  vitesse  les  étranglements  de  la  conduite 
qui  amène  la  vapeur  sous  les  pistons  de  la  machine,  et  la 
perte  de  travail  moteur  qui  en  est  la  conséquence;  mais  il  est 
évident  qu'une  semblable  disposition  aurait  l'inconvénient  de 
produire  une  diminution  de  force  motrice  précisément  à  l'in- 
stant où  il  surviendrait  un  ralentissement  de  la  vitesse,  ce  qui 
est  absurde  et  montre  que,  sans  avoir  égard  à  l'inconvénient 
des  étranglements,  on  doit  donner  forcément  à  la  soupape, 
pour  le  cas  d'une  vitesse  moyenne,  une  position  intermédiaire 
entre  celle  où  elle  laisse  affluer  en  plein  le  fluide  moteur  et 
celle  où  elle  l'intercepte  d'une  manière  complète. 
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20.  Véritables  conditions  de  rétablissement  de  l'appareil. 
-  Nommant  h'  la  hauteur  du  manchon  qui  correspond  à  la 
vitesse  angulaire  (k>'  =  (i  -h  n)  w,  h"  celle  qui  répond  à  la  vi- 
tesse &)"=(!  —  n)  «,  w  étant  toujours  la  vitesse  moyenne  de 
régime  et  h  la  hauteur  correspondante,  on  aura 


h' 


(i-hny(ù^b       (i-^ny  (i—nytù^b      li— n)' 

et,  par  conséquent,  pour  l'amplitude  du  mouvement  d'éléva- 
tion du  manchon,  qui  doit  régler  celui  des  soupapes  d'admis- 
sion, . 

[i  —  ri'Y       ^      ' 

à  très-peu  près,  si  l'on  néglige  n^  vis-à-vis  de  l'unité. 

Supposant,  avecTredgold,  n  =z  — ?  on  aura  A"—  h'^=-=h  en- 
viron; ce  qui  montre  que,  pour  un  changement  de  vitesse  as- 
sez faible,  les  espaces  décrits  par  le  manchon  et  le  système 
qui  le  met  en  relation  avec  les  soupapes  pourront  être  très- 
appréciables;  de  sorte  que  l'on  peut  dire  avec  cet  ingénieur 
que,  si  le  régulateur  à  force  centrifuge  est  en  défaut,  ce  n'est 
certainement  pas  à  cause  du  manque  de  sensibilité  que  lui 
ont  reproché  certains  auteurs,  qui  lui  ont  substitué,  au  détri- 
ment de  l'action  motrice,  le  jeu  d'un  régulateur  à  pompe  dans 
le  genre  de  celui  qui  nous  a  occupé  précédemment. 

21.  Influence  du  poids  des  boules  et  de  Vangle  des  tiges. 
"  Quant  à  l'influence  du  poids  des  boules  sur  l'action  régula- 
trice, Tredgold  se  contente  d'observer  que,  dans  les  machines 
à  vapeur,  ce  poids  varie  de  12  à  36  kilogrammes,  et  que  son 
effet  dépend  beaucoup  des  angles  formés  par  les  tiges  :  dans 
la  disposition  représentée  par  la  Jig,  6,  la  force  du  régulateur 
pour  mouvoir  le  manchon  est  considérable,  mais  l'étendue  du 
mouvement  est  petite;  ce  qui  a  lieu  à  plus  forte  raison  pour 
la  disposition  représentée  fig.  8,  et  qui  est  souvent  adoptée 
<lansles  machines;  dans  la  disposition  de  la^gf.9,  au  contraire, 
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la  force  est  petite,  mais  l'étendue  du  mouvement  très-grande; 
en  d'autres  termes,  l'énergie  du  régulateur  crott  en  raison  in- 
verse du  chemin  que  tend  à  décrire  le  manchon  dans  chaque 
dispositif»  ce  qui  est  bien  évident,  d'après  le  principe  des  vi- 
tesses virtuelles. 

22.  Équation  d'équilibre  dans  le  cas  d'une  accélération  et 
en  ayant  égard  à  la  résistance  à  vaincre.  —  Pour  montrer 
comment  de  cette  considération  dérive  la  théorie  véritable 
du  régulateur  à  force  centrifuge,  nous  supposerons,  d'après 
les  auteurs  anglais,  qu'on  ait  établi  l'appareil  de  fait,  ou  que 
lorsque  la  machine  atteint  la  vitesse  de  régime,  mesurée  par  &>, 
le  manchon  G  [fig^  6)  et  le  système  du  levier  et  de  la  vanne 
qu'il  conduit  n'exercent  aucune  action  l'un  sur  l'autre;  ce  qui 
exige  que  ce  système  se  trouve,  pour  la  position  du  manchon, 

fixée  par  la  relation  h  =  -j-^  (18),  dans  un  état  d'équilibre  strict 

et  abstraction  faite  du  frottement.  Cela  posé,  on  remarquera 
que  la  vitesse  angulaire  du  régulateur  pourra  augmenter  d'une 
certaine  fraction  donnée  de  sa  valeur  primitive,  avant  que  Tef- 
fort  exercé  sur  le  manchon  ne  soit  capable  de  faire  mouvoir 
la  vanne  motrice,  c'est-à-dire  de  vaincre  les  résistances  inhé- 
rentes à  ce  mouvement;  il  faudra,  en  effet,  que  l'intensité  de 
la  force  centrifuge  des  boules  augmente,  de  manière  qu'elle 
puisse  faire  équilibre  à  la  fois  à  l'action  du  poids  et  des  résis- 
tances dont  il  s'agit;  ce  qui  donne  une  nouvelle  équation  de 
condition  à  laquelle  le  régulateur  doit  satisfaire,  et  qu'on 
obtiendrait  facilement  à  l'aide  de  la  simple  décomposition  des 
forces,  mais  que,  pour  plus  de  généralité,  nous  rechercherons 
par  le  principe  des  vitesses  virtuelles. 

23.  Considérons  d'abord  la  première  disposition  qui  est 
reproduite  Jig.  7,  et,  conservant  les  dénominations  déjà  ad- 
mises (17),  nommons,  de  plus,  p  la  résistance  à  vaincre  par 
le  manchon  et  &)'=(i-hn')w  la  nouvelle  vitesse  angulaire 
que  doit  acquérir  le  régulateur  pour  vaincre  cette  résistance; 
faisant,  pour  un  instant,  abstraction  du  mouvement  angulaire 
dont  il  s'agit,  on  supposera  qu'on  relève  le  sommet  C  d'une 
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quantité  inGniment  peiite  dli,  qui  pourra  être  prise  pour  la 
vitesse  virtuelle  de  /?;  le  centre  de  gravité  des  boules  décrira 
l'arc  élémentaire  0S=  6rfa,  la  vitesse  virtuelle  de  la  force  cen- 
trifuge estimée  suivant  sa  direction  sera  OS  cosa=  b  cosarfa, 
celle  du  poids  des  boules  6  sin  a  c/a;  enfin,  puisque  A  =  2a  cosa, 
rfA=  — aasinarfa  sera  la  vitesse  virtuelle  de  C  ou  de  p. 


\  D*après  cela,  le  principe  du  travail  virtuel  donnera,  pour 
l'équation  d'équilibre  des  forces,  en  observant  que  les  ac- 
tions de  2P  et  de  p  sont  opposées  à  celle  de  la  force  cen- 
trifuge, 

aMw'^é'cosasinacfa  —  2Pisinarfa —  2/7«sinarf«=  o. 


ou,  en  divisant  par  2sin«û?a  et  observant  que  M 
A~2flcosa, 

(1)  Vcô'^b'h  —  2  ag(Vb  -h  pa)  =  o. 


P 

-  et 


Mais  on  a,  par  hypothèse  (18), 


et 


.  2  02' 
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donc  celle  dernière  équalion  devieni 

i  Pw'^  —  6P&)^  —  a;?û)'=  o, 

ce  qui  donne^  pour  le  rapport  à  établir  entre  le  poids  P  des 
boules  et  la  résistance  pj 

P  _«       (ù^ 

p^  b  w'^— 0)^' 

ou^  en  se  rappelant  que  n  est  censé  très-petit^ 

P_  a  _     a 

p  ~"  b[in'-^n''')  "~  iin'b' 

24.  Il  existe  donc  une  relation  nécessaire  entre  le  rapport 
dont  il  s*agit  et  les  quantités  a,  fr,  n',  qui  fixent  les  dimensions 
du  régulateur  et  la  grandeur  de  l'écart  de  la  vitesse  angulaire, 
par  rapport  à  la  vitesse  de  régime.  Si  Ton  veut,  par  exemple, 

que  cet  écart  ne  puisse  surpasser  le  ^  =  0,02  de  w,  on  aura 


et,  comme  dans  la  disposition  représentée  par  la  Jig.  7,  6  ne 

3 
peut  surpasser  sensiblement -a  sans  qu'on  ait  à  craindre 

que  les  boules  ne  viennent  rencontrer  le  levier  GL  pour  la 
position  la  plus  basse  du  système,  on  devra  donner  à  P  une 

valeur  d'au  moins  ^  ^5  =  16,67  ^^^^  p  pour  produire  l'effet  dé- 
siré. 

25.  C'est  parce  que  cette  valeur  de  Ppeut  devenir  très- 
grande,  dans  certains  cas,  que  l'on  a  été  conduit  à  adopter  la 
disposition  de  la  fig.  8,  dans  laquelle  on  donne  à  b  jusqu'à 
trois  et  quatre  fois  la  longueurs,  au  moyen  d'un  allongement 
correspondant  des  verges  inférieures  CB  et  CD. 
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Nommant  c  la  longueur  de  ces  verges,  qui  doit  être  presque 
égale  à  b,  el  conservant  toutes  les  autres  dénominations,  on 
aura,  par  ]e  uiangle  ABC, 


AC  =  A  =  ac. 
dh  =  —  aslnx( 


-,/c'- 


'T^ThÙ'''- 


poor  le  déplacement  virtuel  de  C  ou  de  p,  et  l'équation  d'équi- 
libre deviendra  ici,  après  avoir  divisé  par  sinxdx, 


/     ,         acos«      \ 


Faisant  p=^o  dans  cette  équation,  on  aura,  pour  déterminer 
Tingle  a  qui  répond  à  la  position  moyenne  du  manchon  et  à 
bvitesse  de  régime  u  de  la  machine. 


Celle  relation,  comme  on  voit,  est  entièrement  identique 
nec  celle  que  nous  avons  obtenue  précédemment  (18)  pour 
le  cas  du  simple  losange,  ce  à  quoi  l'on  devait  bien  s'attendre. 
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Substituant  la  valeur  de  a  qu'elle  donne^  dans  Téquatio 
en  p^  on  aura,  pour  calculer  le  rapport  de  P  à  /?, 


P        a 


2b  (w"— co')\^        sKf^^-^^'')f>^^'^^'g'J 


«     /,+  ""S 


en  négligeant  n'^  vis-à-vis  de  in'. 

p 

Ici  la  valeur  du  rapport  -  ne  dépend  plus  seulement  d< 

celle  de  n'  et  du  rapport  -rt  il  varie  avec  les  grandeurs  abso- 
lues de  c,  a  et  w,  et  devient  d'autant  plus  petit  que  c^—a 
et  w'  croissent  davantage^^^  la  valeur  de  t  restant  constante. 

Prenant,  par  exemple,  6  =  4<3r,  c==3,5a,  a=o",3,  n'=o,o: 
et  w'=:/o^,  ce  qui  revient  à  supposer  que  le  régulateur  fass< 
moyennement  près  de  3o  révolutions  à  la  minute,  on  trouven 

P=:3,9o4p, 

valeur  très-petite  par  rapport  à  celle  qui  a  été  trouvée  pour  l 
cas  précédent,  mais  qui  doit  être  considérée  comme  une  li 
mite  inférieure  dans  ce  système. 

26.  L'inconvénient  que  présente  en  lui-même  rallongeraec 
des  verges  BC,  DC,  résultant  de  l'obligation  de  placer  le  man 
chon  G  à  une  certaine  distance  au-dessous  des  boules  P,  fai 
souvent  préférer  à  ce  dispositif  celui  de  la^^.  9,  qui  joui 
aussi  de  la  propriété  de  permettre  d'augmenter,  en  quelqu 
sorte  à  volonté,  le  rapport  de  6,  a,  et  dans  lequel  la  figure  ABC! 
est  un  véritable  losange;  mais,  au  lieu  de  placer  les  tiges  AI 
AP'  qui  portent  les  boules  dans  le  prolongement  exact  de 
côtés  AD  et  AB,  on  leur  fait  former,  avec  ce  prolongemen 
un  certain  angle  que  nous  nommerons  m,  et  qui  a  pour  obj( 
d'éviter  la  trop  grande  acuïté  des  angles  A  et  C  lors  des  faible 
vitesses  de  la  machine. 
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Pour  celte  disposition,  on  aura  évidemment 

h  =  2acos(il^a),     dh  =  —  na  sin(m  -f-  oc)doc^ 

p 

-  fc'w'^sinacosa  —  Vb  sina  —  aps\n(m  4-  «)  =  o. 


9' 


ei  toujours 


6cosa  =  Al=  -^» 


en  posant  p  =  o  et  remplaçant  w'  par  w, 

Fig.  9. 


De  là  on  tire  successivement  et  approximativement 

y_asin(m-^aV      w'       /z     sin(m-l-a) 

P     b      sina       (o)''— w*)  "~  2/1'^       sina 


2n'b\ 


cosm 


sinm  b 


V'è'w^  — g^ 


Adoptant  les  mêmes  données  que  ci-dessus,  et,  de  plus, 
faisant  m  =  3o'»,  sinm  =  o,5o,  cosm  =:  0,866,  on  trouvera 

Pi=  10,125/?. 

Si  l'on  prenait,  au  contraire,  m  =  0  ou  qu'on  mît  les  tiges  AP, 
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AP'  sur  le  prolongement  exact  des  verges  AB,  AD,  on  trouve- 
rait P  =  6,25/7  seulement,  de  sorte  que  l'augmentation  de 
Tangle  m  tend  à  faire  croître  le  rapport  dé-P  zp. 

Cette  discussion  servira  à  fixer  le  choix  ou  la  préférence  que 
l'on  doit  accorder  dans  chaque  cas  à  Tune  de  ces  disposiliODS 
sur  les  deux  autres;  elle  fera  pressentir,  a  priori^  l'influence 
de  chaque  genre  de  dispositif,  pourvu  que  l'on  se  rappelle  que 
le  rapport  dont  il  s'agit  ne  peut  être  diminué  sans  que  l'étendue 
de  la  course  du  manchon  ne  décroisse  en  même  temps  (*]. 

27.  Cas  oà  le  mouvement  se  ralentit;  relation  entre  lapliu 
petite  et  la  plus  grande  vitesse  nécessaire  pour  vaincre  la  ré^ 
sistance.  —  Lorsque  la  vitesse  de  4a  machine,  au  lieu  d'aug- 
menter comme  on  vient  de  le  supposer,  diminue  de  manière  i 
devenir  «"  =  (i —  n'^jo),  c'est  le  poids  des  boules  qui  doit  faire 
équilibre  à  l'action  de  la  force  centrifuge  et  de  la  résistance /i; 
les  équations  restent  donc  les  mêmes,  au  signe  près  de  p,  ce 
qui  établit,  dans  chaque  cas,  la- relation  nécessaire 


0)^  0)' 


ou     w'*  ^- &/'*  =  2w': 


d'où  l'on  tire, en  rcmplaçanta)'par(i-4-/i')6)etw''par(i  — n'^lw, 


-_r  n'[i  -f-  |/i')  —  !«/'( I  -f-  in' y  -h  in"(  i  +  î  n'  )'  —  ... , 

ou,  en  négligeant  les  puissances  de  n'  supérieures  à  la  qua- 
trième, 

résultat  qui  montre  que  le  manchon  et  la  vanné  régulatrice 


('  )  Les  développements  sur  la  théorie  du  ré[];ulatcur  qui  sont  reproduits  danf 
les  n^'  22  à  35  n'existent  que  dans  l'édition  de  i836.  Toutefois,  nous  devons 
signaler  que,  dans  l'édition  de  1826,  Poncelet  avait  déjà  tenu  compte  de  It 
force  p  nécessaire  pour  vaincre  les  résistances  du  système,  et  avait  établi  l'é- 
quation d'équilibre  (i)  du  n®  23. 

Depuis  cette  époque,  do  nombreuses  études  ont  été  faites  sur  la  théorie  da 
ré(]^lateur  et  sur  les  meilleures  dispositions  à  adopter;  on  trouvera  un  résumé 
de  ces  recherches  dans  la  Note  du  no  28  (K.) 
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commenceront  à  se  mouvoir  pour  des  écarts  de  vitesse  sensi- 
blement égaux  de  part  et  d'autre  de  la  vitesse  moyenne  ou  de 
régime  (o,  pourvu  que  la  grandeur  de  ces  écarts,  qui  mesure 
ici  le  degré  de  sensibilité  de  Tappareil  ou  son  énergie  régula- 
trice, soit  suffisamment  petite. 

Hais  cet  appareil  doit  remplir  d'autres  conditions  qui,  con- 
jointement avec  les  précédentes,  servent  à  déterminer,  dans 
chaque  cas,  la  valeur  qu'on  doit  adopter  pour  a  et  6;  il  doit, 
en  effet,  être  capable  de  faire  fermer  ou  ouvrir  complètement 
h  vanne  motrice  au  moyen  d'un  nouvel  accroissement  ou 
d'une  nouvelle  diminution  de  la  vitesse  de  la  machine;  car  le 
manchon  ne  se  mettra  pas  %n  mouvement  tant  que  cette  vitesse 
n'excédera  pas  &)',  ou  ne  descendra  pas  au-dessous  de  cù^. 

28.  Conditions  relatives  aux  limites  de  vitesses  qu'on  veut 
laisser  prendre  à  la  machine  (*).  —  Soient  a!  et  a",  h'  et  U"  les 


(')  Des  régulateurs  isochrones.  —  Pour  l'un  quelconque  des  dispositifs  qui 
sont  décrits  dans  le  texte,  la  position  du  manchon  et,  par  suite,  le  degré  d'ou- 
Tertare  de  la  vanne  ou  de  la  soupape  d'admission  du  moteur  se  trouvent  dé- 
terminés par  la  vitesse  de  la  machine  à  l'instant  considéré.  Or,  pour  que,  sous 
une  charge  donnée,  la  machine  conserve  un  mouvement  régulier,  il  faut  que 
ee  degré  d'ouverture  soit  tel  que  le  travail  moteur  fourni  par  tour  soit  égal  au 
travail  résistant  à  vaincre  dans  le  même  parcours.  11  résulte  de  là  que,' malgré 
la  présence  du  régulateur,  la  vitesse  de  marche  dépend  de  l'importance  du 
travail  transmis,  et  que  toute  variation  dans  ce  travail  est  nécessairement  ac- 
compagnée de  variations  de  la  vitesse. 

On  a  cherché  à  éviter  cet  inconvénient;  le  problème  revient  à  faire  en  sorte 
qne  la  vitesse  angulaire  sous  laquelle  le  régulateur  reste  en  équilibre  soit  la 
même  pour  toutes  les  positions,  ou  du  moins  pour  celles  qui  sont  comprises 
entre  les  deux  limites  de  la  course;  les  régulateurs  qui  jouissent  de  cette  pro- 
priété ont  reçu  le  nom  de  régulateurs  isochrones. 

Reportons-nous  à  la  fig,  6  ;  conservons  les  notations  du  texte  d'après  les- 
quelles a  est  le  côté  du  losange  articulé,  b  la  longueur  de  la  tige  à  boules, 
fia  résistance  à  vaincre  par  le  manchon,  résistance  qui  agit  toujours  en  sens 
inverse  du  mouvement  et  qui  doit,  par  suite,  être  affectée  du  signe  +  ou  du 
ngne—,  suivant  que  le  mouvement  est  ascendant  ou  descendant;  désignons 
de  plus  par  Q  le  poids  du  manchon;  l'équation  d'équilibre,  pour  la  position 

définie  par  l'angle  a,  devient  (23) 

10  -  w'é'cosa^  P*-4- Qai:/?a. 

La  valeur  de  u  ne  peut  évidemment  rester  constante,  pour  toutes  les  valeurs 
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valeurs  de  l'angle  a  et  de  la  hauteur  h  qui  fixent  simultanément 
la  position  des  tiges  et  du  manchon,  relatives  à  la  fermeture 
et  à  Touverture  complète  de  la  vanne  motrice;  nommons,  de 
plus,  a)',  =  (i4-/i'i)w,  a)'',  =  (i  — «",)&>  les  vitesses  angulaires  cor- 
respondantes, qu'on  veut  laisser  prendre  à  la  machine,  on  aura 
à  satisfaire  simultanément  aux  quatre  équations  suivantes,  en 
considérant  ici,  pour  exemple,  le  cas  qui  se  rapporte  aux  dispo- 
sitions de  la^g".  6  : 

P  P 

-w'^è'cosa  —Pè  —  pa  =  o,     -  w^  è'  cos«  —  P6  =  o, 

g  ^  S 

P  P 

-w''6*cosa'  —  P6  —  pa  =  o,     -wj^'è'cosa"— Pè  -hpa  =  o; 

ce  qui  suppose  d'ailleurs  que  la  résistance  p  demeure  sensi-^ 
biement  constante  pour  toutes  les  situations  de  la  vanne  dont 
Il  s'agit.  S'il  en  était  autrement,  il  faudrait  remplacer  p  par  ses 


de  a,  que  si  p  est  nul,  ce  qui  n'a  jamais  lieu  en  pratique.  Il  ne  peut  donc  pu 
exister,  pour  les  machines  industrielles,  de  régulateur  rigoureusement  iVocAroffe; 
mais  on  a  conservé  cette  dénomination  pour  les  régulateurs  disposés  de  trile 
manière  qu'ils  seraient  réellement  isochrones,  s'ils  n'étaient  soumis  à  aucune 
résistance  passive;  dans  cette  hypothèse,  l'équation  (i)  devient 

P 
(2)  —  w'*' cosa  =  P*-4- Qrt. 

Différents  systèmes  de  solution  peuvent  être  adoptés  : 

1^  Régulateurs  à  contre-poids,  —  La  charge  Q  qui  agit  sur  le  manchon  peut 
être  rendue  variable,  et  déterminée  de  telle  sorte  que,  ta  étant  supposé  con- 
stant, l'équation  (i)  soit  vérifiée  quel  que  soit  a.  On  a  proposé  diverses  solu- 
tions reposant  sur  l'emploi  d'un  contre-poids  fixé  à  l'une  des  extrémités  d'un 
levier  dont  l'autre  tend  à  soulever  le  manchon,  en  s' appuyant  contre  lui  par 
l'intermédiaire  de  cames  convenablement  déterminées;  la  plus  ancienne  dispo- 
sition de  ce  genre  est  due  à  M.  Charbonnier  {Builetin  de  la  Société  industrielle 
de  Mulhouse j  n®  83,  i8/|a). 

2®  Régidateurs  à  ressorts,  —  Au  lieu  d'introduire  des  contre-poids  dans  le 
système,  comme  il  vient  d'être  dit,  on  peut  faire  agir  des  ressorts  convenable- 
ment  disposés  pour  faire  disparaître  le  terme  en  a.  Dans  l'une  des  dlspcaitioM 
imaginées  par  L.  Foucault,  le  sommet  inférieur  C  du  losange  est  fixe,  le  sommet 
supérieur  A  porte  la  douille  mobile  le  long  de  l'axe;  on  fait  de  plus  b  =:  34i, 
condition  'qui  maintient  les  boules,  pour  toutes  les  positions,  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  et  passant  par  le  sommet  C.  Le  travail  virtuel 
du  poids  P  se  trouve  ainsi  annulé  ;  si  nous  supposons  en  outre  qu'on  ait  rendu 
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valeurs  p'  et  f"  qui  correspondenl  à  a'  et  et!'  respectivement. 
Ces  équations  peuvent  être  remplacées  par  leurs  équivalentes 

p a       0)'         a 

6cosa  =  ^,     6cosa'=:-7-5  ~  =  — r^  -^^ 

ût)^  &)/   &)^  (l  -f-  2/1,)    6)* 

\  W,*  /  W^  (l  —  2/1,)  &J^      . 

en  négligeant  encore  ici,  vis-à-vis  de  Tunité,  le  carré  des  frac- 
tions ri  y  ri^y  /i'^ /Censées  très-petites, 
Delàontire,enremarquantqueronaengénéral  A=2acosa, 

^w'  b  w.'w'  ^  (H-2/i,)  w^ 

^„__  ^  rt  (20)»—  M^'»)    g__       a  (l  —2/1^)  £ 

6         wV'         w'  6  (i  — 2/i';)  w^' 

6  WV  W'  6      1  —  2/1",      W^ 


Dalle  la  charge  Q  du  manchon,  et  que  nous  introduisions  une  force  nou- 
Telle  R,  agissant  sur  le  centre  de  gravité  de  la  boule,  suivant  la  perpendicu- 
laire menée  de  ce  centre  sur  l'axe,  l'équation  d'équilibre  se  réduit  à 

2  -oi'asina  =  R. 
S 

Si  Ton  dispose,  suivant  la  direction  de  R,  un  ressort  à  boudin  dont  l'une 
^  extrémités  est  reliée  à  la  boule,  l'autre  à  un  point  fixe,  et  qui  soit  à  l'état 
naturel  quand  a  =  o,  la  tension  du  ressort,  dans  une  position  quelconque, 
sera  proportionnelle  à  son  allongement,  c'est-à-dire  à  sin  a,  en  sorte  que  cj 
aura  une  valeur  constante  dépendant  de  la  roideur  du  ressort. 

3®  Régulateurs  paraboliques . —  L'équation  (a)  devient,  quand  la  charge  Q  du 
ounchon  est  équilibrée, 

^cosa       H 

H  désignant  la  projection  de  la  tige  de  la  boule  sur  l'axe  :  il  en  résulte  que,  si 
U  distance  du  centre  de  la  boule  au  point  d'articulation  A  varie  de  telle  ma- 
lûére  que  sa  projection  H  reste  constante,  pour  toutes  les  positions,  la  vitesse  w 
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expressions  dont  les  deux  dernières  donnent  la  mesure  de 
l'amplitude  de  course  du  manchon  de  part  et  d'autre  de  sa 
position  moyenne  ou  d'équilibre  strict. 

29.  Ces  mêmes  compressions  ayant  pour  facteur  commun  la 

.  .      ûfl-  ,  ,  ,  ,    , , 

quantité  2t— ;>  on  voit  que  leurs  rapports  s  en  trouvent  mde- 

pendanls,  et  ont  des  valeurs  complètement  déterminées  dès 
qu'on  s'est  donné  celles  des  nombres  n',  n',  et  n' ,  qui  règlent 
les  écarts  de  la  vitesse  angulaire  sur  sa  valeur  moyenne  ou  de 
régime. 


reste  également  constante.  Ce  résultat  est  obtenu,  si  l'on  fait  mauToir  le  centre 
des  boules  auÏTant  une  parabole  :  l'eiécution  d'un  tel  système  est  difficile  et  com- 
pliquée; on  a  essayé  de  lui   eo   substituer  un  autre  dans  lequel   les    courbe* 

permeltanl  aux  boules  de  décrire  des  arcs  de  cercle  Irès-toisins  des  arcs  de 
parabole  (Régulateur  parabolique  de  Fraot,    Technohglste,  t.  IX,  i8.i8). 
4"  Régulateurs  à  bras  croisés.  —  M.  Farcol  a  imaginé  on  régulateur  représenté 

dans   la/s'.  .o,qui  tientàla  foiadd» 

trois  System 


tige  à  boules  est  en 
dehors  de  l'aie,  et  déterminé  de  telle 
manière,  que  le  cercle  décrit  par  le 
centre  de  la  boule  soit,  entre  les  deoi 
limites  de  course,  très-voisin  de  l'are 
de  parabole  qui  correspond  à  la  solu- 
tion rigoureuse;  l'erreur  résultant  de 
la  non-concordance  des  deui  courbes 


■rigee  e 


iriable,  en  partie  par  un  re»- 
sort  il  boudin  qui  enteloppe  l'arbre 
et  dont  l'une  des  eitrémités  est  fixée 
au  bâtis  et  l'autre  à  la  Tace  inférieure 
du  manchon, 

SlI'od  désigne  par  p  la  distance  de 
l'articulation  supérieure  à  l'axe,  par  R 
le  force  verticale  variable  introduite  par  le  ressort,  l'équation  d'équilibre  «t 


Dsa(»si 


-p)  =  Pftsin«-^-(Q^-R)flsin«, 


qui  donne  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  la  distance  pet  le  mode  de 
variation  des  forces  Q  et  R,  pour  assurer  la  constance  de  la  vitesse  u. 

à"  Rigiilateuri  à  boules  conjuguées.  —  M.  E.  Rolland  a  donné  une  aolution 
rip)ur«uM  du  problème  de  risochroniame,  nns  faire  usage  de  rewort*  ni  i» 
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Si  Ton  veut  notamment  s'imposer  la  condition  que  les  am- 
plitudes A  —  A',  A"—  A  de  la  course  du  manchon  soient  égales 
entre  elles,  ce  qui,  au  premier  abord,  paraît  assez  convenable, 
ces  nombres  devront  satisfaire  à  l'équation 


2  0)'  —  &)'* 


(0, 


—  I 


ou 


WV  20)»— û)'» 


0) 


20)V 


0) 


'î 


Cette  relation  fera  connaître  l'une  de  ces  trois  quantités,  quand 
les  deux  autres  seront  données  :  en  supposant,  par  exem- 
ple, »",  = /l'j  =  o,o4,  ce  qui  revient  à  prendre  o)",  =  0,960), 


cootre-poids  variables;  le  principe  général  consiste  à  compenser,  à  l'aide  d'une 
P*  deuxième  boule,  les  Tariations  résultant  des  déplace- 

ments de  la  première.  La  fig,  ii    indique   Tune  des 
dispositions  des  divers   systèmes    dus  à  M.  Rolland. 
/f-  — Ma'    A' a"  est  Taxe  du  régulateur  :  à  cet  axe  est  lié  un  sup- 
port OA  portant  en  0  un  petit  arbre  horizontal  sur  le> 
quel  sont  calées  deux  tiges  à  angle  droit  OB,  OB'; 
celles-ci  portent  des  boules  égales  B  et  B',  placées  à 
la  même  distance  de   0;  elles  sont  articulées  en  G 
et  G',  avec  les  tiges  GO'  et  G'  0'',  fui  sont  airticulées 
elles-mêmes  en  0'  et  0*  avec  les  bras  horizontaux 
^      C'A',  CA",  terminés  par  des  douilles  A',  A",  mobiles 
le  long  de  l'arbre.  Ge  dispositif  est  reproduit  de  l'autre 
côté  de  l'axe;  il  peut,  du  reste,  être  répété  dans  un 
^^A'    nombre  quelconque  de  plans,  formant  entre  eux  des 
T        angles  égaux,  autour  de  l'axe.  Soient  : 

j»  la  distance  OA  =  O'A'  =  CA"  ; 

\  U  longueur  aG  =  GO  =  0G'=  G'O"; 

L  la  distance  du  centre  de  gravité  de  chacune  des  boules  B,  B'  au  point  O  ; 

Pie  poids  de  chaque  boule; 

x,/  des  efforts  verticaux  exercés  de  haut  en  bas,  l'un  en  O'',  l'autre  en  O'; 

a  l'angle  BOO'. 

L'éqnation  d'équilibre,  pour  une  position  définie  par  a,  est 

—  PL/9(8ina-Hcosa)  =  (PL-H  2j^/)sina -h(2x/  —  PL)co8a, 
o 

les  conditions  d'isochronisme  sont  remplies  si  l'on  annule  les  coefficients  de 
un  X  et  de  cosa  ;  on  trouve  ainsi 

Ces  relations  permettent  de  déterminer  les  valeurs  à  donner  aux  charges  j^  et  x 

7 


,o4m 


.'=I,0295( 


1-  a  peu 


près. 

Mais  il  n'esl  pas  indispensable  de  limiter  ici  le  nombre  n', 
dont  la  peiilesse  indique  le  degré  de  sensibilité  de  l'appareil, 
et  rien  ne  s'oppose  à  ce  que,  se  donnant  à  volonté  n'  et  ri,  ou 
f.i'  et  m',,  la  valeur  de  n"  qui  résulte  de  l'équation  ci-dessus  dif- 
fère un  peu  de  cellede  n',;  en  prenant, par  exemple,  h'=o,oî 
et  n'|  =  o,o4,  on  trouve  w°  =  o,9245m',,ou  n"  =  0,037,  ^^  sorle 
que  les  écarts  de  !a  vitesse  angulaire  de  part  et  d'autre  de  la 
moyenne  m,  bien  qu'inégaux,  ne  différeraient  entre  eux  que 
des  o,oo3  de  w,  quantité  tout  à  fait  négligeable. 

30.  Conditions  relatives  à  la  constitution  matérielle  du 
système.  —  Supposons  que  le  nombre  n\  ait  été  déterminé 
comme  on  vient  de  l'indiquer;  la  connaissance  des  nombres 
n',  n, ,  n'i  et  des  quantités  p  et  h  —  /('ne  suTRl  pas  pour  fixer 
la  grandeur  des  autres  éléments  du  problème,  tels  que  P,  n, 
h,  (,),  /i, . . .  ;  car  nous  avons  ici  moins  d'équations  que  d'ineon-  \ 
nues;  il  Taut  joindre  à  ces  équations  les  conditions  ou  don-  1 
nées  particulières  que  fournit  la  constitution  matérielle  du     . 


pour  oblenir  la  vilesse  constaiili 

l'appnreil  paul  être  réglé  pour  ui 

modïncationa  aui  cliorges  additi 

Si  l'on  choisil  p  de  lelle  maiiJ 


it  qu'à  l'aide  de  celte  disposili 
ormale  quelconque,  par  de  simples    ' 


nulle,  e 


uillu  mobile 


it  égal  h  I,  la  charge  j-  deTtent 
Bure  peut  niors  Être  aupprimée. 


aiuai  quêtes  tiigcs  CO',  O'K';  on  arriio  oinsi  ii  un  régulateur  isochrone  dont 
l'exécutiùn  n'est  pas  plqa  compliquée  que  celle  d'un  régulalour  ordinaire. 

Réglitalears  o  oi7e«ej.  —  M.  Yvon  Villarceaa  [Conclu  rendus  de  fAcadémit 
<tt!  Seieneni,  3  el  lo  juin  1873)  a  fait  remarquer  que  les  deux  boules  conju- 
guées des  régulateurs  de  M.  Rolland  peuvent  être  remplacées  par  une  masse 
uniquf  convenablemant  déterminée;  il  a  éti:idié  en  outre  ta  question  des  réB"' 
Inleurs  isacbranea  destinés  à  maintenir  le  mouvement  unirorme  par  leur  action 
sur  les  résistances,  et  plus  jiBrliculièrement,  sur  la  réaiatance  de  l'air  ii  t'aide 
du  déploiement  variable  d'ailetles  reliées  h  l'appareil.  Dana  ce  cas,  les  résis- 
Inneea  passives  provenant  de  la  manœuvre  de  la  valve  d'admission  u'eiistenl 
pas,  et  les  seules  causes  qui  puissent  s'opposer  à  rieochronisme  parFait  sout  le 
frottement  des  articulations  et  du  manchon,  l'absence  d'homoRénéiié  des  métaux 
«mptoyéi  et  les  petites  erreurs  inévilablos  de  l'eiéculion.  M.  Yvon  Jillarceau  B 
introduit,  dans  son  appareil,  des  m aisea  régulatrices  qui  permettent  de  corriger 
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système  et  qui  limitent  l'étendue  des  valeurs  à  attribuer  aux 
quantités  en  apparence  tout  à  fait  arbitraires. 

Parmi  ces  dernières  conditions,  les  plus  importantes  ont  déjà 
été  indiquées  à  l'occasion  de  la  disposition  (^g*.  6)  qui  nous 
occupe  :  i°  les  boules  ne  doivent  pas,  dans  leur  position  la 
plus  basse  répondant  à  l'angle  a*',  venir  toucher  le  levier 
qui  lie  le  manchon  à  la  vanne  motrice  et  dont  la  position 
est  sensiblement  horizontale  ;  2®  ces  mêmes  boules  ne 
doivent  pas  non  plus  venir  toucher  les  verges  inférieures  BC 
et  DC  du  losange  à  l'instant  qui  répond  à  cette  position  la 
plus  basse.  A  ces  conditions,  on  peut  joindre  celle  que 
l'angle  en!'  ne  soit  jamais  au-dessous  de  20  à  3o  degrés,  afin 
de  ne  pas  être  obligé  à  évider  par  trop  la  chape  qui  reçoit 
en  A  les  verges  des  boules  ou  de  courber  ces  verges  elles- 
mêmes,  ce  qui  se  fait  néanmoins  quelquefois.  Enfm  on  peut 
admettre  que  le  rayon  des  boules  ne  dépassera  pas,  en  aucun 
cas,  o°»,i2,  ce  qui  leur  suppose  un  poids  d'environ  62  kilo- 
grammes; que,  d'un  autre  côté,  la  demi-largeur  des  verges  CB 
et  CD,  ainsi  que  celle  du  levier  GL,  ne  surpassera  pas  o™,025; 


cesdernièreB  imperfections;  Tccart  moyen  de  la  vitesse  constaté  sur  un  régula- 
tear  construit  par  M.  Bréguet  dans  ces  conditions  s'est  trouvé  réduit  à  i  millième 
delà  vitesse  du  régime,  malgré  les  variations  du  poids  moteur  dans  le  rapport 
de  I  à  6. 

De  tels  régulateurs  ne  peuvent  évidemment  convenir  que  dans  les  cas  où 
l'on  n*a  pas  à  se  préoccuper  de  Tcconomie  du  travail  moteur;  ils  sont  surtout 
destinés  à  assurer  une  vitesse  uniforme  à  des  instruments  de  Physique  ou  d*As- 
ti'onomie. 

Sensibilité  des  régulateurs  isochrones.  —  Lorsqu'il  s'agit  de  régulateurs  des' 
machines  industrielles,  les  résistances  passives  ne  peuvent  jamais  être  rendues 
négligeables  ;  il  en  résulte  que,  si  l'équilibre  est  établi  sous  un  angle  a,  à  la 
Titesse  normale  o),,  cette  vitesse  peut  augmenter  jusqu'à  une  valeur  &>'  ou  dimi- 
nuer jusqu'à  une  autre  valeur  u",  sans  que  le  manchon  se  mette  en  mouve- 
ment. Ces  deux  vitesses,  qui  sont  données  par  l'équation  (i),  deviennent,  dans 
le  cas  de  la  fig.  6,  quand  la  condition  d'isochronisme  (2)  est  remplie, 

„'=(„;  ^^^£f_)'     et    .»=(„;_„.^îî_y. 
\  ^P^*cosa/  \  *^P*-co8a/ 

^  résistance  p  varie,  en  général,  avec  la  position  de  la  valve  ou  du  manchon  ; 
l'écart  maximum  des  vitesses  correspond  à  la  position  pour  laquelle  —^ 
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qu'enfin  le  jeu  à  conserver  entre  les  boules  et  ces  verges  ou 
ces  leviers  sera  au  moins  de  o™,o35. 

Désignant  parj  riniervalie  qui  existe  entre  le  milieu  du 
manchon  G  et  le  centre  des  articulations  C,  les  deux  pre- 
mières conditions  donnent  évidemment  lieu  aux  inégalités 


h- 


b 

cosa" 

""•îf 

(_ 

-'"' 

i>o-,,. 

-^o" 

.0 

i5  +  o- 

BO 

sinCBO  ou 

(6- 

a 

sinia" 

-,/,     2\ 

(1 

—  an') 

o35-,  =  o-,. 


dans  lesquelles  «"  doit  être  pris  égal  à  20  degrés  au  moins. 

I.  On  reconnaît  du  reste  que,  dans  les  condiliong  pratiques, 

des  vitesses  extrêmes  difTÉre  très-peu  de  laiitessc  moyenne  i^ 

l'ecarl  proportionnel  des  vilesses  est  sensitlement  ^l  il 


La  seosibilité  de  l'appareil   dépend  donc   directement  do  l'importance  des 
icsistances  passives;  il  en  résulte  qu'il  n'y  a  aucun  avantoBB  a  employer  de» 
réBulaleurs  rendus  isochrones  par  l'introduction  de  masses  considérables  qui, 
en  chargeant  lea  arLiculalions,  occasionnent  un  accroissement  oulable  des  ré- 
Dans  ce  qui  pracèda,  nous  n'avons  cnvisagà  les  régulateurs  que  dans  leur  état 
d'équilibre;  si  l'on  vaut  se  rendra  compte  du  fonclionnement  réel  <le  ces  appa»    1 
reils,  il   est  indispensable  d'étudier  les  conditions  du   mouvement   qui  Im    n 
uniène  d'una  position  d'équilibre  à  une  autre.  A  ce  point  de  vue,  leur  moment    U 
d'inertie  joue  un  grand  rdle  ;  M.  Rolland  a  Tait  voir  (Mémoire  sur  l'élablisoement    9 
dus  réipllBlours  de  la  vitesse,  Jfutnal  de  fÉcoU  PoljUcknique,  XLIIf  Cahier)  ,  | 
qua,  lorsque  l'importance  de  ce  moment  dépasse  certaines  limites,  il  peut  en     I 
l4iulter,  pour  les  boules  e1  par  suite  pour  la  vitesse  de  U  machine,  des  oscil- 
l«tli)n*  continues  que  lea  praticiens  appellent  oscillatioat  à  longues  périodti.      I 
M^  HulUnd  >  étudié  les  moyens  ù  employer  pour  réduire  au  minimum  l'inertie     ^ 
4*  l'«|>|>urvil,  et  il  a  indiqué  une  disposition  d'un  régulateur  parfailement  iso- 
u4lMt*i  Jin»  lequel  il  n'oïisto  aucune  masse  parasita  [voir  le  Mémoire  cité     ]] 


l 
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Ces  inégalités  feront  connaître  les  limites  des  valeurs  qui 

peuvent  être  attribuées  au  rapport  79  quand  on  se  sera  donné, 

avec  a^  la  valeur  de  Tune  ou  de  l'autre  des  quantités  o)  et 
h- h' y  qui  sont  liées  entre  elles  par  la  relation 

^b    i-h2n\   0)2 

Ayant  réglé  les  valeurs  de  a",  w,  p,  h  —  h'  et  j?  d'après  ces 

considérations  et  celles  qui  peuvent  résulter  de  l'établissement 
du  système  de  leviers  servant  à  transmettre  le  mouvement  des 
manchons  à  la  vanne  motrice,  on  en  déduira  immédiatement 
les  valeurs  de  p,  6,  a, . . .  au  moyen  des  équations 

2.n' b  cosa  (i— 2/iJ  w' 

31.  Limites  des  proportions  à  adopter.  —  Pour  que  ces 
valeurs  soient  admissibles,  elles  ne  devront  pas  dépasser  cer- 
taines limites  que  l'usage  ou  l'expérience  indique.  Ainsi,  par 
exemple,  il  y  aurait  quelque  inconvénient  à  ce  que  P  excédât 
de  beaucoup  36  à  4^  kilogrammes  et  que  b  fût  supérieur  à 
I  mètre  ou  à  i",io.  Or,  d'une  part,  l'expression  ci-dessus  de  b 
fait  voir  que  cette  dernière  limite  serait  notablement  surpas- 

sée  si  l'on  donnait  à  cosa"  et  à  —  des  valeurs  trop  inférieures 

S 
à  l'unité,  condition  qu'on  remplira  en  ne  donnant  pas  à  l'an- 
gle «"  plus  de  3o  degrés,  et  ne  faisant  pas  faire  à  l'axe  du  régu- 
lateur moins  de  3o  révolutions  par  minute.  D'une  autre  part, 
on  ne  saurait  attribuer  à  n'  une  valeur  au-dessus  de  o,o3  sans 
faire  perdre  à  l'appareil  sa  propriété  régulatrice;  la  première 
des  inégalités  ci-dessus  donne 

j>(o"»,i8  — / 1 ^>  0,1 -4- 0,5  =  0,6; 

b  2g-      21  —  2w, 

puisque  7  est  au  moins  égal  à  o",o2,  que  w'  doit  surpasser  g, 
d'après  ce  qui  précède,  et  qu'enfin  la  fraction ^9  dans 


1 
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laquelle  n'  est  plus  petit  que  n",  surpasse  elle-même  l'unîtê, 
on  aura  née  essai  rem  eiu 


Celle  condition  pourrait  conduire  à  donner  à  h  —  h' ,  dans 
certains  cas,  des  valeurs  irop  petites  incompalibles  avec 
l'équation 

car  le  produit  p{h  —  h'),  qui  exprime  en  quelque  sorlo  l'efïet 
utile  du  réguiaieur,  pour  la  course  ascendante  du  man- 
(■hon,  a  une  valeur  assignée  par  l'amplitude  correspondante 
ilu  mouveiiieni  de  la  vanne  ei  de  la  résistance  que  ce 
jnouvement  entraîne  avec  lui,  de  sorle  que  p  ne  peul  être  di- 
minué sans  que  h  ~  h'  augmente.   Substituant   d'ailleurs  la 

valeur  de  j  tirée  de  cette  dernière  relation  dans  l'expression 
de  P,  il  en  résultera 


-an'[ri,-n')  s' 
nouvelle  expression  dans  laquelle  le  produit /)(/i  —  A'}  esi 
donné,  —  >i,  ei  qui  peul  conduire  à  une  valeur  de  P  supé- 
rieure de  beaucoup  à  4°  kilogrammes,  auquel  cas  il  faudrait 
renoncer  au  dispositif  de  la  Jig.  6  pour  recourir  à  l'un  ou  à 
l'autre  de  ceux  des^^.  8  et  g. 

Je  ne  crois  pas  d'ailleurs  nécessaire  de  rapporter  ici  les 
équalions  de  condition  ou  inégalités  relatives  à  ces  derniers 
dispositifs,  les  discussions  qui  précédent  montrant  suffisam- 
meni  la  marche  qu'il  faudrait  suivre. 

32.  Système  d'embrayage  pour  suppléer  la  force  du  régu- 
lateur par  celle  de  la  machine.  —  Lorsque  les  valeurs  de^  ei 
de  A  —  A'  sont  tellement  grandes  qu'il  devient  impossible  de 
faire  mouvoir  directement  la  vanne  par  le  manchon  du  régu- 
iaieur, on  sait  que  l'usage  des  conslruclcurs  est  de  tirer,  du 
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mouvement  même  de  la  machine^  la  force  nécessaire  pour 
opérer  celle  manœuvre;  le  disposilif  employé  dans  ce  cas  est 
représenté  dans  la^îg*.  12. 


Fig.  12. 


Le  régulateur  est  alors  uniquement  employé  à  faire  mouvoir 
le  manchon  d*embrayage  L  par  Tintermédiaire  du  levier  GL; 
OK  est  un  arbre  qui  tire  directement  son  mouvement  de  la 
machine,  et  autour  duquel  peuvent  tourner  librement,  sans 
glisser  longitudinalement,  les  roues  d'angles  N,  M  qui  en- 
grènent dans  la  roue  Q  servant  à  transmettre,  tantôt  dans  un 
sens,  tantôt  dans  Taulre,  le  mouvement  de  Tarbre  OK  à  la 
vanne,  dès  que  le  manchon  à  griffe  L,  qui  a  au  contraire  la  fa- 
culté de  glisser  sans  tourner  sur  cet  arbre,  vient  à  embrayer 
l'une  ou  Tautre  des  roues  N  ou  M,  de  manière  à  les  rendre 
solidaires  avec  ce  même  arbre. 

Il  résulte  de  ce  disposilif  que  Tefforl  p  est  simplement  rem- 
placé par  celui  qui  est  nécessaire  pour  faire  glisser  d'abord, 
puis  embrayer  le  manchon  L  avec  Tune  ou  l'autre  des  roues  N 
et  M  dont  il  s'agit.  Mais  comme,  à  partir  de  l'instant  où  les 
griffes  du  manchon  L  sont  amenées  en  contact  avec  celles  de 


cre  les  ré-     ' 
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ces  roues,  l'effort  p  doit  êlre  augmenlé,  pour  vaincre  les  ré- 
sistaDccs  inliérenles  à  l'embrayage,  ii  s'écoulera  uti  certain 
temps  avant  que  la  machine  ail  acquis  te  nouvel  accroisse- 
menl  ou  la  nouvelle  diminution  de  vitesse  que  nécessite  ce  sur-   ; 
croU  de  résistance  ('). 

33.  Conditions  de  l'établissement  de  ce  système.  —  Nom- 
mant p'  l'effort  que  doit  alors  exercer  le  manchon  G  du  régu- 
lateur, 'j.',=  {i +/!'Jm,  ûi'',=  (i  —  n",  )w  les  vitesses  correspon- 
dantes du  régulateur,  et  observant  que  les  angles  ex',  a."  et  les 
hauteurs  h',  h"  n'ont  pas  varié,  on  aura  à  satisfaire  aux  nou- 
velles équations  de  condition 

P  P 

—  w'.'A'cosa:'—  P(i  —  p'n  —  o,  -  f.K'6'C05«"—  P6  M-  p'a^:o, 
ë  ^  g     -  /-  ' 

qui  serviront  simplement  à  déterminer  les  valeurs  de  w'j,  m', 
si  l'appareil  se  trouve  déjà  établi,  ou  a  déterminer  les  valeurs 
de  P,  a,  b,. . .  conjoialement  avec  les  équations  de  condition 
précédentes,  si  l'on  prétend  se  donner  arbitrairement  ces  pre- 
mières valeurs;  mais,  comme  alors  on  aurait  à  satisfaire  à  plus 
de  conditions  qu'il   n'y  a  d'inconnues  si  l'on  continuait  à 


{<)Jiégalaieursà  cônes  de  friciion.  —  Ainsi  que  cela  eel  dit,  à  la  Un  Jh  n"  Î5 
du  texte,  le  système  représente _^^.  il  conduit  à  des  écarts  de  vitesse  notables 
et  souvent  a  des  oscillationB  à  langue  période.  Cela  lient  i  ce  que  les  rcsialancei  I 
snr  le  manchon,  qui  sont  ordinairement  faibles  dans  le  trajet  entre  les  deux 
roues,  deiiounenl  brusquement  très-importantes,  au  moment  des  embra^agei 
ou  des  débrajBj;es.  On  a  cherche  à  remédier  à  cet  inconvénient  en  sulistilnanl 
ù  l'embrayage  i  dénis  un  système  de  cûncs  de  Triction  dont  la  manœuvre  eA 
plus  douce  et  plus  régulière.  H.  Fareolest  l'auteur  d'un  régulateur  de  ee  genre j 
il  a  perfectionné,  en  outre,  la  réglementation  en  adoptant  une  disposition  dan> 
laquelle  la  valve  d'admission  est  manceuvrée,  non-seulement  par  la  rotation 
résultant  de  l'erobrayace,  mnis  encore  par  te  mouvement  du  manchon  le  long 
do  l'axe;  les  deux  cûnes  sont,  du  reste,  mobiles  dans  le  sens  vertical  entre  cer- 
taines limites  de  course  et  d'efTurt,  en  sorte  que  le  mouvement  longitudinal  do  ~ 
mnnnhon  peut  se  conllnuer  après  l'embrayage.  Le  système  ingénieusement 
combiné,  il  l'aide  d'aibres  creux  concentriques  qui  permetleut  de  ramenir 
tnuloB  le»  pièces  iAdop  do  l'aie  du  régulateur,  est  d'une  eiécution  et  d'un 
uiitnitlnn  di(licilei(  il  n'est,  du  reste,  pas  établi  au  point  de  vue  de  l'isochro- 
nlime,  «t  le  cunsiructeur  lui  a  substitué,  depuis  quelques  années,  le  régulateur 
t  t>r«*trols4i(Notedun<>28).  (K.) 
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prendre  w',  et  &>*[  arbitrairement,  on  devra  regarder  les  équa- 
tions d'équilibre,  qui  renferment  ces  quantités,  comme  pro- 
pres seulement  à  les  déterminer  quand  les  autres  quantités  du 
problème  auront  été  fixées,  et  remplacer,  en  conséquence, 
les  équations  dont  il  s'agit  et  toutes  celles  qui  en  dérivent  par 
d'autres,  dans  lesquelles  on  devra  substituer  y7^  w'j,  o),,  /i',,  vH^ 
à />,&)',,  63%  »',,  71*,  respectivement. 

Relativement  à  la  manière  de  déterminer  y?,  elle  consiste 
tout  simplement  à  mesurer,  à  l'aide  du  dynamomètre  ou  par 
un  moyen  quelconque,  l'effort  nécessaire  à  appliquer  au  man- 
chon G  dans  la  direction  de  l'axe  AU  du  régulateur  pour  faire 
embrayer  le  manchon  L  avec  l'une  ou  l'autre  des  roues  N  et  M 
pendant  le  mouvement  même  de  la  machine  ;  ce  qui  n'a  aucune 
difflcuhé  lorsqu'une  fois  le  système  de  l'embrayage  et  du  le- 
vier GL  se  trouve  établi.  On  pourra  aussi  calculer  directement 
les  résistances  de  ce  système,  d'après  ce  qui  sera  dit  dans  les 
sections  suivantes  de  ce  Cours,  en  observant  que  la  résistance 
àl'embrayage,  mesurée  dans  le  sens  de  l'axe  OK  du  manchon  L, 
provient  essentiellement  :  i"  du  frottement  produit  sur  les  faces 
des  griffes  par  la  pression  qu'il  faut  leur  appliquer  perpendi- 
culairement pour  vaincre  la  résistance  opposée  par  la  roue  Q  ; 
a'du  frottement  produit  le  long  de  l'arbre  OK  tant  par  le  poids 
propre  du  manchon  que  par  la  réaction  qui  provient  de  cette 
pression,  et  qui  s'exerce  principalement  sur  la  languette  sail- 
lante servant  de  guide  à  ce  manchon  le  long  de  l'arbre  dont 
il  s'agit. 

Il  est  sans  doute  inutile  d'observer  que  la  résistance  /?'  doit 
être  évaluée,  d'après  les  suppositions  et  pour  l'instant  les  plus 
défavorables  possible,  de  sorte  que  l'effort  réel  ne  puisse  ja- 
mais surpasser  celui  qui  aura  été  adopté  d'après  le  calcul  ou 
l'expérience;  et,  comme  il  faut  que  cet  effort  soit  exercé  dans 
toute  l'étendue  de  la  course  du  manchon  L,  pendant  Tem- 
brayage  ou  le  débrayage,  il  serait  convenable  de  comprendre 
cette  étendue  dans  les  valeurs  de  A  —  A',  h"  —  A,  qui  sont  cen- 
sées correspondre  aux  vitesses  limites  w,  et  iù\  dont  il  a  été 
question  ci-dessus. 

Les  équations  de  condition  spécialement  relatives  à  l'éta- 
blissement du  régulateur  deviendront  ainsi,  en  admettant  tou- 
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jours  la  disiiosition  de  la  ftg.  tj. 


B.^r,t  '"'-"')  ë.. 


auxquelles  il  faudrait  joindre  les  inégalités  du  n"  31,  ijui  de- 
viennent  ici 

et  dans  lesquelles  a"  doit  toujours   être  pris  au-dessus  d» 
30  degrés. 

3i.  Action  de  la  gravité  et  de  la  force  centrifuge  sur  let 
verges  du  régulateur.  —  Avant  de  terminer  ce  sujet,  nou» 
croyons  devoir  inditjuer  la  manière  de  tenir  comple  de  raclioi^i 
de  la  gravité  et  de  la  force  centrifuge  sur  les  verges  du  régu- 
laieur,  action  qui  peut  exercer  une  certaine  intluence  dans  II 
cas  où  la  résistance  p  serait  très-faible. 

Négligeant  encore  le  frottement  des  articulations  du  sys^ 
tème  dont  l'action,  qui  s'ajoute  à  celle  de  p,  en  demeure  tou- 
jours une  très-petite  fraclion,  supposant  d'ailleurs  aux  verges 
une  forme  prismatique  ou  remplaçant,  dans  certains  cas,  lei 
sections  variables  par  une  secLion  moyenne  constante,  ce  qui 
altérera  très-peu  les  résuliats  du  calcul,  on  décomposer» 
d'abord  le  poids  des  verges  inférieures  BG  (^g-.  7  et  8}  en  deux, 
l'un  agissant  en  C  et  l'autre  en  B  j  le  premier  s'ajoutera  au 
poids  du  manchon  G  pour  augmenter  ou  diminuer  la  valeur 
de/»,  selon  ta  disposition  du  système  et  le  sens  propre  du 
mouvement  de  ce  manchon;  le  second  sera  de  nouveau  dé- 
composé en  deux  autres  agissant  en  0  ei  A,  dont  l'un  s'ajou*. 
tera  au  poids  P  des  boules  el  l'autre  sera  détruit  par  la  résis- 
tance de  l'axe  A.  On  décomposera  pareillement  le  poids  des 
verges  ABP  en  deux  autres,  agissant  aux  mômes  points  A  el  0. 

D'après  cela,  nommant  q,  q'  et  ^i  respectivement  le  poidt' 
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simple  des  verges  inférieures  et  supérieures  ainsi  que  du 
manchon  G,  on  trouvera,  en  particulier  pour  le  cas  de  la^îg^.  6 
et  en  conservant  les  dénominations  jusqu'ici  admises,  que 
le  poids  P  des  boules  doit  être  augmenté   de  la  quantité 

-  U  T  -f-  ç'  j  et  la  résistance  p  du  poids  ç  H-  g,  si  le  manchon 

s'élève,  ou  diminué  de  ce  même  poids  s'il  s'abaisse. 

Quant  à  la  force  centrifuge  des  verges,  on  trouve  sans  diffi- 
culté que,  pour  chacune  d'elles,  son  action  équivaut  à  celle 
d'une  masse  égale  au  tiers  de  la  sienne  propre  et  supposée  con- 
centrée à  l'extrémité  la  plus  distante  de  l'axe  de  rotation.  Or 
il  résulte  de  cette  proposition  que,  pour  tenir  compte  de  l'ac- 
tion de  la  force  centrifuge  sur  les  verges,  il  suffira  d'aug- 

p 
menter  simplement  la  masse  M  =  -  des  boules  de  la  quantité 

Dans  le  cas  de  la  ^g.  9,  on  observera  que  le  poids  du 
manchon  et  du  losange  supérieur  ABCD  est  opposé  à  celui  des 
boules;  de  sorte  que,  si  l'on  représente  ici  par  q,  ç'  et  g"  res- 
pectivemeni  le  poids  des  verges  ou  portions  de  verges  AB,  AP 
eiBC,  on  devra  remplacer,  dans  les  équations  d'équilibre  qui 
s'y  rapportent, 

par  P-f--^'--(g4-,-)_ 

Ti       I     ,       I  ,  „.  «  sin(m  -h  a) 

P  P  I      ,  I    ,  „,AK 

8         8  ^8  ^8  Al 

P  I      ,  I    ,  ,,,  a  cos(m-f-  a) 

g  ôg^  3   ^  ^    '  b         cosa 

/>  par  /?  —  ç,  —  q"  si  la  vitesse  augmente,  et  par  p  -^  qi-^q'' 
si,  au  contraire,  elle  diminue  ou  que  le  manchon  s'élève. 

35.  Obseri^ations  générales  relatives  à  rétablissement  des 
f^gulateurs  à  force  centrifuge.  —  Les  développements  dans 
lesquels  nous  venons  d'entrer  sont  suffisamment  motivés  par 
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)'importance  des  appticaiions  que  reçoit,  dans  l'industrie,  It 
régulateur  à  force  centrifuge  et  l'étal  d'imperfection  où  se' 
trouve  encore  sa  théorie;  mais  nous  n'aurions  qu'imparfaiie- 
menl  rempli  la  lâche  que  nous  nous  sommes  imposée  si  nous 
n'insistions  quelque  peu  sur  l'étendue  de  ces  applications  ei 
les  attentions  qu'on  doit  avoir  lors  de  son  établissement. 

D'abord  il  est  clair  que,  quelle  que  soit  la  manière  dont  il  ail 
été  primitivement  réglé,  les  effeis  ne  pourront  être  que  très- 
incertains,  très- irréguliers  si  la  résistance  de  la  vanne  ou  dd 
système  qui  la  ])e  au  manchon  n'est  pas  constante,  ou  si  elle, 
est  susceptible  de  croître  au  delà  des  limites  qui  lui  ont  été 
d'abord  assignées,  ce  qui  arrive  pour  beaucoup  de  cas, 

Ensuite  si  la  machine  est  par  elle-même  douée  d'un  moit» 
vement  oscillatoire  ou  périodiquement  variable,  telles  qu? 
celles  qui  portent  des  balanciers,  des  bielles  et  manivelles,  tl 
régulateur  ne  fera  lui-même  qu'osciller  à  chaque  révolutïODi 
autour  de  la  position  moyenne,  en  imprimant  a  la  vanne  ai(^- 
irice  des  mouvements  contraires,  plus  nuisibles  qu'utiles,  pul*; 
qu'ils  ne  peuvent  en  aucune  manière  empêcher  la  périodicité 
de  la  vitesse  de  la  machine.  Le  volant,  dont  nous  étudierons 
la  théorie  plus  loin,  est  seul  capable  de  diminuer  l'amplitude 
de  ces  variations  de  la  vitesse,  pour  ainsi  dire  momentanées^ 
et  l'effet  du  régulateur  doit  se  borner  à  empêcher  que  ce  mou- 
vement ne  s'accélère  ou  ne  se  retarde  pas  trop  dans  une  suc- 
cession de  périodes  de  la  machine  (')■ 

Enfin  lorsqu'on  a  recours  simultanément  à  l'emploi  d' 
volant  et  du  régulateur,  il  convient  de  ne  pas  donner  à  ce  der- 
nier une  sensibilité  telle,  qu'il  puisse  osciller  pendant  la  durée 
du  mouvement  régulier  ou  de  régime  de  la  machine,  ce  qai 
exige  qu'on  prenne  pour  n'w  ou  «"w  précisément  le  plus  grand 
des  écarts  que  reçoit  la  vitesse  durant  ce  mouvement  et  malgré 
la  présence  du  volant.  On  peut   aussi,  sans  diminuer  ceiw 

(  '  )  Corrélation  encre  le  régnlaleur  ef  le  volant.  — 
en  relnlioD  intime  avec  l'éncrgit-  du  volant;  quelque 
lateur,  il  ae  peul  pas  agir  instanlanéineiit;  les  ronsidéralions  c 
teite  prouvent  du  reste  qu'une  trop  grande  BCDBibiiili 
plus  Duisible  qu'utile.  Il  faut  ajouter  que,  duos  la  plupart  des  maclimi 
tout  dans  lei  machines  à  délente,  le  régulateur  ne  peut  atoir  d'action 
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sensibilité,  donner  à  la  gorge  du  manchon  qui  conduit  les 
vannes  une  longueur  telle  que,  moyennant  un  jeu  convenable, 
ces  dernières  ne  se  meuvent  qu'à  partir  de  la  position  du  ré- 
gulateur, qui  répond  au  plus  grand  écart  dont  il  s'agit.  Cette 
disposition  est  surtout  nécessaire  dans  le  cas  où  Ton  est  forcé 
d'employer,  pour  manœuvrer  la  vanne,  l'embrayage  dont  il  a 
été  parlé  au  n<*  32;  mais  alors  le  jeu,  au  lieu  de  s'établir  sur 
l'un  ou  l'autre  des  manchons,  doit  l'être  sur  l'arbre  même  qui 
porte  l'embrayage,  de  façon  que  le  manchon  de  cet  arbre  ait 
un  certain  espace  à  parcourir  avant  d'embrayer  dans  l'une  ou 
l'autre  des  roues.  De  plus,  comme  ici  la  vanne  est  susceptible 
de  s'élever  ou  de  s'abaisser  d'une  quantité  très-grande  avant 
que  l'inertie  des  masses  de  la  machine  ait  permis  de  ramener, 
d'une  quantité  sensible,  la  vitesse  actuelle  vers  la  vitesse  de 
régime,  on  voit  que  ce  dispositif  pourra,  dans  certains  cas, 
présenter  des  inconvénients  fort  graves,  et  aura  dans  tous  celui 
d'amener  la  vanne  à  un  état  d'oscillation  d'une  durée  plus  ou 
moins  grande,  ce  qui  tient  à  ce  que  les  amplitudes  de  son  mou- 
vement n'ont  qu'une  dépendance  fort  indirecte  avec  la  cause 
qui  fait  varier  la  vitesse  de  la  machine,  et  qui  consiste  évidem- 
ment dans  la  variation  même  des  résistances  qui  lui  sont  ap- 
pliquées. 

Cette  dernière  considération  nous  conduit  à  une  solution  du 
problème  qui  nous  paraît  plus  directe  et  plus  simple,  outre 
qu'elle  jouit  de  divers  avantages  très-essentiels  que  nous 
aurons  soin  de  faire  connaître  dans  l'article  suivant. 


nir  le  moteur  que  pendant  une  fraction  de  la  course  du  récepteur,  c'est-à-dire 
pendant  la  période  d'introduction.  Il  résulte  de  là  qu'il  s'écoule  nécessairement 
on  temps  plus  ou  moins  long  entre  le  moment  de  la  production  d'une  varia- 
tion dans  la  vitesse  et  celui  où  le  régulateur  peut  apporter  une  correction 
utile.  Pendant  cette  période,  les  volants  seuls  peuvent  atténuer  les  inconvé- 
nients des  variations;  leur  moment  d'inertie  doit  donc  être  calculé  de  manière 
i  ne  pas  laisser  atteindre  à  l'accélération  du  système  sa  valeur  dangereuse,  et,  en 
lecond  lieu,  à  maintenir  la  vitesse  entre  les  limites  voulues,  en  supposant  que 
U  variation  de  travail  persiste  pendant  tout  le  temps  que  le  régulateur  ne  peut 
pss  avoir  d'action  efficace  {voir,  au  sujet  de  la  corrélation  entre  le  régulateur 
et  le  volant,  le  Mémoire  sur  les  effets  des  variations  du  travail,  et  sur  les  moyens 
de  les  corriger,  par  M.  E.  Rolland,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
janvier  187a).  (K.) 
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Nouveau  régulateur  à  ressort  et  instantané. 

36,  Descn'plion  de  l'appareil.  —  A  el  A'  (Jig.  i3]  sont  deux 
portions  indépendantes  d'un  même  arbre  moteur,  inierrompo' 
vers  le  milieu  de  l'inlervalle  compris  entre  les  eoussinels  hg, 
qui  en  supporlenl  les  exlrémilés  voisines.  L'arbre  A  entraîne, 
dans  son  mouvemeiil,  le  tambour  en  fonte  CCj  qui  est  évidé 


intérieurement  et  armé  de  mentonnets  saillants  a6;  l'arbre  A' 
Tailcorps  avec  le  noj'au  a'a'  portant  des  lames  d'acier  droites 
el  flexibles  aa'  dirigées  suivant  les  rayons,  et  dont  les  extré- 
mités les  plus  éloignées  de  l'axe  sont  pressées  par  les  men- 
tonnels  ab  du  tambour  C;  de  cette  manière,  le  mouvement  de 
rotation  de  l'arbre  A  est  transmis  à  l'arbre  A'  par  l'intermé- 
diaire des  ressorts  aa' ,  et  réciproquement. 

lï,  B'  sont  deux  roues  égales  portant  le  même  nombre  de 
dents,  et  qui  reçoivent  le  mouvement  des  deux  arbres  respec- 
tifs A  et  A';  ces  roues  engrènent  avec  les  pignons  F  et  F'  montés 
sur  l'arbre  DD'  parallèle  à  AA':  mais,  tandis  que  la  roue  F'  fait 
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ccfrps  avec  son  arbre,  la  roue  F,  qui  porte  un  manchon  à  gorge  G 
ei  dont  le  noyau  est  taillé  en  écrou,  peut  cheminer  le  long  de 
cet  arbre  qui,  à  cet  effet,  est  taillé  en  vis.  Maintenant  il  est  clair 
que,  si  les  portions  d'arbre  A,  A'  faisaient  système,  les  roues  B, 
B'  décrivant  les  mêmes  angles,  Técrou  suivrait  le  mouvement 
delà  vis  sans  cheminer  longitudinalement;  mais  que,  comme 
ces  arbres,  au  contraire,  parcourent  des  angles  différents  à 
cause  de  la  flexion  des  ressorts  qui  les  unissent,  il  arrivera  que 
la  roue  F  chemin'era  le  long  de  son  arbre  d'une  quantité  qui  sera 
exactement  proportionnelle  à  l'angle  de  torsion  des  arbres  A 
et  A',  et  dont  elle  donnera  la  mesure  précise;  qu'enfin,  si  l'ef- 
fort de  réaction  de  ces  mêmes  arbres  est  constant,  ce  qui  sup- 
pose le  mouvement  rigoureusement  uniforme,  la  roue  F  tour- 
nera, sans  cheminer,  à  la  place  que  lui  assigne  l'angle  de  torsion 
relatif  à  cet  effort.  Concevant  donc  que  le  manchon  G  soit  em- 
ployé à  faire  mouvoir  la  vanne,  qui  sert  à  régler  le  volume  du 
fluide  moteur  admis  sur  la  machine,  de  manière  que  cette  vanne 
s'abaisse  quand  la  flexion  des  ressorts  augmente  et  s'élève 
quand  elle  diminue,  on  voit  que  le  nouveau  dispositif  remplira 
d'autant  mieux  les  fonctions  de  régulateur  qu'ici  les  quantités 
dont  la  vanne  s'est  élevée  ou  abaissée,  c^esl-à-dire  dont  l'ori- 
fice s'est  agrandi  ou  diminué,  seront  exactement  en  rapport 
avec  les  variations  correspondantes  de  la  flexion  de  ressorts 
qui,  en  deçà  de  la  limite  pour  laquelle  l'élasticité  est  altérée, 
sont  elles-mêmes,  comme  on  sait,  exactement  proportion- 
nelles aux  variations  de  l'effort  qui  sollicite  ces  ressorts  à  leurs 
extrémités. 

37.  Dispositions  diverses  de  ce  régulateur.  —  Au  lieu  des 
roues  dentées  B  et  B',  F  et  F',  on  peut  employer  de  simples 
poulies  qui  se  communiquent  le  mouvement  par  des  cordes  sans 
fin,  pourvu  que  ces  cordes  soient  convenablement  tendues  et 
que  l'arbre  DE  soit  assez  éloigné  de  AA'  pour  que  la  poulie  F, 
qui  alors  aura  très-peu  de  largeur,  ne  se  présente  pas  trop 
obliquement  par  rapport  à  la  corde  qui  la  lie  à  la  poulie  B.  * 

Pareillement,  au  lieu  de  laisser  au  pignon  F  la  liberté  de 
cheminer  dans  le  sens  de  l'axe  DD',ce  qui  oblige  à  donner  une 
grande  largeur,  soit  à  ce  pignon,  soit  à  la  roue  B,  on  pourrait 
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le  maintenir  à  la  même  place  au  moyen  d'épauiements  latt 
raux  fixes,  mais  alors  c'est  l'axe  DD'  qui  porterait  le  manch^ 
et  aurait  la  faculté  de  glisser  longiludinalement,  soit  dans  al 
deux  coussinets,  soit  dans  l'œil  de  la  roue  F',  qui  serait  épairi 
latéralement  et  porterait  des  tenons  saillants  s'engageant  dan 
des  mortaises  pratiquées  longitudinalemenl  sur  l'arbre  D,  D 

38.  Il  peut  être  avantageux,  dans  certains  cas,  de  remplace 
le  tambour  C  par  une  roue  d'engrenage  de  la  machine,  quisj 
rait  folle  sur  l'arbre  AA',  composé  alors  d'une  seule  pièce,  î 
ne  transmettrait  son  action  à  ce  dernier  que  par  l'intermédiaife 
des  ressorts  a,  d  disposés  comme  dans  le  cas  précédent.  Dj 
ce  dispositif  la  roue  B',  par  exemple,  ferait  système  avec 
roue  C,  ce  qui  exige  qu'elle  puisse ,  de  son  côté ,  tourner  libi 
ment  autour  de  l'arbre  AA';  mais  alors  la  roue  C  peut  eU| 
même  irès-bien  en  tenir  lieu,  lorsque  sa  denture  est  exécutjji 
avec  la  précision  convenable. 

EnTin  nous  indiquerons  encore  la  disposition  très-simple  à{ 


FiE-  i4- 
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qu'elle  conduit,  sont  montés  sur  Tarbre  même  du  tambour  C, 
mis  en  mouvement  par  la  roue  d'engrenage  E  :  l'angle  relatif 
décrit  par  ce  tambour  et  par  Tarbre  AA',  en  vertu  de  la  flexion 
des  ressorts,  fait  mouvoir  le  double  secteur  denté  BB',  monté 
sur  un  arbre  particulier  D,  faisant  corps  avec  AA',  eic. 

39.  Calcul  des  dimensions  à  donner  aux  lames  ('). — Voyons 
maintenant  comment  on  devra  procéder  à  rétablissement  du 
régulateur  qui  nous  occupe. 

Supposons  les  lames  des  ressorts  égales  et  prismatiques; 
nommons  P  Tefîort  total  qui  les  sollicite  à  leurs  extrémités 
près  du  tambour  C,  n  leur  nombre,  a  leur  longueur  ou  saillie 
sur  le  noyau,  6  leur  largeur,  c  leur  épaisseur,  /  leur  flèche 
commune,  qui,  étant  censée  fort  petite  par  rapport  à  leur  lon- 
gueur a,  peut  être  prise  pour  Tare  décrit  par  leurs  exirémiiés, 
on  aura,  d'après  les  formules  connues  sur  la  résistance  des 
verges  élastiques  à  la  flexion, 

4Pfl^ 
^""  nEb&' 

dans  laquelle  le  coefficient  d'élasticité  E  est  d'environ 
2I000  0OOOOO  kilogrammes  pour  l'acier  fondu,  et  lorsque  Ton 
prend  le  mètre  et  le  kilogramme  pour  unités  de  mesure.  Dé- 
signons, en  outre,  par  P'  et/'  le  plus  grand  efifort  et  la  plus 
grande  flèche  que  doivent  supporter  les  lames,  afin  que  leur 
élasticité  ne  puisse  être  altérée,  même  après  un  long  usage, 
effort  qui  est  environ  7  de  celui  qui  répond  à  la  rupture,  on 
aura,  pour  régler  les  dimensions  de  ces  lames, 

/    —       p  f    ->       tt  —  7— r-       OU       —  A  -^ — 9 

•^        nEoc^  nbc^  n  &a 

dans  lesquelles  E  a  la  même  valeur  que  ci-dessus;  et  R,  coef- 
ficient de  rupture,  doit,  d'après  M.  Morin,  être  pris  égal  à 
ïo3  333  333  kilogrammes. 


i')  Voir^  pour  la  détermination  de  la  forme  et  des  dimensions  des  lames, 
^^  Notice  sur  divers  upj^areiis  djrnamométriques,  par  M.  A.-  Morin.  (K.) 
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De  là  on  lire,  pour  calculer  l'épaisseur  c  et  la  largeur  l 
quand  la  longueur  a  et  U  fli-che  maximum  /sont  connues, 

4R    «'  .,  o'       ,        i8P' 

Prenant  /'^  o"",  o5,  n  ^  Si,  P  =  2000  kilogr.  et  a  =  o^i^, 
on  trouve  c  — o^.ooSS  el  /'  =  o'", 372.  Cette  dernière  dimen- 
sion ne  pourrait  éire  adoptée  pour  la  largeur  d'une  lame  u 
que;  on  remplacerait  celle-ci  par  six  ou  sept  petites  lames  de 
o'°,o5  à  D™,o6  de  largeur  dans  le  sens  de  l'axe  de  la  roue,  si 
mieux  on  ne  préférait  augmenter  le  nombre  n  ou  la  largeur  a 
de  manière  à  réduire  b  convenablement;  résultat  auquel  on  , 
aniverait  surtout  en  diminuant  y,  d'où  dépend  essenlielle- 
meni  la  sensibilité  de  l'appareil. 

D'ailleurs,  si  l'on  donne  au  profil  des  lames  la  forme  de  la 
parabole  d'égale  résistance,  en  leur  conservant  toujours  l'é-    | 
paisseur  e.  près  du  noyau  de  l'arbre,  la  flexibilité  sera  augmen- 
tée et  les  résultais  seront  plus  avantageux.  En  effet,  les  for- 
mules deviendroni  alors 

8R    a'  „  a'        . 

ce  qui  donnera  dans  les  hypothèses  cî-dessus,  c'est-à-dire  pour 

n  =  32 

c^o"',0372    *et     ô=;o'",i3a. 

40.  Disposition  à  adopter  dans  le  cas  de  machines  puissantes 
exposées  à  des  cliocs.  —  En  supposant  que  l'appareil  ail  élé 
monté  sur  un  axe  à  grande  vitesse,  ce  qui  parait  convenable, 
la  valeur  aooo  kilogrammes,  attribuée  à  P,  répondra  évidem- 
meniàune  machine  lrès-puissanle;ce  qui  suffit  pourdcmontrer 
la  possibilité  de  ce  genre  de  régulateur  pour  les  divers  ca5 
d'application.  Celle  valeur  sera  toujours  facile  à  déterminer 
opproximativemeni  au  moyen  du  calcul  ou  de  l'expérience; 
néanmoins  on  fera  remarquer  que,  si  cette  même  machine 
était  soumise  à  des  chocs  ou  changements  brusques  de  vi- 
tesse, l'efforl  de  réaction  P  pourrait  acquérir  momentanément 
de  très-grandes  valeurs  et  compromettre  la  solidité  des  res- 
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sorts.  Dans  ce  cas,  il  sera  à  propos  de  disposer  les  choses  de 
façon  que,  quand  Fangle  relatif  ou  de  torsion  du  tambour  C, 
par  rapport  à  l'arbre  qui  supporte  les  ressorts,  dépassera  la 
limite  qqi  répond  à  la  flèche  /',  la  couronne  de  ce  tambour 
vienne  porter  contre  des  saillies  ou  bras  faisant  corps  avec 
Varbredont  il  s'agit,  condition  très-facile  à  remplir  en  plaçant, 
dans  l'intervalle  des  lames,  des  tiges  très-roides  et  très-fortes 
contre  lesquelles  viendront  s'appliquer  des  saillies  pratiquées 
sur  le  pourtour  inférieur  du  tambour  C.  On  fera  bien  d'ailleurs 
d  user  de  cette  précaution  dans  tous  les  cas,  ne  serait-ce  que 
pour  éviter  les  grands  efforts  de  torsion,  qui  ont  lieu,  en  gé- 
néral, lorsque  l'on  met  la  machine  en  train  et  que  le  moteur 
doit  vaincre  les  forces  d'inertie  du  système,  en  outre  dès  résis- 
tances. 

41.  Loi  qui  lie  le  mouvement  du  manchon  de  V appareil 
aux  tensions.  —  Ayant  ainsi  réglé  les  dimensions  des  lames 
ei  la  limite  des  efforts  qu'elles  doivent  supporter,  ou  de  la 
flèche  qu'elles  doivent  prendre,  on  trouvera  sans  difficulté  la 
loi  qui  lie  en  général  ces  efforts  aux  courses  correspondantes 
du  manchon  G.  Nommant,  en  effet, 

d  Tangle  relatif  ou  de  torsion  du  tambour,  correspondant  à 

l'effort  P  et  à  la  flèche  quelconque/; 
û4-rf  te  distance  de  l'extrémité  des  lames  à  l'axe  AA'; 
R  le  rayon  des  roues  B,  B'  ; 
l' celui  des  pignons  F  et  F'  ; 

^  le  pas  commun  aux  différents  filets  de  la  vis  DD'; 
6nQn  h  la  longueur  de  course  du  manchon  parcourue  pendant 

que  l'angle  0  ou  l'arc /est  décrit, 

on  aura  évidemmept 

•  * 

,,      ^      ,        0R  2P«»eR 

e(a-i-rf)zrr/,      /|z=  e=z 

pour  fixer  les  positions  du  manchon  relatives  à  chacun  des 
efforts  P  exercés  sur  les  ressorts. 

42.  Cet  appareil  peut  servir  de  moyen  dynamo  métrique 
pour  mesurer  le  travail  des  machines.  —  Les  longueurs  de 

8. 
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course  h,  parcourues  par  le  manchon,  élani  exactement  pro- 
porlionnelles  aux  efforts,  on  voit  que  cet  appareil  pourrail 
Irès-bien  servir  de  moyen  dynamomélrique  propre  à  mesurer 
à  chaque  insiani  l'intensité  de  ces  efforts;  il  ne  s'agirait  à  cet 
effet  que  d'adapter  au  manchon  un  index  et  un  limbe  gradué, 
disposés  à  peu  près  de  la  même  manière  que  dans  le  dynamo- 
mètre à  ressorts  de  M.  Régnier  ;  ajoutant,  en  outre,  à  ce  même 
appareil,  le  dispositif  à  plateau  tournant  ('),  dont  il  sera  parlé 
dans  une  autre  partie  de  ce  Cours,  on  obtiendrait  la  succession 
des  elTorls  variables  de  la  puissance  P  et  la  quantité  d'action 
ou  de  travail  même  qu'ib  produisent,  quantités  qui  sont  me- 
surées par  l'intégrale  du  produit  de  ces  mêmes  efforts  el  des 
chemins  élémentaires  décrits  par  leur  point  d'application,  si- 
tué à  fa  dislance  a  +  d  As.  l'axe  AA'  en  vertu  du  mouvement 
de  rotation  général  de  cet  axe. 

Supposons  le  mouvement  uniforme  et  la  force  P  constante 
remplacée  par  sa  valeur  moyenne;  nommons,  de  plus,  m  le 
nombre  des  révolutions  de  l'axe  ÀA'  par  minute,  la  quantité 
de  travail  sera  pour  chaque  révolution  de  cet  arbre  mesurée 
par  le  produit 

et  pour  chaque  seconde  par 


(')  Le  Chapitre  relatif  au  régulateur  à  ressort  esl  extrait  de  l'ëditiun  de  |B36. 
Ln  deuriplioD  de  l'apiiareil  a  été  donnée  par  PoDcelet,  en  ]83o,  dans  le  Coiiri 
de  Mécanique  industrielle /ait  aur  ouvrier!  messins. 

Les  principee  fondamenlaui  des  divers  appareila  djnamo métriques,  encore 
en  ueage  aujourd'hui,  dont  il  est  questiuu  dans  le  n"  4!,  sont  eiposcs  en  détail 
dans  le»  Levons  préparatoires  au  lever  d'usines  (annêaB  iS3i;,  professées  par 
l'auteur  a  l'École  d'applîcalion  de  Ulext.  Foir,  k  ce  sujet,  dans  la  Ifolice  analy- 
tique sur  les  travaux  de  Poncelet  (mars  i83^  ),  les  articles  relaUfs  auï  appareili 
suivants:  Nouveau  régulateur  à  ressort;  appareil  dynamomètrique  pour  mesurer 
le  travail  des  moteurs  el  des  machines;  compteur  servant  à  mesurer  te  travail 
variable  des  farces,  l'aiie  des  courbes  et  la  valeur  des  intégrales;  appareil 
pour  découfrir  expérimenlatemenl  les  lois  du  mouvement  varié  des  machines. 
Conililter  éualamonl  la  Notice  sur  divers  appareils  ifynamomélriques,  par  M.  A. 
Morin.  (K.) 
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expressions  dans  lesquelles  on  mettra  pour  P  sa  valent  en  h 
déduite  de  l'équation  ci-dessus  qui  donne 

et  partant 

27r(«H-rf)P_  m:Hn-\-dYY.bc^rli 

60  6oa'eK  * 
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43.  Manière  de  graduer  ou  de  tarer  V instrument  après  sa 
mise  en  place.  —  Mais,  au  lieu  de  calculer  directement  P  et  le 
travail  par  ces  formules,  il  sera  à  propos  de  déterminer  expé- 
rimentalementy  et  cela  après  la  mise  en  place  du  tambour  à 
ressort  et  du  manchon,  la  relation  qui  existe  entre  P  et  A  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  l'échelle  de  graduation  de  h  dont 
les  divisions  en  parties  égales  correspondront  toujours  à  des 
valeurs  égales  de  P,  tant  que  ces  valeurs  n'excéderont  pas  la 
limite  des  efforts  que  peuvent  subir  les  ressorts  d'une  ma- 
nière permanente  sans  perdre  de  leur  élasticité,  limite  que 
nous  avons  désignée  parP',  à  laquelle  correspond  une  course  A' 
du  manchon,  qui  sera  donnée  approximativement  par  la  for- 
mule 

7rr(rt  H-é/)  nE66'  ' 

ou  plus  exactement  par  l'échelle  de  graduation  dont  il  vient 
d'être  parlé. 

D'ailleurs  l'expérience  par  laquelle  on  se  propose  de  trou- 
ver, sans  calcul,  la  longueur  A,  qui  correspond  à  chacun  des 
efforts  P,  consiste  tout  simplement  à  envelopper  le  tambour  C 
d'une  cordelle  flexible  à  laquelle  on  suspendra  verticalement 
unpeids  égal  à  cet  effort,  en  fixant  Tarbre  AA',  qui  porte  les 
ressorts,  de  manière  qu'il  ne  puisse  en  aucune  manière  tour- 
ner, tandis  que  le  tambour  et  le  manchon  prendront  la  posi- 
tion d'équilibre  qui  répond  au  poids  dont  il  s'agit. 

Ces  opérations,  exécutées  avant  la  mise  en  place  du  s)^stème 
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des  leviers  ou  rouages  qui  serveni  à  Iransmetlre  le  mouve- 
ment du  manrhon  à  la  vanne  moirice  de  la  machine,  mellront 
à  même  d'arrêter  compléiemeni  le  projet  d'exécution  de  ce 
système  de  manière  à  atteindre  convenablement  et  sans  aucune 
hésilation  le  but  qu'on  s'est  proposé. 

ï%.  Établissement  du  système  de  leviers  qui  donne  le  mou- 
vement à  la  vanne.  —  En  effet,  la  vitesse  moyenne  ou  de  ré- 
gime qu'on  veut  laisser  prendre  à  la  machine  étant  assurée,  il 
ne  s'agira  que  de  faire  travailler  celle-ci  sous  la  plus  grande  et 
la  plus  petite  des  résistances  utiles  qu'on  aura  à  vaincre  pen- 
dant la  mise  en  activité,  en  levant  à  chaque  fois  la  vanne  mo- 
trice, de  manière  à  atteindre  la  vitesse  de  régime  dont  il  s'agit; 
observant  ensuite  les  positions  moyennes  correspondantes  des 
manchons  ou  les  valeurs  de  k,  on  disposera  le  système  des 
leviers  de  communication  entre  celte  vitesse  et  ce  manchon 
de  façon  qu'ils  prennent  nécessairement  les  positions  simul-  | 
tanées  qui  ont  été  observées  lors  des  expériences. 

Si  l'on  voulait  agir  d'une  manière  tout  à  fait  rigoureuse,  on 
ferait  travailler  la  machine  à  la  vitesse  de  régime,  sous  une 
suite  de  résistances  utiles  comprises  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  el.observantchacunedes  positions  correspondantes 
de  la  vanne  et  du  manchon,  on  auraîl  à  disposer  le  mécanisme 
qui  rend  leurs  mouvements  solidaires  de  façon  que  ces  posi- 
lions  fussent  simultanément  atteintes,  ce  à  quoi  on  parvien- 
drait par  le  tracé  convenable  de  la  pièce  que  dirige  la  gorge 
du  manchon.  Mais  comme  il  est  dans  la  nature  des  machines 
que  les  efforts  P  croissent  et  décroissent  avec  la  résistance 
uiile/^,  suivant  une  loi  exprimée  sensiblement  par  la  formule 
P  =  A  -(-  B/),  dans  laquelle  A  et  B  sont  des  fonctions  de  la  vi- 
tesse et  de  la  grandeur  qui  fixe  la  posilion  des  diverses  pièces 
à  un  instant  donné,  on  voit  que,  si  la  vitesse  doit  rester  la 
môme  à  chaque  révolution  ou  à  chaque  retour  de  la  machine 
à  la  même  position,  les  efforts  P  correspondant  à  celte  position 
se  composeront  d'une  quantité  constante  A,  exprimant  la  ré- 
sistance quand  p=:  o  ou  que  la  machine  marche  à  vide  avec  la 
vitesse  de  régime  doflt  il  s'agil,  et  d'une  autre  quantité  Bp 
exactement  proportionnelle  à  la  résistance  utile  p.   Or  cette 
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condilian  sera  naturellement  satisfaite  si  le  système  des  leviers 
qui  lient  le  mouvement  de  la  vanne  motrice  à  celui  du  man- 
chon est  établi  de  manière  que  les  espaces  décrits  demeurent 
exactement  proportionnels,  comme  cela  a  été  indiqué  en  pre- 
mier lieu,  car  la  vitesse  restant,  par  hypothèse,  constante,  les 
quantités  de  travail  dépensées  dans  chaque  révolution  de  la 
machine  ou  livrées  au  récepteur  croissent  elles-mêmes  sensi- 
blement comme  Teffort  P  et  comme  la  masse  de  fluide  écoulée 
parTorifice  de  la  vanne  motrice. 

45.  Causes  d'irrégularité  auxquelles  peut  échapper  cet  ap- 
pareil,—Ces  considérations  supposent  implicitement  que  les 
causes  qui  tendent  à  troubler  le  mouvement  de  la  machine 
proviennent  uniquement  de  la  variation  des  résistances,  et 
c'est  là  en  effet  ce  qui  a  lieu  dans  presque  tous  les  cas  où  il 
arrive,  comme  dans  les  laminoirs,  les  machines  à  filer,  les 
scieries,  etc.,  que  le  travail  de  l'opérateur  ou  de  plusieurs 
des  opérateurs  est  momentanément  suspendu  ou  modifié  par 
une  résistance  tantôt  plus  forte,  tantôt  plus  faible.  Or  si  Tin- 
tensité  de  l'action  transmise  par  le  fluide  moteur  à  la  machine 
pouvait  varier  par  des  causes  indépendantes  et  de  la  vitesse 
que  prend  cette  machine  et.de  l'ouverture  laissée  par  la  vanne 
régulatrice,  l'appareil  qui  nous  occupe  ne  serait  plus  d'aucune 
utilité,  parce  que  l'effet  P,  et  par  conséquent  la  position  du 
manchQn  du  régulateur,  pourrait  demeurer  sensiblement  con-  , 
sianie  pour  des  variations  très-lentes  du  mouvement  du  récep- 
teur, occasionnées  par  une  variation  correspondante  de  l'action 
du  fluide  moteur*  Tout  ceci,  au  surplus,  s'éclaircira  beau- 
coup par  l'étude  de  l'action  des  moteurs,  sur  laquelle  il  ne 
conviendrait  pas  d'insister  ici.  Nous  nous  contenterons  seule- 
"neni  de  faire  remarquer  que  les  causes  qui  tendent  à  faire  va- 
rier d'une  manière  absolue  l'intensité  de  l'action  motrice  sont 
très-rares  dans  les  machines  bien  établies,  et  que  le,vérilable 
remède  consiste  alors  dans  les  soupapes  de  sûreté,  les  orifices 
de  trop-plein,  les  grands  réservoirs  régulateurs  dont  il  a  été 
parlé  aux  n°*  let  8.  Quant  au  cas  où  cette  même  action  éprou- 
verait forcément  un  changement  d'état  durable  et  sensible, 
n  sera  très- facile  de  modifier  en  conséquence  l'ouverture 


r 
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moyenne  de  la  vanne  motrice  ;  mais  il  nous  sérail  impossible 
ici  d'entrer  dans  ces  détails  sans  dépasser  de  beaucoup  les 
bornes  que  nous  nous  sommes  prescrites. 

16.  Manière  d'éviter  les  oscillations  dans  des  variations  mo- 
mentanées de  mouvement.  —  Nous  ne  terminerons  pas  néan- 
moins ce  sujet  avani  d'avoir  dit  un  mot  de  la  manière  dont  on 
doit  disposer  le  régulateur  à  ressort,  pour  éviter  les  oscilla- 
tions périodiques  que  ne  manquerait  pas  d'éprouver  le  sys- 
tème de  la  vanne  et  des  leviers,  dans  le  cas  où  la  machine  ne 
serait  pas  naturellemeni  susceptible  d'un  mouvement  rigou- 
reusement uniforme  (  '  ). 

11  est  évident  qu'ici,  comme  dans  le  cas  du  régulateur  à 
force  centrifuge,  l'établissement  d'un  volant  est  une  chose 
absolument  indispensable  pour  diminuer  l'amplitude  de  ces 
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deui  arbres  avac  leurs  roues,  et  remarquant  que  la  différence  des  chemins  élé-     if 
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variations  momentanées;  le  tambour  à  ressort  C  étant  placé 
sur  l*arbre  de  ce  volant  du  côté  où  les  efforts  sont  le  moins 
irréguliers  dans  une  même  période,  on  devra  laisser  au  sys- 
tème de  levier  qui  transmet  le  mouvement  du  manchon  à  la 
vanne  le  jeu  nécessaire  pour  que  cette  dernière  ne  bouge  que 
quand  les  efforts  de  la  machine  dépasseront  la  plus  grande  ou 
la  plus  petite  valeur  relative  à  une  même  période  de  mouve- 
ment, ce  à  quoi  on  arrivera  expérimentalement  en  observant 
les  oscillations  du  manchon  après  que  le  volant  aura,  été  établi 
et  quand  la  machine  travaille  dans  les  conditions  prescrites 
avec  sa  charge  moyenne.  Mais,  au  lieu  d'user  de  ce  moyen,  il 
serait  préférable,  sans  aucun  doute,  de  donner  au  système  dé 
levier  dont  il  s'agit  une  élasticité,  une  flexibilité  assez  grande 
pour  qu'il  puisse  céder  aux  accroissements  ou  diminutions 
momentanés  de  l'effort  P,  sans  que  le  mouvement  soit  com- 


forces  extérieures  sont  constantes.  Si  Ton  dési{][ne  par  Q'  l'intensité  normale 
des  deux  forces  P  et  Q,  quand  le  régime  est  uniforme ,  on  peut  mettre  P  et 
Qwus  les  formes  P  =  Q'-H/?»  Q  =  Q'-+-  y»  Z'  et  y  étant  supposés  constants 
pendant  tout  le  mouTement;  soit  de  plus,  Q'+  Xj  ^o  ^t  u'^  la  tension  et  les  vi- 

t  ......  ffl  H~  fn'        __ 

tesses angulaires  initiales,  et  posons  -7 r  =  N:  on  trouve 

'^  A  mm' 

m -h- m'  \'         m-\-m     )  j^J^ 

-+-m'(r&>„— r'wjîcosry'N    , 

m  -1-7/1'  m -h  m'  [^^^       ^  '  \  "H-  '«    / 

—  m{r.(a^—r'oi\)co^t\J^  |. 

Les  valeurs  des  tensions  et  des  vitesses  oscillent  périodiquement  au-dessus 
et  au-dessous  de  celles  qui  répondent  au  cas  où  k  est  nul,  c'est-à-dire  où  les 
pièces  seraient  parfaitement  rigides.  Si,  à  l'origine,  le  mouvement  normal  est 
établi,  il  faut,  dans  les  équations  précédentes,  faire  y,=-o  et  rw^  =  r'w'  ;  on 
Pettt  étudier  les  circonstances  qui  se  présentent,  soit  lorsque  P  et  Q  varient  en 
oême  temps,  soit  quand  Q  est  seul  variable,  ainsi  que  le  suppose  le  texte; 
dans  ce  dernier  cas  p  est  nul.  Cette  étude  fait  ressortir  les  diverses  difficultés 
<iue  l'appareil  décrit  peut  présenter  dans  la  pratique,  difficultés  indiquées  par 
l'auteur  dans  les  n«»  45  et  46.  (K.) 
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muniqué  à  celle  vanne  qui  tend  à  la  fois  à  résisier,  en  vert* 
de  son  inerlie  et  de  son  rrotiement,  à  ces  variations  instanta- 
nées, tandis  qu'elle  ne  peut  manquer  de  se  mouvoir,  sous 
l'action  résultant  d'un  changement  durable  de  l'efl'ort  P, 

Dans  le  cas  où  l'on  se  servirait  d'un  système  de  rouages  pour' 
transmettre  le  mouvement  du  manchon  à  la  vanne,  il  n'y  aurait 
qu'à  disposer  l'une  de  ces  roues  à  peu  près  comme  l'est  V 
même  le  tambour  C,  c'est-à-dire  de  manière  qu'elle  ne  puisse 
entraîner  son  arbre  qu'au  moyen  d'un  léger  angle  de  lorsioiiî 

V7.   Dispositif  à  adopter  dans  le  cas  oà  le  mouvement  det 
vannes  offrirait  une  grande  résistance.  —  On  ne  doit  nulle- 
ment s'inquiéter  ici  de  l'efforl  plus  ou  moins  grand  qui  est 
nécessaire  pour  faire  cheminer  la  vanne  et  son  système  de 
levier,  attendu  que   cet  effort  sera  toujours  vaincu  pa 
roues  lî,  B'  aux  dépens  de  l'action  motrice  de  la  machine. 
Néanmoins,  si  cet  effort  était  très-considérable,  comme  il  i 
rive  dans  les  machines  mues  par  des  roues  hydrauliques, 
conviendrait  de  sacrifier  un  peu  sous  le  rapport  de  l'instanl 
néilé  d'action  du  régulateur  en  faisant  opérer  la  manœuvre  d< 
la  vanne,  non  plus  directement  par  le  manchon  G,  mais  pn 
l'intermédiaire  d'un  système  d'embrayage  dans  le  genre  d( 
celui  qui  a  été  mentionné  au  n"  32,  de  manière  à  faire  marchei 
ta  vanne,  tout  en  diminuant  considérablemeni 
lames. 


rt:  cl  idiic  iiiiirciJtrs 
mt  la  tension  den 


48.  Combinaison  du  régulateur  à  ressorts  avec  le  volant  â 
ailettes  pour  régulariser  directement  le  mouvement.  —  Enfin 
on  pourrait  encore  se  servir  du  dispositif  qui  nous  occupe 
pour  modifier  direclemenl  le  mouvement  de  manière  à  le  ra- 
mener sans  cesse  vers  l'élal  du  régime  uniforme;  il  ne  s'agi- 
rait que  de  l'appliquer  à  un  axe  indépendant  de  la  machine, 
mais  qui  en  recevrait  directement  le  mouvement  de  rolaiioii, 
comme  cela  a  lieu  dans  le  régulateur  à  force  centrifuge,  et 
qui  porterait  un  volant  à  ailettes  dont  la  résistance,  croissaal 
rapidement  avec  la  vitesse,  produirait  la  torsion  du  tambour  C 
sur  ce  même  arbre.  On  conçoit,  en  effet,  que,  les  choses  êtam 
disposées  de  manière  que,  pour  la  vitesse  de  régime,  la  vannQ 
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ait  la  position  moyenne  qui  lui  convient,  il  ne  pourra  survenir 
aucun  accroissement  de  vitesse  sans  qu'il  ne  survienne  une 
diminution  correspondant  à  l'ouverture  de  l'orifice  et  récipro- 
quement. Or  il  arrivera  ici  que  les  amplitudes  de  course  du 
manchony  de  part  et  d'autre  de  la  position  moyenne,  croîtront 
sensiblement  comme  les  écarts  mêmes  de  la  vitesse  sur  la 
vitesse  du  régime.  Du  reste  les  propriétés  de  cet  appareil  se- 
ront analogues  à  celles  du  régulateur  à  force  centriTuge,  et  le 
problème  de  son  établissement  deviendra  facile  au  moyen  de 
tout  ce  qui  a  été  dit  déjà  dans  les  n*^'  5  et  suivants. 

III.  —  Des  manivelles. 


Notions  préliminaires  snr  les  manivelles. 

^  W.  Disposition  générale  des  manivelles.  —  Les  manivelles 
offirent,  comme  on  l'a  vu  (24,  Section  I),  le  moyen  le  plus 
convenable,  en  général, de  transformer  le  mouvementalternalif 
';  fo mouvement  de  rotation  continu  et  réciproquement;  le  plus 
:  ordinairement  elles  sont  formées  d'un  brasAB(^gf.  i5  et  i8) 
fcé  perpendiculairement  à  l'extrémité  d'un  axe  ou  arbre  tour- 
nant A,  et  au  bout  duquel  agit,  par  l'intermédiaire  d'une  pièce 


Fig.  i5. 


Fig.  i6. 


reciiligne  BF,  nommée  bielle  ou  chasse,  une  résistance  ou  une 
puissanceF  douée  du  mouvement  alternatif,  dans  une  direction 


. 
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quelconque  BF,  que  nous  supposerons  d'abord  coiisUdI 
comme  cela  a  lieu  sensiblement  dans  les  bonnes  machinei 
0(1  l'on  cherche  a  éviier  les  décompositions  de  force  iuuiili 
mais  qui,  dans  la  réalilé,  est  soumise  à  de  légères  dévialic 
périodiques,  dépendant  du  mode  de  mouvement  de  l'eiitH 
mité  de  la  bielle  opposée  au  bouton  B  de  la  manivelle,  c'i 
à-dire  du  ctiemin  que  cette  extrémité  est  assujettie  à  pai 
courir. 

Lorsque  l'arbre  se  prolonge  au  delà  du  plan  du  mouvemei 
de  la  bielle,  on  remplace  le  bras  AB  par  un  coude  ABj 
iJiS-  -G). 

30.  Des  excentriques  circulaires.  —  Quelquefois  le  rôle  dï 
manivelles  est  rempli  par  des  pièces  spéciales  qui  portent  I 
nom  A' excentriques  circulaires;  cela  airive  lorsque  le  bras  Aï 
IJïg.  i5)  serait  trop  court  par  rapport  au  rayon  du  boulon  ï 
et  souvent  aussi  quand,  l'arbre  se  prolongeant  au  delà  de 
la  bielle,  on  veut  éviier  de  couder  l'arbre.  La  disposition  in- 
diquée _yî^.  i5  ou  16  se  trouve  alors  remplacée  par  un  disque 
circulaire  à  gorge,  embrassé  par  un  anneau  fixe  à  l'eKirérailé 
de  la  pièce  formant  bielle  (Jîg.  17);  mais  il  ne  faut  pas  cou 
fondre  le  dispositirdont  il  s'agit  avec  celui  de  certaines  cain< 


nommées  également  excentriques,  et  qui,  montées  sur  il 
arbres  lournanls,  sont  destinées  à  agir  sur  des  pièces  donti 
direction  du  mouvement  est  indépendante  de  la  leur  propre 
L'agrandissement  du  boulon  de  la  manivelle,  en  permettait 
de  supprimer  presque  entièrement  le  jeu  et  d'éviter  les  inA 
galitcs  provenant  de  l'usé  des  surfaces  frottantes,  amène  avi 
lui  beaucoup  de  continuité  et  de  douceur  dans  le  mouvemenl 
qualités  qui  s'achètent,  comme  nous  le  verrons  plus  tard, 
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dépens  de  la  force  motrice,  ce  qui  fait  qu'on  n'emploie  guère 
les  excentriques  que  dans  les  mécanismes  qui  sont  soumis  à 
de  faibles  efforts,  tels  que  ceux,  par  exemple,  qui,  dans  les 
machines  à  vapeur,  sont  destinés  a  faire  mouvoir  les  robinets 
ou  tiroirs  d'admission  (voirfig.  24,  p.  i43,  en  L/). 

51.  Des  manivelles  simples,  —  Fariation  de  V action  dans 
le  f  rentier  demi-tour.  —  Admettons  que,.rarbre  étant  supposé 
horizontal,  la  direction  invariable  BF  [Jig.  18)  soit  celle  de 

Fig.  18. 


'a verticale;  nommons  F  la  force  constante,  qui  sera  censée 
agir  de  haut  en  bas  à  la  manière  des  poids,  b  le  bras  AB 
de  la  manivelle,  a  l'angle  variable  EAB  qu'il  forme,  dans 
un  instant  quelconque,  avec  la  verticale  AE;  l'énergie  de  la 
puissance  à  faire  tourner  aura  pour  mesure  son  moment 
virtuel  Fèsinarfa,  qui  est  aussi  sa  quantité  de  travail  ou 
d'action  élémentaire;  elle  sera  par  conséquent  proportion- 
nelle au  bras  de  levier  6sina  =  AD:=BD'  de  la  puissance, 
c'est-à-dire  nulle  pour  les  positions  AE,  AG  de  la  manivelle, 
et  la  plus  grande  possible  pour  la  position  intermédiaire  et 
horizontale  AC;  la  valeur  moyenne  x  du  bras  de  levier  AD, 
dans  le  demi-tour  ECG,  s'obtiendra  en  remarquant  que  la 
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quantité  de  travail  F.EG  =:F.ib,  développée  dans  ce'mèmQ 


b. 


demi-tour  par  la  puissance  F,  sur  la  manivelle,  doit  être  égalé 
à  celle  qui  serait  développée  par  cette  puissance,  dans  un  ioH 
lervalle  pareil,  en  la  supposant  appliquée  langenliellemeni  aa 
cercle  de  rajon  a:;  or  celle  quaiililé  d'action  est  évidemment 
Fttj,  t:  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre;  donc' 
on  aura,  pour  déterminer  x,  l'équalioti 

aiF^FTT^;     d'où    ;r ^  -  6:=o, 63666. 

Ainsi  la  longueur  du  bras  de  levier  moyen  d'une  force  coït 
stanlc  agissant  dans  une  direction  invariable,  sur  une  manf 
velle  simple,  esl  un  peu  moindre  que  les  deux  tiers  du  rayoi 
de  celte  manivelle  :  elle  s'écarte,  comme  on  voit,  des  vali 
extrêmes  o  et  6  du  bras  de  levier,  des  quantités  respective 
0,36346  et  o,63666.  En  multipliant  ces  quantités  par  Fdx,  où 
aura  la  mesure  des  écarts  des  moments  virtuels  ou  des  quan^ 
lilés  de  travail  élémentaire  Fbsinxdx,  par  rapport  a  li 
valeur  moyenne  o,6366F6(/a. 

52.  Fariation  de  l'uction  des  manivelles  simples  dans  If 
second  demi-tour.  —  Nous  n'avons  encore  considéré  que  C6 
qui  se  passe  dans  un  demi-iour  de  manivelle;  voyons  mainte- 
nant ce  qui  a  lieu  quand  elle  achève  l'autre  demi-tour  EHG. 
Or  il  peut  arriver  l'une  de  ces  trois  choses  :  ou  la  puissance! 
cesse  entièrement  d'agir,  ou  elle  agli  dans  une  direclion  con- 
traire à  sa  direction  primitive,  ou  enûn  elle  coniinue  d'agi! 
dans  la  même  direction. 

Dans  le  premier  cas,  le  travail  élémentaire  communiqué 
par  la  puissance  F  dans  le  second  demi-lour  restant  constaoh 
ment  nul,  celui  qui  est  imprimé  dans  un  tour  entier  est  en- 
core 3F/>,  tandis  que  le  iravail  de  la  même  puissance,  appit* 
quée  au  bras  de  levier  moyen  x,  sera  271  a:F;  on  aura  doni 

jir=^o,3iS3fi, 

quantité  qui  diffère  de  ses  valeurs  extrêmes  o  et  6  de  o,3i83fe 
Cl  0,63176  respeclivement. 


I 
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Dans  le  deuxième  cas,  la  puissance  continuant  à  faire  mar- 
cberTarbre  dans  le  même  sens  développera  dans  le  tour  entier 
laquaniité  de  travail  ^Fb;  de  sorie  qu'on  aura 

9.  h 
4F6=:27r^F    ei    x=z  —  =  o,63666, 

comme  pour  le  premier  demi-tour.  La  plus  grande  et  la  plus 
petite  valeur  du  moment  de  F  ayant  toujours  lieu  pour  les 
positions  horizontales  et  verticales  de  la  manivelle,  les  écarts 
de  l'action  élémentaire  sur  la  moyenne  seront  encore  mesu- 
rés par  les  nombres  o,6366  et  o,3634;  d*où  il  résulte  que  le 
plus  grand  écart  sera  moindre  ici  que  dans  le  cas  précédent. 

Dans  le  troisième  cas,  la  quantité  de  travail  fournie  par  la 
puissance  pendant  un  tour  entier  de  la  manivelle  sera  nulle, 
etil  en  sera  de  même  du  travail  élémentaire  moyen,  ce  qui  fait 
que  les  écarts,  mesurés  alors  par  o  et  i,  seront  les  plus  grands 
possibles.  ^ 

La  première  et  la  deuxième  de  ces  hypothèses  se  rapportent 
spécialemStat  au  cas  des  pistons  de  pompes,  des  pédales,  des 
châssis  de  iicies,  etc.,  à  simple  ou  à  double  effet,  c'est-à-dire 
qui  agissent  simplement  en  descendant,  ou  à  la  fois  en  mon- 
tant et  en  descendant.  Quant  à  la  dernière,  elle  s'applique  à 
Taction  de  la  pesanteur,  qui  agil  constamment  dans  le  même 
sens,  et  ne  produit  sur  les  pièces  à  mouvement  alternatif  au- 
cun effet  utile  (22,  P*  Section).  Comme  celte  action  se  joint 
toujours  à  celle  d'une  autre  force  de  la  nature  des  précé- 
dentes, il  convient  d'examiner  son  influence  sur  le  mouve- 
ment. 

53.  Manière  de  régler  le  poids  des  équipages  de  manivelles. 
-  Nommons  p  le  poids  des  pièces  à  mouvement  alternatif, 
composé  de  la  portion  du  poids  de  la  bielle  BF  et  du  surplus 
de  l'équipage,  qui  agit  suivant  la  direction  de  F,  on  observera 
que  l'action  de  p  s'ajoute  à  la  force  F,  ou  s'en  retranche  alter- 
nativement et  selon  le  sens  dans  lequel  elle  s'exerce,  de  sorte 
que  la  quantité  de  travail  développée  dans  une  révolution  en- 
tière n'est  nullement  altérée,  non  plus  que  le  bras  de  levier 
inojen  et  la  quantité  moyenne  de  travail  élémentaire;  et. 
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comme  le  moment  de  la  puissance  continue  à  être  nul  pour 
les  positions  verticales  de  la  manivelle,  ou  voit  que  l'effet^ 
de  p  se  réduira  simplement  à  augmenter  ou  à  diminuer  IM 
limite  supérieure  ¥b  de  ce  momeni,  selon  le  sens  de  la  puis-' 
sance  F. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  les  écarts  du  moment  total  dei. 
forces  F  et/»  sur  le  moment  moyen  seront,  dans  le  cas  où  P 
agirsiit  dans  les  deux  demi-tours  et  dans  celui  où  elle  n'agirait^ 
que  dans  le  premier  demi-tour  de  façon  à  s'ajouter  à  p,  plafl 
considérables  que  pour  les  cas  précédents,  où  l'on  supposaid 
p=  G.  Dans  ces  circonstances  donc,  il  sera  essentiel  de  mettreJ 
l'équipage  en  équilibre  autour  de  l'axe  de  rotation;  mais  iH 
pourra  en  être  tout  autrement  dans  le  cas  où  F,  n'agissant  que; 
dans  le  premier  demi-tour  de  bas  en  haut,  serait  diminué  de  /i.:i 
En  effet,  la  plus  grande  valeur  du  moment  ayant  toujours  lieujl 
pour  la  position  horizontale  de  la  manivelle  sera  6  (F— p)  pouPi 
le  premier  demi-tour  et  bp  pour  le  second,  et  l'on  devra» 
prendre  la  première  ou  la  dernière  de  ces  quantités  pour  Içf 
moment  limite,  selon  que  l'on  aura  F^p>.  ou  <^  p,  c'est- 
dire  F  >■  ou  <;  ap.  Le  cas  le  plus  avantageux  se  rapporte  évïi 
demment  à  la  valeur  de  p  qui  donne 

h{Y  —  p]^  dp,     d'où    p  =  \¥; 

ainsi  le  plus  grand  moment  sera  alors  o,5ËF.  Le  moment 
moyen  étant  toujours  o,3i83ôF  et  le  plus  petit  zéro,  on  voMÏ 
que  les  variations  du  travail  élémentaire  seront  moindres  quCfi 
pour  les  cas  précédents.  " 

54.  Des  manivelles  multiples.  —  Disposition  la  plus  avanta~ 
"Guse  des  manivelles  doubles.  —  Afin  de  diminuer  rirrégula-* 
cité  de  l'aclion  qu'exerce  une  puissance  unique  sur  la  mani" 
velle,  on  partage  quelquefois  celle  puissance  en  deui  ool 
plusieurs  autres  égales  enlre  elles,  appliquées  à  autant  de? 
manivelles  distinctes,  montées  sur  un  même  arbre  et  dispo-1 
sées  de  manière  que  les  plus  grands  moments  des  efforlS-| 
«orcés  sur  cet  arbre  par  les  unes  correspondent  précisément  I 
«a\  plus  petits  moments  des  efforts  exercés  par  les  autres.      I 


1 
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Tel  est,  par  exemple,  le  cas  des  manivelles  doubles  {fig.  1 9 
et  10),  qui  tantôt  sont  dans  un  même  plan  passant  par  l'axe, 

Fig.  19.  Ffg.  io. 


maisdirigées  en  sens  contraire,  tantôt  dans  deux  plans  quel- 
conques, formant  entre  eux  un  certain  angle  [fig-  21),  La  pre- 
mière de  ces  dispositions  présente  les  marnes  circonstances 
que  U  manivelle  simple  et  ne  peut  servir  à  régulariser  l'action 
delà  puissance,  supposée  toujours  constante  en  grandeur  et 
en  direction;  la  seconde,  au  contraire,  qu'on  f\omm&  manivelle 
coudée,  peut  très-bien  être  employée  à  cet  objet. 

La  discussion  q^i  lui  est  relative  apprend  en  effet. que, 
lorsque  les  puissances  parallèles,  égales  et  constantes,  appli- 
quées aux  deux  bras,  n'agissent  que  dans  un  demi-tour,  l'ac- 
^00  est,  à  la  vérité,  plus  irrégullère  que  pour  les  manivelles 
simples  dans  lesquelles  les  équipages  seraient  en  équilibre, 
mais  qu'il  en  est  tout  autrement  quand  le  poids  de  ces  équi-  . 
pages  est  moitié  de  celui  des  puissances  ou  quand,  les  équi- 
luges  étant  en  équilibre,  les  puissunces  agissent  à  la  fois  et 
de  la  même  manière  dans  les  deux  demi-tours;  on  devra  donc 
rejeter  toute  disposition  où  ces  dernières  circonstances  n'au- 
nieoi  pas  lieu. 

55.  Angle  qui  répond  au  minimum  d'irrégularité  de  l'ac- 
li'on.— Soient  AB,  AB'  (Jig-  21}  les  deux  bras  de  la  manivelle 
double  ainsi  disposée,  a  le  demi-angle  BAI  ou  lAB'  Tormé  par 
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ces  bras;  il  esl  aisé  de  s'assurer  que  le  moment  lotal  dea 
puissances  F  atteindra  sa  limite  supérieure  pour  tes  positions 


iiorizoTilale  el  verticale  de  BB',  et  sa  limite  inférieure  pour  le» 
quatre  positions  symétriques,  où  l'un  des  bras  AB,  AB' 
confondra  avec  la  verticale  { '  ).  Ces  valeurs  extrêmes  du  mo- 
ment total  seront  ainsi  respectivement 

3F6  cosa,     sFAsiiirt,     F6sin2fl  =  Fè  sinacosd. 


(')  Si  e  .léiîijne  l'sngle  EAt,  la  valfiur  absolu 

des  motncnlsealFisinfi)— <«3; 

pour  la  force  appliquée  en  B,  et  F*Bin(fl  -f-a)  p 

uur  celle  qui  agit  en  B';  comiiMJ 

ces   forces  changent  de  sens  quand  leur   poin 

d'application  pasac  do  l'autre 

cû«  du  diamètre  vertical,  l'esprpsaion  de  chaq 

e  moment  doit  *lEe  affectée  dtl 

signe  -f-  ou  du  signe  —,  suivant  que  le  point  d'application  de  la  Torce  corre»«| 

pondante  est  ï  gauche  ou  k  droite  de  EG. 

On  trouve  ainsi  que   le  moment  total  esl  1 

Ficosflaina  pour  les  valenit- 

de  0  entre  0  et  a,    qu'il  est  ^FisitiScoea  qua 

—  ïFicosflsinaloraque  S  osl  compris  entre  n 

—  a   cl   TT. 

toa  écarts  manimn  dea  momenU  sont 

.r^sina(i-co.a)     et    ^-  = 

urbes  représenléea  par  tes  éqoi 

lions,  que  l'on  le  trouve  dans  les  rondilions  le 

plus  avanlageuBea  en  donnant 

fc  n  la  valeur  pour  laquelle  j  —r,  ;  ainsi  que 

cela  esl  dit  dans  le  tetle,  cette 

valeur  est  a  =  4J0.  (K.) 
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En  disculanl  ces  valeurs,  on  trouve  qu'elles  sont  le  plus  resser- 
rées possible  quand  sina  =  cosa  =  ^^,  ou  que  Tangle  BAB' 
des  manivelles  est  droit.  Dans  celle  hypothèse,  on  obtient 
pour  les  valeurs  ci-dessus  des  moments 

2F6VI,    2F6V/I,    2F6^, 
de  sorte  que  le  moment  moyen  se  trouvera  compris  entre 

2F6v/t=  2F6  X  0,7071     et    o,5X2F6. 

Les  puissances  F  développant  dans  un  tour  entier  la  quan- 
tité de  travail  2 F. 46,  le  moment  moyen  est  égal  à 

^î^.^  0,6366  X2F6, 

27r 

elles  différences  avec  le  plus  grand  et  le  plus  petit  moment 
répondant  respectivement  à  la  position  horizontale  ou  ver- 
ticale de  BB'  et  des  bras  AB,  AB'  sont  seulement  le  1  et  le  1  en- 
viron de  sa  valeur  propre;  ce  qui  prouve  que  les  manivelles 
coudées  à  angle  droit  sont  effectivement  très-avantageuses 
pour  la  régularité  du  mouvement  de  Taciion  des  forces. 

56.  Propriétés  et  inconvénients  des  mania^lies  triples  ou 
quadruples,— VoixT  une  manivelle  triple  (^gf.  22),  dont  les  bras 
AB,  AB',  AB"  partageraient,  dans  leur  projection  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  Taxe,  la  circonférence  en  trois  parties  égales, 
eiqui  seraient  sollicitées  par  trois  forces  verticales  et  égales  F 
agissant  seulement  dans  le  demi-tour  £BG,  on  trouve  que  le 
moment  total  a  sa  plus  grande  ou  sa  plus  petite  valeur  quand 
l'un  quelconque  des  bras  est  horizontal  ou  vertical  (');  de 
sorte  que  le  moment  moyen  est  compris  entre 

F6    et    F6sin6oOzzr-iF6v/3==o,866F6. 


(')  U  en  est  encore  ainsi  lorsque  chacune  des  trois  manivelles  agit  à  double 
effet;  les  moments  ont  alors  des  valeurs  doubles  de  celles  du  texte.  (K.) 

9- 
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Le  bras  de  levier  moyen  clanl  alors 


X  =-  - — -  =:  —  =o,q55  6, 
1-Kt         t:  •' 

on  voit  que  le  moment  moyen  o.gSSFft  ne  difl'ère  qu 
■^  du  plus  grand  et  de  -n-  du  plus  petit  moment.  Ces  résultats 
supposent  d'ailleurs  les  équipages  des  manivelles  en  équilibre 
autour  de  l'axe  A. 

Fîg.  ïi. 


Il  serait  aisé  de  prouver  que  la  manivelle  quadruple  offre 
moins  de  régularité  dans  son  action  que  la  manivelle  triplei 
mais  elle  possède  d'autres  inconvénients  beaucoup  plus  graves 
pour  la  pratique,  qui  lui  sont  communs  avec  la  manivelle 
triple  et  qui  suffiraient  seuls  pour  y  faire  renoncer  :  c'est  1» 
difficulté  de  l'exécuter  avec  une  perfection  et  une  solidité  suf- 
fisantes. En  elTet,  toutes  les  fois  qu'un  axe  ou  arbre  tournant 
est  supporté  sur  plus  de  deux  appuis  ou  coussinets,  il  devient 
très-difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  lorsqu'il  présente 
des  parties  coudées,  de  placer  sur  une  même  droite  les  axes 
des  parties  cylindriques  que  reçoivent  ces  coussinets,  el  alors 
on  conçoit  que  l'arbre  bride  entre  ses  appuis  et  donne  lieu  à 
des  efforts  violents,  qui  consomment  une  portion  considérable 
de  la  force  motrice  et  amènent  la  rupture  des  manivelles.  Le 
tour  est  le  seul  moyen  à  employer  pour  mettre  ainsi  un  arbre 
en  ligne  droite;  cela  est  faisable  pour  un  arbre  d'une  seule 
pièce  et  qui  présente  assez  de  roideur  pour  ne  pas  fléchir; 
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mais  cela  paratt  presque  impossible  lorsqu'il  est  interrompu 
par  des  manivelles. 

Considérations  dynamiqnes  sur  les  effets  des  manivelles. 

57.  Loi  de  variation  du  travail  d*une  manivelle  simple.  — 
Les  considérations  qui  précèdent,  analogues  à  celles  qu'on 
irouve  établies  dans  le  Livre  I",  page  63  de  Y  Architecture 
hydraulique  de  Bélidor,  édition  de  M.  Navier,  sont  purement 
statiques  et  ne  concernent  que- la  loi  des  variations  élémentaires 
de  l'action  des  forces  appliquées  aux  manivelles,  ou  celle  du 
moment  et  du  bras  de  levier  propre  de  ces  forces;  mais  on 
peut  envisager  la  question  d'une  manière  toute  différente  et 
qui  se  rapporte  spécialement  aux  considérations  dynamiques. 
Conservant,  en  effet,  les  dénominations  et  conventions 
du  n°  51  relatives  à  la  manivelle  simple,  on  peut  se  demander 
quelle  est  la  loi  des  variations  mêmes  du  travail  de  la  puis- 
sance F,  soit  dans  un  demi-tour,  soit  dans  un  tour  entier  de 
la  manixelle,  et  de  comparer  ces  différentes  valeurs  à  celles 
du  travail  uniforme  d*une  puissance  constante  OU  moyenne, 
appliquée  tangentiellement  à  la  circonférence  du  cercle  décrit 
par  Textrémité  B  de  la  manivelle. 

Cette  manivelle  étant  supposée  à  simple  effet,  de  sorte  que 
la  force  F  n'agisse  que  dans  le  demi-tour  ECG  {Jig.  i8),  et  la 
quantité  de  travail  élémentaire  de  F  étant  mesurée  par 
Vbsinadoc,  celle  qu'elle  aura  développée  à  partir  de  la  verti- 
cale AF,  et  pendant  que  la  manivelle  décrit  Tangle  EAB  =  a, 
sera  évidemment 

r  "f 6  sin  a  rfa  =r  F  6  (i  —  cos «  )  =  F  X  ED'  ; 

Jo 

ce  qu'on  aperçoit  d'ailleurs  sans  aucun  calcul,  puisque  F  est 
censé  constant.  Cette  dernière  quantité  de  travail  qui  a  pour 
valeur  le  produit  2F  6,  quand  la  manivelle  a  décrit  deux  an- 
gles droits  et  est  redevenue  verticale,  est  aussi  celle  que 
développerait  la  composante  Fsina  de  F,  qui  agit  constam- 
ment suivant  la  circonférence  du  cercle  décrit  par  le  point 


f 
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d'application  B;  or,  si  l'on  remplace  celte  c 
riable  par  sa  valeur  moyenre, 

Y  =  ~  =  -F  =  o,3(83F, 

relative  à  une  révolulion  enlière  de  la  manivelle,  attendu  qti^ 
celle-ci  est  supposée  à  simple  elTet,  sa  quaniilé  de  trava&l 
correspoiiiiant  à  l'angle  quelconque  x  décrit  par  l'axe  serw 


leur  ¥b  i i-i-cosa)  dans  le  premier  demi-lour  et  sïiïHI 

plenient  F6  1-  ~  =>)  dans  le  second,  les  angles  x  étant  icu 

mesurés  par  les  arcs  qui  leur  correspondent  sur  la  circonf&a 
rence,  qui  a  l'unité  pour  rayon.  * 

58.  Discussion  de  celle  loi.  —  En  discutant  la  première  da 
ces  expressions,  on  trouve  qu'elle  est  nulle  en  même  lempj^ 
que  «;  qu'elle  croit  positivement  jusqu'à  la  valeur  de  ce  déler^ 
minée  par  ta  relation  ^ 

sinor=^-    ou     a  =  arc  (  sin  ^  -  j^  o,323g5,  ^ 

à  laquelle  répond  un  premier  maximum  positif  „ 


Yb 


W-i. 


=  FA (o,io3i-i-!- 0,948)  =  o,o5i  FA; 
qu'elle  décroil  ensuite  de  manière  à  redevenir  nulle  poi*l 
«  =  o,2io27r  aux  environs  de  a  =  ^;  qu'elle  devient  un  niax^ 
mum  négatif  pour  la  valeur 

a  =  77  -  arc  ^sin  =  ~\  =  0.8969 tt. 
qui  donne 

ï*"*  (^-i  +  cosaWFA(o,8969-i -0,948)= -i.oSiiFJf 


i3S 

qu'enOn  sa  valeur  absolue  décroît  dans  tout  le  surplus  du 
demi-tour  jusqu'à  deveuîr  é^le  à  —  F(,  rigounmseiEent, 
pour  la  position  rerticale  AG  de  la  manlTelle  répondant  à 

Quant  à  l'expression  de  b  différence  relaUve  au  second 
demi-tour,  elle  demeure  sans  cesse  négative  et  décroissante, 
jusqu'à  devenir  nulle  pour  la  valeur  z  =  ar,  répondant  à  la 
position  verticale  supérieure  A£  de  la  manivelle,  après  la- 
quelle les  mêmes  choses  reviennent  dans  le  même  ordre. 

Ainsi  le  plus  grand  écart  absolu  enire  les  quantités  totales 
de  travail,  communiquées  par  la  force  variable  Fsinx  et  la 

force  moyenne  Y=  -F  supposées  agir  à  la  circonférence  du 

cercle  décrit  par  le  bouton  de  la  manivelle,  est  égal  à 

i,o5i  I F6  =  o,5255 .  nFb 

ou  surpasse  la  moitié  de  celle  2F6  que  développe  F  dans 
une  révolution  entière  de  cette  manivelle. 

59.  Cas  des  manivelles  simples  à  double  effet.  —  Dans  les 
manivelles  à  double  effet  (52),  la  quantité  de  travail  déve- 
loppée par  la  force  constante  F  dans  la  révolution  entière 
devient  ^bY\  ce  qui  donne 

Yz:z^^?F  =  o,6366F, 
:nzb       TT 

la  quantité  de  travail  de  F  ou  de  la  composante  Fsina 
élani  toujours  F6(i  —  cosa),  et  celle  de  l'efifort  moyen  Y, 

Y6ar=i ,  Texcès  de  l'une  sur  Tautre  aura  pour  valeur 

7: 

F6  ( 1  -f-  cosa  j  dans  le  premier  demi-tour. 

F6  f 3  — cosa j  dans  le  second  demi-tour; 

cequi  suppose  que  Ton  fasse  croître  les  angles  a  indéOniment; 
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mais  il  suffira  de  considérer  ce  qui  a  lieu  dans  le  premierdemi- 
lour,  ailetidu  que  lout  se  répèle  syméLriquemenl  dans  le  se- 
cond, si  l'on  compte  x  à  partir  du  rajon  AG. 
Or,   la  première  de  ces  expressions  devient  nulle  à  la  fois 

pour  31  :=  o,  a^  -  TT,  «  =  TT  et  atleinl  son  maximum  posilif 

ou  négatif  pour  les  deux  positions  intermédiaires  qui  rorres- 
pondent  à 

5ina=  -==o,6366, 

d'où 

X  =  o,2Lg66)T,     a  =  7T  —  0,21966:: 
el 

I-é/^_  ,  +  c05o\^-Fb  ('2X0,2.966-1  +  4/1-  I) 

—  +0,21049/»?, 
Fs(^-.+cos«)=F(.[a(.-o,2,966)-,-^/.-|] 

=^  —  o,2to^gbf. 

Ainsi  la  valeur  absolue  du  plus  grand  écart  entre  tes  quan-  - 
tilés  de  travail  des  forces  Fcosa   et  ¥  est  ici   seulemenl 

o,o526x4ftF  ou  - —  de  la  quantité  totale   de  travail  déve- 
^  20  ^ 

loppée  dans  une  révolution  entière  de  la  manivelle;  ce  qui 
doit  s'entendre  pareillement  des  écarts  de  la  force  vive  va- 
riable imprimée  au  sjstème,  dans  le  cas  d'un  mouvement   ' 
périodique,  par  rapport  à  la  force  vive  moyenne,  c'esl-à-dire 
à  ta  force  vive  relative  à  la  vitesse  moyenne. 

Des  manivelles  conduisant  des  pièces  à  mouvement  rectiligne 
alternatif. 

60.  Recherche  du  Iravrii!  é  lé  m  en  la  ire  de  la  force  appliquée 
à  la  bielle,  —  Nous  avons  jusqu'ici  supposé  que  la  direction 
de  la  force  F  ou  de  la  bielle  était  constante,  ce  qui  n'a  jamais 
lieu  dans  la  pratique,  attendu  que  l'cxtrémilc  de  celte  bielle, 
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opposée  à  la  manivelle,  est  ordinairement  assujetlie  k  décrire 
une  ligne  droite  ou  un  arc  de  cercle  d'un  rayon  très-grand,  par 
rapport  au  bras  de  cette  manivelle;  il  estpar  conséquent  in- 
téressant d'examiner  quelle  modificaiion  cette  circonstance 
peul amener  dans  les  résultais  et  comment  alors  on  doit  éva- 
luer les  rapports  existant  entre  les  vitesses,  les  forces  appli- 
quées et  les  moments  virtuels  ou  quantités  de  travail  relatifs 
à  ces  forces. 


61.  Considérons  d'abord  le  système  d'une  manivelle  AB 
1^^.13)  assujettie  à  tourner  autour  de  l'axe  A  et  qui  agit  par 


l'inienuédiaire  de  la  bielle  BC,  sur  un  point  C  assujetti  à  dé- 
fère d'un  mouvement  alternatif  la  droite  JM,  dont  le  prolon- 


1 
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Bernent  passe  par  A.  Supposons  celle  bielle  sollicilée  par  la 
^orce  consume  F,  agissauL  de  haut  en  bas,  suivanl  la  ligne  C^ 
pour  cnlralner  AB  dans  la  direction  indiquée  par  la  Oêche  d^ 
la  figure.  Posons  enfin  AB  =  t,  BC  =  /,  AC  =  A,  CAB  =  Bh| 
ACB  ^  [3,  le  triangle  AUC  nous  donnera  sans  difEcullé  ^ 


/(  =  Acosa  -1-  /cosl3  =  ftcosa  -i-/*/i  — vj  sin'a, 
dh^  ~  b  siaadx  / 


i    I — ir~ 


cette  vitesse  virtuelle  du  point  C  est  ici  négative,  parce  que  1^ 
bauieur  A^AC  diminue  quand  l'angle  a  =  BAC  augmenta^ 
mais  comme  la  force  F  agit  dans  le  sens  même  du  chemia 
âf^  —  dh  décrit  par  son  point  d'application  C,  son  momei4 
virtuel  devra  êlre  pris  positivement,  de  sorte  qu'on  aura     ' 

I  F(//=  -  Vdli  =  F&sinai/a  fi^ 


V' 


pour  le  travail  élémentaire  de  F;  /représenlanl  ici,  si  l'oJ 
veut,  le  chemin  b  +  l —  h  décrit  par  le  point  C^  à  partir  de  a 
position  la  plus  élevée. 

62.  Expression  simplifiée  el  approchée  du  travail  de  celt 
force.  —  On  remarquera  que  le  facteur  FA  sin  s.  da  n'est  aulP 
chose  que  le  moment  virtuel  de  la  Torce  verticale  F,  supposé* 
appliquée  au  bouton  Bde  la  manivelle;  et  comme  te  deuviène 
terme  de  la  parenthèse  est  toujours  très-petit,  vis-à-vis  dt 
premier  ou  de  l'unité,  on  voit  que  les  conséquences  exposé0 
dans  tout  ce  qui  précède  en  serontforl  peu  modifiées. 

En  effet,  la  plus  grande  valeur  absolue  que  puisse  acquérï 
ce  second  terme  répond  évidemment  à  sîn^i^o,  ce  qui  6 

rend  égale  a  j-   Or  /  surpasse  souvent  lo  fois  b,  et  il  estïi 

remeat  moindre  que  5  fois  b,  mimes  dans  les  circonstances  Uf 
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plus  défavorables.  D'ailleurs,  la  plus  grande  valeur  que  puisse 
acquérir  le  facteur 


s/ 


I—  ^sin*a 


répondant  évidemment  à  sîn*a  =  i,  on  voit  que,  en  supposant 
même  l=5b  seulement,  elle  ne  sera  jamais  au-dessus  de 

=  1,0206, 


de  sorte  qu*on  pourra  prendre 

Fdf=r  Fb  sinarfaf  i  H-  j  cosa  j 

O,O206yC0Sa  , 

i      .      1                  *                   1    0,004 '2         I      J  , 

a  moins  de  7 ou  de —  =:  —  de  sa  valeur 

O  1,2  2Q  i 

l-f-yCOS«  ^ 

effective,   ce    qui    revient  à  remplacer   simplement  F   par 

dans  les  considérations  relatives  aux  mani- 


F  1+  ^cosaj 


velles  sollicitées  par  une  force  F,  dont  la  direction  reste  con- 
stante. 
On  aura  de  même,  par  approximation, 

A=icosaH-/— -y  sin'a,    /    Frf/'^ôFf  i  — cosa-h  -  jsin'aj, 

relations  dont  la  dernière  exprime  la  quantité  de  travail  déve- 
loppée par  la  puissance  F  sur  la  manivelle,  à  partir  de  sa  posi- 
tion verticale  AF;  mais  ici  Terreur  commise  est  beaucoup  plus 
faible  que  pour  l'expression  ci-dessus  de  Frff. 

63.  Valeur  approximative  et  construction  rigoureuse  du 
rapport  des  vitesses  virtuelles  de  la  puissance  et  de  la  résis- 
tance,— Enfin  si  Ton  veut  comparer  la  vitesse  virtuelle  —dh 
du  point  C  à  celle  bda.  de  B,  vitesse  dont  le  rapport  est  préci- 
séraeni  égal  au  rapport  inverse  de  la  force  F  à  celle  qui  lui 


■  1 
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ferait  équilibre,  étani  appliquée  en  B  langenilellement  à  ta 
circonférence  décrite  par  ce  point,  on  aura  au  même  degré 

d'approximation 

_    1^  J!Î-  —  •■       i-^f"''Jsa  II 

Mais,  quelque  simple  que  soit  cette  expression,  on  lui  sub-  | 
stiluera  avec  avantage,  dans  certains  cas,  celle  qui  résulte  de  '' 
la  considération  directe   et  rigoureuse  des   données  de   la 
ligure.  En  effet,  nous  aurons,  sans  rien  négliger, 

(ih  __  {\U'  —  /''sin'a  t  l'cosac)    . 

I' 
Or,  si  l'on  prolonge  AB  jusqu'à  sa  rencontre  I  avec  l'Iiorizon-   . 
taie  menée  par  C  et  CB  jusqu'à  son  intersection  en  0  avec  ! 
l'horizontale  passant  par  A,  puis  qu'on  abaisse  de  B  el  C  les 
perpendiculaires  BK  et  CH  sur  CI  el  Bl,  on  aura  évidemment  ,| 


_rfA_  _  Asing  _  ÇH  _  Cl  _  AO       ,,   .      (]£ 
bdoL~      BK     "BK~BI~AB'  dx 


=  A0, 


ce  qui  démontre  que,  en  prenant  AB  égal  à  l'unilé,  la  valeur 
du  rapport  dont  il  s'agit  sera  simplement  mesurée  par  AO. 

Ainsi,  \  étant  la  force  qui,  appliquée  langenliellemcnl  à  la 
circonférence  décrite  par  B,  fait  équilibre  à  F,  on  aura 


De  sorte  que  F  produit  l'effet  d'une  force  égale  el  parallèle 
agissant  en  0,  résultat  auquel  on  arrive  sur-le-champ  en  ob- 
seryanl  que  l'effort  inconnu  qui  s'exerce  suivant  la  direc- 
tion BC  de  la  bielle  doit  avoir  pour  composantes  en  C  la  force 
verticale  F  et  l'effort  horizonlal  de  réaclion  que  supporte  le  [ 
guide  reciiligne  du  point  C.  Supposant,  en  effei,  le  premier  de  '' 
ces  efforts  appliqué  au  point  0  de  sa  direction,  et  opéranl  de 
nouveau  sa  décomposition,  sa  composante  suivant  AO  sera 
détruite  ou  plutôt  son  bras  de  levier,  pour  faire  tourner  AB, 
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sera  nul,  et  celle  qui  est  verticale  ne  sera  autre  que  la  force  F 
agissant  avec  le  bras  de  levier  AO. 

64.  Principe  général  relatif  aux  vitesses  de  déplacement 
simultanées  des  différents  points  d'un  système  matériel,  — 
Mais  on  arrive  aux  mêmes  conséquences  encore  à  Taide  d'un 
principe  que  nous  croyons  utile  d'énoncer  ici,  parce  qu'il 
jeite  un  grand  jour  sur  la  loi  du  mouvement  des  systèmes  ar- 
ticulés, en  général,  principe  qui  nous  avait  été  communiqué 
dès  1829  par  M.  Bobillier,  savant  professeur  aux  Écoles  d'Arts 
et  Métiers,  et  que  M.  Chasles,  autre  géomètre  distingué,  a  de 
son  côté  publié,  parmi  beaucoup  d'autres,  dans  le  tome  XIV 
du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  M.  Férussac , 
p.  321.  Ce  principe  consiste  en  ce  que,  si  une  figure  plane  de 
forme  et  de  grandeur  invariables,  quoique  arbitraires,  éprouve 
un  déplacement  quelconque,  infiniment  petit,  sans  quitter  ce 
plan,  elle  tendra  à  tourner,  sans  glisser,  autour  d'un  certain 
point  fixe  qu'on  obtiendra  par  la  rencontre  des  normales  aux 
éléments  courbes  que  décrivent  simultanément  deux  quel- 
conques des  points  de  la  figure. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  tous  les 
points  de  la  bielle  BC  tendent  à  tourner  simultanément  autour 
de  l'intersection  I  des  normales  IC  et  IB,  aux  éléments  dh  et 
idoL  décrits  par  les  points  C  et  B,  de  manière  que  l'angle  BIC 
reste  invariable  dans  ce  déplacement  supposé  infiniment  petit. 
On  a  donc,  en  ne  considérant  que  les  grandeurs  absolues, 

dh:bda::  CI:  BI. 

Ce  théorème  est  très-important,  en  ce  qu'il  donne  sur-le- 
champ  la  vitesse  d'un  point  quelconque  lié  d'une  manière 
invariable  à  la  droite  BC,  au  moyen  de  la  vitesse  de  l'une  de 
ses  extrémités  B  ou  C,  ce  qui  permet  aussi  d'obtenir  la  force 
vive  d'un  élément  matériel  quelconque,  faisant  corps  avec  la 
hlelle,  et  par  suite  la  force  vive  même  de  la  niasse  de  cette 
bielle,  etc. 

65.  application  de  ce  principe  à  la  recherche  de  la  force 
vive  et  de  la  force  motrice  des  bielles  conduites  par  une  ma- 
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nivelle.  —  Nommant  d5  l'nnglc  infinimepl  peiil  décrit  par  BG 
autour  du  point  I,  tandis  que  B  parcourt  l'arc  ht/x,  ou  C 
l'arc  (//■=  —  dk, 
m  un  élément  de  masse  quelconque  de  la  bielle,  sîlué  à  1% 

distance  p  de  l'axe  de  rotation  inslantanée,  perpendiculaire^ 

au  plan  de  la  figure  en  I, 
(h  sa  vitesse  virtuelle,  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  à 

l'extrémité  de  p, 
enlin  «la  vitesse  angulaire -y-  de  AB  ou  wè  la  vitesse  eireriive, 


on  aura 

d'abord 

*■- 

~dh  = 

eue. 

bd 

el  ensuite 

vitesse  de  m 

ou 

lll  ' 


m  '  di 


di  =  fd6 
-h. 


pbda 


^'717  = 


m 


force  vive  totale  de  la  bielle  =  -=r^  Inip',  somme  qu'il  faudra 

étendre  à  la  masse  entière  de  celle  bielle. 

Nommant  de  plus  M  cette  masse,  G  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à  l'axe  instantané  de  rotation,  Ison  moment  d'inertie 
pris  par  rapport  à  un  axe  parallèle,  passant  par  son  centre  de 
gravité,  on  aura  plus  simplement  encore 


-Bir2'"P-  = 


Bl' 


(M.G'  +  I-J. 


On  trouvera  de  la  même  manière  l'expression  de  la  force  mo- 
trice ou  d'inertie  totale  de  la  bielle,  etc. 

Au  moyen  des  différentes  données  contenues  dans  ce  para- 
graphe, il  sera  facile  de  découvrir  et  de  discuter  toutes  les 
circonstances  du  mouvement  et  de  la  transmission  des  forces 
dans  le  système  à  manivelle  el  à  bielle  qui  vient  de  nous  oc- 
cuper en  dernier  lieu.  En  particulier,  il  sera  très-facile  d'é- 
tendre à  ce  système  général  les  considérations  que,  dans  le 
paragraphe  précédent,  nous  avons  appliquées  au  cas  où  la 
bielle  reste  constamment  verticale  ou  parallèle  à  elle-même. 


J 


1PPL1QDËB  AUX  HACBIHES.  l43 

Dm  manivelles  conduisant  un  balancier  à  monTement  alternatif. 

66.  Description  de  l'appareil.  —  La  _^g.  24  représente  un 
tulancier  conduit  par  la  manivelle  AB  et  servant  à  communi- 
guer  le  mouvement  recliligne  aliernaiir  à  la  tige  verticale  FP 


d'un  piston.  Dans  ce  système,  les  ciioses  sont  ordinaire- 
menL  disposées  de  façon  que  la  verticale  du  point  A  passe  par 
les  positions  extrêmes  de  l'articulation  C,  répondant  aux  in- 
slants  où  la  bielle  BC  et  le  bras  AB  de  la  manivelle  sont  situés 
en  ligne  droite  ;  par  suite,  l'horizontale  DL  du  centre  de  rota- 
lion  D  divise  en  deux  parties  égales  l'angle  total  décrit  par  ce 
dernier. 
Quant  à  la  tige  FP,  elle  ne  reçoit  ordinairement  son  mou- 
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vemenl  que  par  riiilermédiaire  du  parallélograinme  articulé  I 
EFHN,  imaginé  par  Walt,  et  qui  est  dirigé  par  la  lige  ou  bride  ' 
SH,  lournani  autoiir  du  poînl  fixe  S,  donl  la  position  est  réglée  ' 
de  fagon  que  le  sommet  F  décrive  sensiblement  une  droite 
verticale  pendant  les  oscillations  du  balancier,  ce  qui  se  fait  J 
ainsi  :  Supposons  le  parallélogramme  EFHN  établi  et  unique- 
ment dirigé  par  le  mouvement  du  balancier  autour  de  D  et  du, 
sommet  F  sur  la  verticale  FG;  on  détermine  la  suite  des  po- 
sitions correspondantes  occupées  par  le  sommet  H,  pui 
Tait  passer  au  travers  de  ces  différentes  positions  un  arc  de 
cercle  qui  s'en  écarte  le  moins  qu'il  est  possible  de  part  et 
d'autre,  et  donl  le  centre  détermine  l'axe  de  rotation  S  de  la 
bride  SH. 

On  peut  voir,  dans  le  tome  XIX,  année  i8a3,  des  annales 
de  Chimie  et  de  Physique,  et  dans  le  tome  XII,  année  j8a6, 
des  Annales  des  Mines,  un  Mémoire  de  M.  de  Prony,  dans 
lequel  cei  illustre  ingénieur  indique  les  moyens  de  disposer 
le  parallélogramme  de  manière  à  rendre  les  déviations  de  la 
lige  aussi  petites  qu'il  est  possible.  On  consultera  aussi,  an 
sujet  des  divers  dispositifs  qui  peuvent  servir  à  atteindre  le 
même  but,  le  Traité  des  machines  à  vapeur  de  l'ingénieur 
anglais  Tredgold,  pages  Sga  et  suivantes,  PL  XII.  Il  nous  suffit 
ici  de  savoir  que  l'urliculalion  commune  aux  liges  FP  et  EF , 
décrit  sensiblement  une  ligne  droite. 

67.  Relations  entre  les  forces  et  les  vitesses  des  différentes 
parties.  —  Supposons,  pour  la  clarté,  toutes  les  pièces  réduites 
à  leurs  axes  (^g-.  25);  la  loi  du  mouvement  du  point  C,  sur 
l'arc  de  cercle  qu'il  décrit  autour  de  D,  esta  peu  près  la  même 
que  pour  le  cas  préccdenl  (Jig.  aS,  p.  1 3;  ),  où  ce  point  étaitas- 
sujeili  a  parcourir  la  verticale  AC;  car  ici  l'arc  dont  il  s'agit 
s'écarte  toujours  fort  peu  de  celle  verticale;  mais  l'expression 
analytique  de  celte  loi,  quoique  facile  à  obienir,  serait  trop 
compliquée  pour  qu'on  pût  en  tirer  un  parti  avantageux,  et  il 
conviendra  de  recourir  au  tracé  de  la  ligure,  en  se  servant  du 
principe  énoncé  au  n"  64,  qui  donne  immédiatement  le  rap^' 
pondes  vi  tesses  des  différents  points  et  des  forces  qui  leur  sont* 
appliquées. 
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Ainsi,  par  exemple,  si,  pour  une  position  quelconque,  on 
détermine  l'intersection  I  du  prolongeroenide  la  direction  AB 
de  la  manivelle  avec  la  ligne  d'axe  DC  du  balancier,  cette 
intersection  pourra  être  considérée  comme  le  centre  de  rou- 
Uon  instanunée  du  système  de  la  bielle  BC  et  du  triangle  BCI, 
supposé  de  grandeur  invariable,  de  sorfe  que  les  vitesses  des 
points  B  et  G  seront  entre  elles  dans  le  rapport  de  BI  k  CI. 


Kg.  a5. 
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Pareillement,  si  l'on  détermine  le  point  de  rencontre  1'  du 
prolongement  de  DE  avec  l'horizontale  l'F  perpendiculaire  au 
chemin  décrit  par  F,  ce  point  pourra  être  considéré  comme 
le  centre  de  rotation  instantanée  du  système  de  la  tige  FE  et 
du  triangle  EFI',  supposé  de  forme  invariable,  de  sorte  que 
les  vitesses  des  points  F  et  E  seront  entre  elles  comme  les 
cfltés  FI'  et  El',  qui  leur  correspondent  dans  ce  triangle. 

Prolongeant  FE  jusqu'à  son  intersection  0'  avec  l'horizon- 
lale  du  centre  de  rotation  D,  le  rapport  de  l'E  à  l'F  pourra 
être  remplacé  par  celui  de  DO'  à  DE;  menant  par  le  centre  A 
la  parallèle  AO  à  DC,  qui  rencontre  BC  prolongé  en  0,  le  rap- 
port de  Bl  à  CI  pourra  être  pareillement  remplacé  par  celui  de 
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AB  à  AO  ;  posant  enfin  AB  =  i,  CD  =  DE  =  /,  AO  = 
angCDL  =  6,  angCAB  =  d. 


Nommant  de  plus  m  la  vitesse  angulaii 


de  la  manivelle. 


(/A  la  vitesse  virtuelle  du  point  F,  et  F  la  force  verticale  qui  lui    , 
est  appliquée;  U  et  X  les  forces  qui,  appliquées  tangenlielle- 
ment  aux  arcs  décrits  par  les  extrémités  E  ou  C  et  B  seraient 
équivalentes  à  F  ou  lui  feraient  équilibre,  abstraction  faite  de 
toute  autre  force,  on  aura,  sans  avoir  égard  au  signe  négatif    , 
derfe, 

'  £  — ?^  _5Î_  ^_^ 

x^  /</e  ~ci~Au^(/' 


d'où 


\]u  =  \b, 


dS 


relations  faciles  à  calculer  ou  à  construire,  et  auxquelles  on 
arriverait  directement  [G2)  par  la  simple  décomposition  des 
forces  ou  des  vitesses  dirigées  suivant  les  lignes  BC  et  FE. 

G8.  Ces  mêmes  relations  meitrool  d'ailleurs  en  état  de  dé- 
terminer pour  chacune  des  positions  du  système,  et  en  fonc- 
tion de  la  vitesse  angulaire  u,  les  forces  d'inertie  et  les  forces 
vives  des  différentes  pièces,  ainsi  que  nous  l'avons  montré  en 
particulier  dans  le  n°65;  mais  il  serait  inutile  d'insister  ici 
sur  cet  objet,  non  plus  que  sur  les  conséquences  qui  peuvent 
se  déduire,  par  une  discussion  facile,  des  relations  dont  il 
s'agit,  eu  ce  qui  concerne  t'irrégularilé  plus  ou  moins  grande 
du  mouvement  ou  de  l'action  des  forces,  selon  que  la  tige  EF 
agit  à  la  fols  dans  chacune  des  deux  demi-révolutions  ou  seule- 
ment dans  l'une  d'elles.  Il  est  évident  que  ces  conséquences 
seraient,  aux  chiffres  près,  analogues  à  celles  auxquelles  on 
est  parvenu  dans  le  cas  particulier  où  il  s'agit  d'une  manivelle 
sollicitée  par  une  force  constante  en  grandeur  et  en  intensité. 
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Ainsi/ par  exemple,  on  trouverait  ici  encore  qure^  dass»  Ité' 
cas  des  manivelles  à  double  effet,  on  doit  mettre) ^etk-éqiir'- 
libre  leurs  équipages  qui  comprennent  le  poids  de  lahlelle^» 
des  balanciers,  elc.^  tandis  que,  dans  celui  des  manivelles  à 
'  simple  effet,  il  y  a  de  l'avantage  à  charger  Tune  des  extrémités? 
du  balancier  d'un  poids  égal  à  environ  moitié  de  la  fovee  E. 
D'après  cela,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  eniipteiuider 
mois  comment  on  devra  s'y  prendre  pour  résoudre  Ibscpmiii^ 
cipales  questions  ou  difficultés  qui  peuvent  se  présenter  dans 
celle  discussion. 

69.  Indication  de  la  manière  de  résoudre,  dans  le  cas  gé^. 
nêral,  les  questions  traitées  aux  n°'  51  et  57  relativement' aux 
bielles  et  manivelles  simples,  —  Considérant,  par  exemple;  le;  :. 
cas  où  la  puissance  F,  supposée  constante,  n'agit  que  pendant 
une  demi-oscillation  ascendante  du  piston  ou  pendant*  que-lai 
manivelle  décrit  le  demi-cercle  situé  à  droite  de  la  verlibade^ 
du  centre  de  rotation  A,  nommant  h  la  hauteur  de  course  dui 
point  F,  correspondant  à  l'angle  a  décrit  par  cette  manivelle, 
à  partir  de  sa  position  supérieure,  et  h'  la  hauteur  totaIe.de. 
celte  course,  qui  différera  en  général  très-peu  de  26,  la  quan- 
tité de  travail  développée  par  la  force  F  dans  une  révolution- 
entière  sera  mesurée  par  le  produit  FA',  d*après  quoi  son 
bras  de  levier  moyen  rapporté  à  Taxe  A  aura  pour  valeur 

h' 

7-î  et  l'effort  moyen  qui  pourrait  la  remplacer  et  produire  lé' 

même  travail  à  chaque  révolution  entière,  s'il  était  appliqué' 

tengentiellement  à  la  circonférence  décrite  par  l'extrémité' B^ 

h' 
de  la  manivelle,  sera  — rF. 

27:6 

Or,  selon  qu'il  s'agira  des  considérations  statiques  des  n**»  51 

et  suivants,  ou  des  considérations  dynamiques  des  n**»  57,  58 

et  59,  on  aura  à  rechercher  les  maxima  etminima  du  moment 

virtuel 

* 

c'est-à-dire  du  produit  F  -y-  qui  représente  ici,  en  quelque 

10. 
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f  sorte,  le  moinenl  de  la  Torce  conslanle  F,  ou  bien  il  s'i 
de  trouver  les  posltioos  du  syslème  pour  lesquelles  l'excê 

travail  de  l'effort  moyen  — r  F  sur  le  travail  effectif  de  la  | 

sauce  F  atteint  son  maximum  et  son  minimum;  ce  qui  a: 

nécessairement  aux  instants  pour  lesquels,  ces  forces  se 
sant  équilibre,  leurs  quantités  de  travail  élémentaires 
égales,  de  sorte  qu'on  a  ^_l 


jVbda—¥dli^ 


i 


70.  Procédé  graphique  pour  trouver  le  plui  grand  ou  le 
petit  écart  du  moment  et  du  travail  variable  de  la  puiss^ 
sur  son  moment  ou  son  travail  moyen.  —  Ainsi  donc,  dai 
premier  cas,  on  aura  à  recherciier  la  position  du  sysièmt 
répond  a  la  plus  petite  et  à  la  plus  grande  des  valeurs  < 

fonction  ~j-,  et  dans  le  deuxième  celles  pour  lesquelles  ( 


dont  ia  solution  est  on  ne  peut  plus  facile  a  l'aide  des  don: 
de  la  figure,  et  en  construisant  une  courbe  unique  ayant  | 
abscisses  les  différentes  valeurs  de  u'  ou  DCy,  et  pour  or 

nées  les  valeurs  correspondantes  de  —r—i  que  l'on  consli 

très- facile  ment,  en  portant  la  grandeur  de  «  =;  AO  de  D  < 
sur  la  direction  de  DE  et  menant  la  parallèle  IfV  à  O'EF, 
donnera  sur  DO'  le  segment 


Les  valeurs  de  «et  m',  qui  satisfont  à  la  question,  étant  i 
trouvées,  on  déduira  immédiatement  le  plus  grand  et  le 
petit  des  écarts  du  moment  moyen  sur  le  moment  variabli 
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FA 

OU  du  Iravail  moyen  —  a  sur  le   travail  variable   FA   de  là 

Torce  F  supposée  conslanle,  etc. 

D  est  évidenl  que  la  question  ne  serait  pas  beaucoup  plus 
difficile  !t  résoudre  si  F  variait  avec  h,  suivant  une  loi  donnée, 
par  le  tracé  d'une  courbe,  par  exemple;  car  les  valeurs  des 

qualités  de  travail  /  Fdh,  f  Fda  seraient  alors  immé- 
diatement données  par  les  méthodes  de  quadrature  mention- 
nées au  n"  9(Section  I). 


Dq  Joint  brisé  on  nniverBel. 

71.  Description  de  l'appareil.^  Le  joint  brisé  ou  universel 
a  [wur  objet  de  transmettre  le  mouvement  de  rotation  d'un 
aie  4  un  autre,  qui  le  rencontre  sous  un  angle  quelconque, 
plus  grand  que  l'angle  droit;  il  est  ordinairement  composé 
d'un  croisillon  {Jig.  26)  ou  d'une  boulede  métal  portant  deux 

Fie.  ï6. 


»es  rectangulaires  et  qu'on  interpose  entre  les  mâchoires 
qui  terminent,  vers  leur  point  de  rencontre,  les  deux  axes 
proposés.  Ce  mécanisme  est  principalement  employé  en  Hol- 
lande pour  transmettre  le  mouvement  des  moulins  à  vent  aux 
les  inclinés  des  vis  d'Archimède  qui  servent  pour  les  épui- 
sements. Son  principal  avantage  consiste  dans  la  faculté  qu'il 
offre  de  pouvoir  changer  à  volonté,  quoique  entre  des  limites 
données,  l'angle  des  axes  de  mouvement.  Généralement  on 
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n'en  fait  usage  que  pour  les  machines  peu  puissantes,  à  cause 
de  Tirrégularilé  du  mouvement  qu'il  occasionne  el  de  l'é- 
norme pression  ou  résislance  que  supportcni  les  axes  des 
crojsillons,  dont  les  bras  sont  toujours  fort  petits  par  rapport 
aux  rayons  des  roues  d'angles  cju'on  leur  substitue  ordlnaire- 
mem. 

Prenons  {fig-  37]  pour  plan  horizontal  celui  des  deux  axes 
de  rotation  donnés  CL  et  CM  ;  soient  DD',  EE'  les  projections, 


Fie-  17- 


sur  ce  plan,  des  cercles  respectivement  décrits  par  les  eïlré-    | 
mités  des  axes  des  croisillons  et  qui  sont  perpendiculaires     1 
aux  axes  CL   et  CN  ;  concevons  la   sphère   qui   contient  à     J 
la  fois  ces  cercles,  el  soient,  pour  une  position  quelconque     i 
du  système,  A  et  A',  Bet  B'  les  projections  de  celles  des  extré- 
mités dont  il  s'agit,  qui  sont  diamétralement  opposées  entre 
elles  sur  les  cercles  DD',  EE';  le  grand  cercle  qui  appartient 
a  ces  entrémités  formera,  avec  les  précédents,  le  triangle  sphé- 
rique  ABC,  dont  les  côtés  AB  et  AC  fixent  entièrement  la  po-     ' 
silion  des  extrémités  supérieures  B  et  C  des  croisillons,  par 
rapport  à  l'intersection  C  des  cercles  DD',  EE'  ou  celle  des 
rayons  CA  et  CB,  par  rapport  à  la  verticale  qui  répond  au  point 
de  rencontre  des  axes.  Or,  AG  étant  considéré  comme  l'arc 
du  grand  cercle  décrit  par  rexlrémiié  B,  à  partir  du  point  A, 
BE  complément  de  CB  devra  être  considéré  comme  i'arc  dé- 
crit simultanément  par  l'extrémité  B,  à  partir  de  E,  ou  de  la 
position  horizontaledu  rayon  CB,  correspondant  à  la  position 
verticale  C  du  rayon  CA. 
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72.  Relation  entre  les  angles  décrits  par  les  croisillons.  — 
Nommant  donc  a  et  ^  les  angles  au  centre  des  arcs  BE  et  AC, 
ces  angles  seront  précisément  ceux  que  décrivent  simultané- 
ment les  rayons.CB  et  CA»  autour  des  axes  CL  et  CM,  auxquels 
ils  sont  respectivement  perpendiculaires;  et,  si  Ton  nomme 
en  outre  C  Tangle  MCL  =  ACB  de  ces  deux  axes,  on  aura,  par 
le  triangle  sphérique  ABC,  dans  lequel  AB  équivaut  à  un  qua- 
drant et  BC  au  complément  de  BE, 

tanga  -t-  cosCtangP  =  o. 

On  arrive  au  même  résultat  en  observant  que,  si  Ton  porte 
de  Ben  a^  sur  le  grand  cercle  EE',  un  arc  Ba  =  BA  équiva* 
leniau  quadrant,  Tare  du  grand  cercle  A  a  sera  perpendiculaire 
sur  Ca  =  BE  =  a,  de  sorte  que,  si  l'on  nomme  I  l'angle  ACa, 
supplément  de  C,  on  aura,  dans  le  triangle  ACa, 

tanga  =  cosItangp. 

Or  cela  démontre  que  les  angles  a  et  p,  décrits  simultané- 
ment autour  des  arcs  CL  et  CM,  sont  précisément  ceux  que 
décriraient,  à  partir  de  la  position  verticale  en  C,  deux  rayons 
CAetCa,  dont  l'un  serait  la  projection  orthogonale  de  l'autre 
sur  son  propre  plan  de  mouvement,  propriété  remarquée  par 
MH.  de  Bétancourt  et  Bréguet,  qui  l'ont  démontrée  dans  un 
Mémoire  présenté  à  l'Institut  de  France  et  l'ont  appliquée  à 
leur  système  de  télégraphe. 

Dififérentiant  la  dernière  des  relations  ci-dessus,  elle  don- 
nera 

rfa       cosicos'a       i  —  sin^Icos'a  cosl 


rfj3  cos*  (3  cosl  I  —  sin'l  sin»(3 

pour  le  rapport  des  vitesses  de  rotation  des  axes  MC  et  LC, 
qui  est  aussi  le  rapport  inverse  des  forces  qui,  agissant  avec 
le  même  bras  de  levier,  se  feraient  mutuellement  équilibre 
autour  de  ces  axes  respectifs. 

On  voit  ici  que  les  valeurs  de  ce  rapport  peuvent  varier  de- 
puis cosl  jusqu'à T)  et  que  l'action  sera  d'autant  plus  ré- 
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gulière  que  l'angle  ï  approchera  davantage  de  zéro.  D'ailleurs 
on  peut  se  proposer  les  questions  analogues  à  celles  que  nous 
avons  résolues  (51  ei57),  dans  le  cas  des  manivelles. 

73.  Recherclie  de  l'effort  et  du  travail  transmis.  —  Suppo- 
sons, par  exemple,  l'axe  CM,  qui  décrit  les  angles  (3,  sollicité 
par  une  puissance  constante  F,  agissant  à  l'extrémité  du  bras 
de  levier  R,  qui  sera,  si  l'on  veut,  le  rayon  d'une  roue,  en 
aura  :  i"  pour  l'effort  variable  transmis  à  l'autre  axe 


2°  pour  le  travail  élémentaire  de  cet  effort 
FI{cosl(/a 


3'  enfin  pour  le  travail  total  imprimé  dans  toute  l'étendue  de 
l'angle  ix 


r 


langa\ 

-  sin'lcos'a  \      °        cosl  / 


prenant  l'angle  x^an,  il  est  clair  que  la  quantité  de  travail 
relative  à  une  révolution  entière  de  l'arbre  MC  sera  F2;:R; 
donc  ici  l'effort  moyen  qu'il  faudrait  appliquer  â  une  roue 
de  rayon  R,  montée  sur  cet  arbre,  a  précisément  pour  va- 
leur F;  ou,  si  l'on  veut,  R  est  le  bras  de  levier  moyen  de  la 
puissance  constante  F,  supposée  appliquée  à  ce  même  arbre; 
par  conséquent 

„„  ,  FR  cosl '/se  en  j    (  f^osl  \ 

FRrfa ^^T —  =FRrfa     I r — j . 

1  —  sm'lcos'a  V       I  —  sm'lcos'a/ 


EH«-FRa,c(ta„g='îîff) 


-'[^- 


_  lanKf  \ 
cosl  1 
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\  expriment  les  écarts  respectifs  des  quantités  de  travail  élémen- 
I    taires  et  totales»  par  rapport  à  celles  que  produirait  l'effort 

moyen  F,  pour  le  même  angle  a,  décrit  par  Tarbre  MC  ;  ce  qui 
•   donne,  pour  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  du 

premier  de  ces  écarts, 

FRrfa  f    '     -,V     FRrfa{i-cosI) 
\cosl       I  ^  ' 

respectivement. 
Quant  au  second  de  ces  écarts,  il  devient  nul  à  la  fois  pour 

I  3 

0L=-Oy      a  =  -  TT,      a  =^  TT,      a  =  -  TT,      a  =:  27r, 

2  2 

et  il  atteint  ses  plus  grandes  valeurs  positives  ou  négatives 
dans  les  quatre  positions  intermédiaires  du  système,  déter- 
minées par  réquation 

rf  a~arc(lang=:  -^5^) 

_L \      °        cosl  /  I  _  cosi  _ 

da  ~~         I  —  shfi'lcos'a  "~     ' 

qui  donne 

v/i  —  cosl 


cosa  =  ± r-| —  »     tanga  =  ±  y/cosl, 

ei par  conséquent,  pour  les  valeurs  du  maximum  de  l'écart 
demandées, 


F27rR  '  ^^^  ^^"^  ~  ~  \/cosl) 


27r 
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74.  Appréciation  des  plus  grands  efforts  et  des  irrégularités 
i'(iction»auxquelles  donne  lieu  le  joint  universel.  —  Suppo- 
sant, par  exemple, 

1  =  45**    ou    cosl  ==  sini  =  - v^2  ^  0,7071, 

2 

<^6  qui  a  lieu,  à  peu  près,  dans  le  cas  de  la  vis  d'Ârchimède, 
<)Q  trouvera,  pour  la  mesure  du  plus  grand  et  du  plus  petit  des 


r 
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écarts  de  la  quantité  de  travail  élémentaire  sur  la  moyenne,  ou 
du  bras  de  levier  et  de  l'efTori  variables  par  rapport  à  leur  ^«* 
leur  moyenne,  i 

^  — i=o,4i4.     i  —  cosI  =  0,2929, 

ce  qui  répond,  comme  on  voit,  à  des  variations  d'aclîon  con- 
sidérables, et  prouve  que  les  axes  des  croisillons  peuvent 
éprouver  momenlanément  de  très-grands  efforts  répondant 
aux  arcs 

a  =  o,     oc^j:,     a=:27r. 

Mais  on  ne  doit  pas  conclure,  pour  cela,  que  ]&s  écarts  du 
travail  total  ou  de  la  force  vive  qui  lui  correspond,  par  rapport 
■à  leur  valeur  moyenne,  soient  eux-mêmes  très-grands  :  en  ef- 
fet, la  dernière  dos  formules  ci-dessus  donne,  pour  les  nom- 
bres qui  mesurent  cet  écart  : 

-i-o,o2744>     répondant  à  l'angle     a := /^o'' Z' ^o" ,  ^ 

dont  la  tangente  est  égale  à  +  v'c*'^^  =  Oi'^4''9! 

-l-o,o2744'     répondant  à  l'angle     «  =  i39''56'zo",  ^ 

suppién>ent  du   précédent,   et  dont  la  tangente  est  égale  I 

—  v'cosl  =  —  o  ,8409  ; 

—  o,o2^44i  répondant  à  l'angle    i8o"4-4o''3'4o"^32o''  3' 40*1 
'-1-0,02^44'  répondant  à  l'angle   360°  — 4o''3'4o''=3i9"56'2o* 

Ces  écarts  sont,  comme  on  le  voit,  moindres  que  ceux  qu 
ont  été  trouvés  (39)  pour  la  manivelle  à  double  effet. 

IV.  —  Applications  PARTicuLiÈnES  de  la  tuéobie  des 


Considérations  genéraleB  sur  l'emploi  et  snr  la  construction 
des  volants. 

75.  Impossibilité  de  découvrir  une  règle  qui  soit  applicabb 
à  l' établisse menl  de  toute  espèce  de  volant.  —  D'après  le! 
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principes  généraux  exposés  au  n*39  (Section  I)  sur  la  théorie 
des  volants,  il  est  facile  de  voir  qu'on  ne  saurait  trouver  une 
formule  unique,  qui  pût  servir  à  calculer  leurs  dimensions 
dans  tous  les  cas;  et,  à  cet  égard,  il  est  impossible  d'admettre 
les  règles  universelles  que  quelques  auteurs  praticiens  ont 
cherché  à  établir.  Chaque  genre  distinct  d'irrégularité  d'ac- 
tion des  puissances  et  des  résistances  en  exigera  une  en  par- 
ticulier, et  la  théorie  des  volants  ne  sera  complète,  pour  la 
pratique,  que  lorsqu'on  l'aura  appliquée  à  chaque  cas  spécial  : 
ainsi  le  volant  d'une  scierie  ne  peut  être  calculé  comme  ce- 
lui d'une  machine  à  vapeur,  d'un  laminoir,  etc.  C'est  pourquoi 
nous  nous  bornerons  à  montrer,  par  quelques  exemples  sim- 
ples, relatifs  aux  systèmes  à  manivelle,  la  manière  dont  on 
doit,  dans  chaque  cas,  procéder  à  la  solution  de  la  question; 
mais,  comme  cette  solution  ne  laisserait  pas  que  d'être  fort 
compliquée  si  l'on  voulait  avoir  égard  à  toutes  les  circon- 
stances du  mouvement  et  à  ce  qui  se  passe  dans  toute  l'étendue 
des  machines,  nous  devons  présenter  ici  quelques  réflexions 
propres  à  faire  éviter  des  difficultés  de  calcul  qui  seraient 
souvent  sans  objet  pour  le  but  qu'on  se  propose  dans  l'éta- 
blissement des  volants. 

76.  Simplification  qu'il  est  permis  d'apporter  dans  beau- 
coupde  cas  au  calcul  des  volants.  —  D'abord  on  doit  admettre 
en  principe  ce  qui  a  été  dit  au  n"  39  (Section  1),  que  le  volant 
est  placé  le  plus  près  possible  de  la  force,  qui  exerce  des  ac- 
tions irrégulières  (*)  et  doit  assurer  l'uniformité  du  mouve- 
ment indépendamment  de  l'inertie  des  pièces  de  rotation  qui 
lui  succèdent  du  côté  opposé  à  .cette  force;  car,  sans  cela,  ces 


(')  Répartition  des  divers  volants  d'une  usine,  —  Pour  assurer,  en  toutes 

circonstances,  la  bonne  marche  d'un  ensemble  de  machines,  il  suffit  de  faire 

en  sorte  que,  dans  les  cas  extiêmes  les  plus  défavorables,  l'écart  des  vitesses 

et  l'accélération  ne  dépassent  pas  les  limites  déterminées  (Note  du  n*'  42,  Scct.  1). 

^i  T  représente  le  travail  transmis  à  la  vitesse  de  règle  &>,  a  la  plus  grande  va- 

riatioD  totale,  positive  ou  négative,  que  le  travail  moteur  puisse  éprouver  sans 

90e  le  régulateur  intervienne  d'une  façon  efficace,  /3  la  plus  grande  variation 

an  travail  résfstant,  il  est  clair  que  l'excès  maximum  de  la  force  vive  sur  la 

A)rce  vive  normale  correspondra  au  cas  où  a  et  /3  coexisteront  et  seront  de  signes 
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pièces  pourraient  être  soumises  à  des  allei'nalives  d'actions 
nuisibles  ou  dangereuses. 

Ensuite  on  remarquera  que  les  résistances  passives,  quelle 
qu'en  soit  la  nature,  introduisant  dans  l'équation  des  forces 
vives  du  n'  38  { Section  I  )  des  termes  qui  ne  peuvent  entrer 
que  positivement  dans  le  premier  membre  relatif  à  ces  forces 
vives  et  négativement  dans  l'expression  de  S,  elles  auront 
pour  elfel,  dans  beaucoup  de  cas,  de  diminuer  les  plus  grands 
écarts  de  la  vitesse  ou  la  valeur  qu'il  serait  nécessaire  de  don- 
ner au  moment  d'inertie  du  volant,  si  ces  circonstances  n'c 
valent  pas  lieu;  en  d'autres  termes,  elles  tendront,  par  elles- 
mêmes,  à  régulariser  le  mouvement  en  remplissant  ainsi  \a 
fonctions  de  ffein,  et  par  conséquent,  en  les  négligeant  dans 
de  pareilles  circonstances,  on  sera  certain  d'obtenir,  pour  le 
volant,  des  dimensions  plus  que  suffisantes. 

D'ailleurs  il  arrive  presque  toujours  que  tes  résistances  pas- 


conlrairps.  Il  est  toujoara  prudent  de  faire  celle  byp.olhèse  eitrèma 
poeitlon  relatlio  des  diverses  machines  n'est  pas  coiietaiil«,  elle  ebt  modifiée^ 
chaque  instant  par  lu  dérormalion  des  organes  de  Iransmission,  tl  surtout  p 
les  glissements  inévitables  des  courroies,  par  les  emlirajagcs  uu  débrajngFS.  D'i 
autre  cûté,  le»  variations  accidentelles  se  produisent  à  des  époques  quinepaim 
pas  être  réglées.  D'après  la  Ibéorie  eiposée  au  n"  38,  Secl.  I,  la  force  Tire  il 
qu'il  est  nécessaire  de  donner  nu  système,  pour  lui  assurer  une  régiilarilé  dtl* 
nie  par  n,  est  délerminoe  par  l'équation  Au' =  n(a -f-^);  on  voit  qu'elle*^ 
égale  à  la  somme  des  deux  TorGes  rivos  égales  a  na  el  à  n^,  que  l'on  traDTenl 

en  déterminant  séparément  un  votant  assurant  l'écart  -  à  la  machine  rnoOft 


travail  moteur  consUnt  et  soumise  à  la  variation  ^  du  travail  résistant.  0* 
arrive  à  des  conséquences  analoBues  en  étudiant  la  question  au  point  de  ïO^ 
lies  accélérations. 

Le  calcul  des  volants  peut  donc  toujours  être  fiactionné  et  ramené  U  celui  "• 

chaque  machine  isolée,  recevant  du  dehors  un  travail  conslant  et  assujettie  M»' 

isulle  pas  qu'une 


ulde 
machin 

e  isolée,  receva 

onc  toujoi 
nt  du  deh 

rs  être  fiaeti 
rsun  travail 

lationsdotrav 

il  qui  lui 

ont  propres; 

qui  servent  au  calcul  du  vola 
«de  réuularitê  requises  et  le 
as  spécial  avec  la  nature  des  au 
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sives  les  plus  influentes  font  partie  intégrante  de  la  puissance 
moirice  ou  de  la  résistance  active,  ou  peuvent  être  comprises 
dans  les  mêmes  termes  de  l'équation  des  forces  vives,  de  sorte 
qu'on  peut,  sans  inconvénients,  négliger  la  considération  des 
résistances  passives  intermédiaires,  en  tenant  compte  seule- 
ment de  leurs  valeurs  moyennes  ou  des  quantités  de  travail 
qu'elles  produisent  dans  chaque  révolution  de  la  machine, 
c'est-à-dire  en  ajoutant  ces  valeurs  moyennes  à  la  puissance  ou 
à  la  résistance  active. 

Enfin,  dans  d^autres  cas  très-compliqués,  où  l'on  aura  à  con- 
sidérer des  pièces  à  mouvement  alternatif,  on  se  verra  con* 
traintde  négliger  l'influence  de  l'inertie  de  quelques-unes  ou 
de  la  totalité  de  ces  pièces,  en  ne  tenant  ainsi  uniquement 
compte  que  de  l'irrégularité  d'action  même  de  la  puissance 
et  de  la  résistance,  ou  bien  on  sera  obligé  de  faire  quelque 


ments  doivent  donc  toujours  être  déterminés  par  une  étude  préliminaire. 
(Note  du  no  42,  Sect.  I,  et  du  n»  35). 

Le  mode  d'opérer  qui  vient  d'être  indiqué  apporte  de  grandes  simplifications 
an  calcul  des  volants;  il  conduit,  en  outre,  à  la  répartition  la  plus  avanta- 
geuse des  volants  sur  les  divers  arbres,  au  point  de  vue  de  l'état  moyen  des 
tensions  dans  les  organes  de  transmission  et  des  oscillations  de  la  vitesse 
réelle  résultant  des  déformations  élastiques. 

En  se  reportant  à  la  Note  du  n*'  46,  on  peut  se  rendre  compte  de  l'importance 
d'one  bonne  répartition  des  masses  en  mouvement.  Si  les  forces  extérieures 
viennent  à  varier  en  même  temps  qu'elles  augmentent,  par  exemple,  le  premier 
effet  de  cette  modification  est  un  ralentissement  de  l'arbre  mené,  une  accélé- 
ration de  l'arbre  moteur,  quelles  que  soient  du  reste  les  valeurs  relatives  des 
variations;  lorsque  celles-ci  sont  de  peu  de  durée,  on  peut,  par  un  choix  con- 
venable des  masses,  c'est-à-dire  de  la  valeur  de  N,  augmenter  à  volonté  la  durée 
delà  période  des  oscillations  et  la  rendre  assez  longue  pour  que,  au  moment 
où  la  perturbation  cesse,  la  tension  de  la  transmission  ne  soit  pas  encore  arrivée 
à  son  maximum  et  diffère  aussi  peu  qu'on  le  voudra  de  sa  valeur  moyenne. 

Telle  est  la  raison  qui  conduit  à  placer  des  volants  sur  les  arbres  des  ma- 
chines-outils; il  faut  remarquer  que,  par  suite  de  i'emploi  de  ces  volants,  la 
diminution  du  travail  résistant,  au  moment  des  débrayages,  se  trouve  accompa- 
gnée d'une  diminution  de  la  masse  en  mouvement;  l'inverse  a  lieu  au  moment 
des  embrayages .  Ces  circonstances  concourent  pour  augmenter  les  irrégularités 
do  mouvement,  et  il  est  nécessaire  d'en  tenir  compte,  soit  en  calculant  en 
conséquence  le  volant  de  la  machine  motrice,  soit  mieux  en  établissant  des 
volants  spéciaux  sur  les  transmissions,  dans  des  régions  voisines  de  celles  où 
reproduisent  les  intermittences  de  travail.  (K.) 
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suppoâilion  qui  tende  à  simplilier  l'état  variable  du  mouve-' 
ment  de  la  machine,  commR  il  arriverait  pour  les  appareils: 
des  n"  61  et  66  {Jîg.  aS  et  24)>  si  l'on  supposait  la  bielle  BC 
sensiblement  venicale,  et  la  puissance  F  immédiatement  ap- 
pliquée à  t'extrémilé  du  bras  DE  du  balancier,  ce  qui  s'écarte' 
assez  peu  de  la  réalité,  dans  les  cas  ordinaires,  où  les  Ion—' 
giieurs  de  celle  bielle  et  de  ce  bras  sont  environ  cinq  fois  ce- 
lui de  la  manivelle  AB. 

77.  Dispositions  les  plus  ordinaires  des  volants.  —  Pour  sa- 
tisfaire autant  qu'il  est  possible  aux  conditions  indiquées  aj 
n"  39  (Section  1),  on  compose  ordinairement  les  volants  d'un 
anneau  en  fonle  [Jig.  tS)  relié  au  moyen  de  bras,  en  même 


matière,  ou  en  fer,  ou  en  bois,  à  un  noyau  central  monté  sur 
l'arbre  (  ').  Presque  toujours  la  section  de  l'anneau  dont  il  s'agit 


(')  systèmes  d'assemilage  des  -volanCs.  —  Lorsque  les  volant!  sonl  de  petite 
dimensiOD,  iU  sont  ordioairemenl  fondua  d'ane  pièce;  quand  ili  onl  an  grand 


APPLIQUÉE   ÀUl  MACHINES.  iSg 

est  rectangulaire >  mais  on  lui  donne  quelquefois  aussi ,  de 
même  qu'aux  bras,  une  forme  elliptique  allongée,  dans  la 
\uede  diminuer  la  résistance  de  Tair;  nous  ne  connaissons 
aucune  expérience  qui  mette  en  état  d'apprécier  cette  ré- 
sistance dans  le  cas  dont  il  s'agit,  et  il  est  même  douteux 
que,  vu  la  continuité  de  l'anneau  et  la  succession  rapide  des 
bras  dans  un  même  espace,  la  forme  des  bras  et  de  l'anneau 
joue  un  si  grand  rôle,  que  s'il  s'agissait  de  surfaces  complète- 
ment isolées.  Enfin,  dans  des  machines  peu  puissantes,  on  se 
contente  souvent  de  placer  à  l'extrémité  de  bras  en  fer,  amincis 
danslesens  du  mouvement,  des  masses  métalliques,  auxquelles 
on  donne  la  forme  lenticulaire,  toujours  dans  la  vue  de  dimi- 
nuer la  résistance  de  l'air;  mais  ces  derniers  dispositifs  doivent 
êlre  proscrits  à  cause  des  dangers  qu'ils  présentent. 

78.  Expressions  approximatives  et  simplifiées  du  moment 
d'inertie  et  de  la  force  vive  des  volants. —  Quoi  qu'il  en  soit, 
Usera  toujours  facile,  au  moyen  des  règles  posées  à  la  fin  de 
cetieSection,  de  trouver  le  moment  d'inertie  l.mr*  et  la  force 
vive  fsï^lmr^  (36,  Section  I)  d'un  pareil  système.  Considé- 
rons, en  particulier,  le  cas  des  volants  à  anneau  continu,  et 
nommant  P'  le  poids  de  cet  anneau.  Ri  son  rayon  moyen,  V  sa 
vitesse  à  l'extrémité  de  Ri,  g-=:9"',8o9  l'accélération  de  la 
pesanteur,  on  aura  très-approximativement 

p/  p/  p' 

lmr''——K\     et    w'2mr' 1=  —  w'RJ  =  —  V^ 


8 


ft 


diamètre,  les  rayons  sont  assemblés  {Jig,  28)  à  l'aide  de  boulons  et  de  cales  de 
serrage  sur  un  noyau  DE;  l'anneau  est  composé  de  plusieurs  segments,  qui 
Mot  réunis  entre  eux  à  l'aide  de  prisonniers  intérieurs  traversés  par  des  gou- 
jons perpendiculaires  au  plan  du  volant;  ces  jonctions  se  font,  soit  dans  le  pro- 
Jongemenl  des  rayons,  en  A  (Jig,  29),  soit  dans  l'intervalle  compris  entre  les 
fiyons,  en  B  {fi^*  28).  Ces  deux  figures  indiquent  en' G  et  ab  deux  modes  fré- 
quemment employés  par  les  constructeurs  pour  l'assemblage  de  l'anneau  avec 
1m  rayons. 

Les  volants  sont  souvent  utilisés,  en  dehors  de  leur  rôle  spécial,  comme  or- 
ganes de  transmission  de  mouvement;  la  surface  extérieure  de  la  jante  est  alors 
tournée  quand  le  volant  doit  recevoir  une  courroie^  ou  bien  garnie  de  dents 
quand  il  fait  fonction  de  roue  d'engrenage.  (K.) 
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Quant  aux  bras,  si  l'on  nomme  P"  leurpoids  total,  on  poumi 
d'après  les  mêmes  règles,  prendre  trés-approximalivemenl 

g 
et,  par  conséquent, 

P"  p" 

w'Smr'  =  o,325  —  w'R'=  0,325—  V; 

ce  qui  donne,  pour  la  force  vive  totale  du  volant 
(P'  +  Q,325P")V' 


veuille  tenir  compte  on  non  du  moment  d'inertie  des  bras, 
qui,  au  surplus,  ne  saurait  guère  surpasser  le  |  ou  lejd 
celui  de  l'anneau  entier. 

79.  Recherche  du  moment  total  des  forces  qui  tendent 
rompre  les  bras  des  volants  [  '  ).  —  Le  volant  est  principalemeH 
exposé  à  l'action  de  la  force  centrifuge,  qui  tend  à  séparer  vh 
lemment  les  bras  et  les  segments  dont  se  compose  l'anneail 
et  à  l'action  de  la  force  motrice  ou  d'inertie  qui  natl  de  II 
variation  instantanée  du  mouvement  de  rotation,  et  tend  priD 
cipalement  à  rompre  les  bras  à  leur  encastrement  près  A 
l'arbre  et  de  l'anneau.  L'appréciation  de  l'une  Ou  l'autre  d< 
ces  actions  peut  être  soumise  à  un  calcul  rigoureux,  quand 
constitution  de  la  machine  à  laquelle  le  volant  se  trouves] 
pliqué  est  bien  connue. 

Conservant  toujours  les  mêmes  dénominations,  on  obsee 
vera  que  w'rm  est  l'expression  de  la  force  centrifuge  d'u| 
élément  de  masse  m,  situé  à  la  distance  r  de  l'axe,  tandis 


'  dl 


,  pris  abstraction  faite  du  signe,  est  celle  de  sa  forcft 


(')  ConiulUr,  an  sujet  des  condilions  de  ré»BlBDce  des  votanU,  li 
sur  Its  volants  dei  machines  à  vapeur,  par  M.  Hesul.  {Annales  des  Mines, 

'!:■■) 
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motrice  ou  d'inertie  langeniielle  (n"  14,  Section  I),  dont  le 

*  1.  .     .  1        d(ù   ^ 

moment,  par  rapport  a  1  axe,  a  ainsi  pour  valeur  -rrr^rn^  ce 

qui  donne,  pour  calculer  à  un  instant  assigné  la  force  to* 
laie  X,  qui,  agissant  à  Textrémité  du  rayon  moyen  R  de  Tan- 
neau,  ou  suivant  sa  circonférence  moyenne,  serait  capable  de 
faire  équilibre  à  l'action  des  forces  qui  naissent  de  la  variation 
iDstanianée  du  mouvement  de  rotation,  l'expression 

^      I   rfw^       ,       1   rfw  (F-ho,325P")_,      rfft)  PR 
R  al  K  at  g  dt    g 

en  considérant  toute  la  masse  du  volant  et  des  bras. 

£n  assimilant  cette  force  à  un  effort  de  torsion,  agissant 
pour  rompre  les  bras  à  leur  encastrement,  avec  une  énergie 

d(ù  PR^ 

mesurée  par  le  moment-^  — -t  il  sera  facile  d'appliquer  les 

principes  de  la  théorie  de  la  résistance  des  solides  (*)  à  la 
partie  de  la  question  qui  nous  occupe,  quand  on  aura  trouvé, 
pour  le  système  formé  par  Tarbre  du  volant,  et  des  pièces  qui 
donnent  lieu  à  l'irrégularité  du  mouvement,  le  maximum  de 

la  valeur  -7-  qui,  pour  un  instant  ou  une  position  quelconques, 

sera  donnée  (n°*  36,  37  et  38  de  la  Section  I)  par  l'équation 

(A  4-  Rj&irfû)  =  (A  -h  R)  ^  rfa  =  Fdf—  Qdq~..,=:dS; 

A  désignant  ici  spécialement  la  somme  des  moments  d'inertie 
des  pièces  à  mouvement  de  rotation  continu,  qui  font  partie  de 
l'arbre  du  volant;  R  une  somme  analogue  relative  aux  pièces 
oscillantes  du  système  et  dont  on  pourra  obtenir  la  valeur,  en 
fonction  de  l'angle  a  décrit  par  l'arbre  dont  il  s'agit,  à  l'aide 


C)  Foirle  résumé  des  Leçons  données  à  l'École  des  Ponts  et  Chaussées,  sur 
l'application  de  la  Mécanique  aux  constructions,  etc.,  par  M.  Navier.  ^(ous  fe- 
^ns  remarquer  à  ce  sujet  que,  comme  les  bras  se  trouyent  encastrés  aux  deu&. 
"Outs,  il  conviendra  d'égaler  le  moment  de  la  puissance  à  la  somme  de  ceux 
<]tt  résistances  qui  agissent  aux  deux  encastrements,  tout  en  conservant  à  cette 
puissance  un  bras  de  levier  égal  à  la  longueur  de  ces  bras. 

II 
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des  considérations  exposées  dans  les  n"'  61  ei  suivants;  enfin  |j 
représentant,  si  l'on  veut,  la  puissance  a  aciion  variable,  Q  U 
résislancG  constante  qui  agit  sur  la  roue  motrice  de  l'arbre  dâ 

volant,  etc.  De  là  on  tirera,  pour  calculer  -r-, 

du  __      dtz  (tx 

~di  ~  ^         ÂTB       '~~' 

Les  quantités  qui  entrent  dans  cette  expression  étant  toute 
ou  constantes,  ou  fonctions  de  l'angle  a,  qui  fixe  la  positioi 
du  système,  on  n'aura  plus  qu'à  rechercher  son  maximum  pi 
les  méthodes  ordinaires  ou  par  des  procédés  analogues  à  ceux 
des  n"  6^  et  suivants,  déjà  cités,  pour  obtenir  celui  de  la  fori 
d'inertie  totale  X,  qui,  dans  le  cas  d'un  choc  ou  chauj 
brusque  quelconque  de  vitesse,  pourra  acquérir  une  grani 
intensité,  dont  les  effets  devront  être  appréciés  d'après  !< 
principes  qui  seront  exposés  dans  la  suite  de  ce  Cuui 

80.  Recherche  de  la  vitesse  limite  que  peuvent  recevoir  h 
volants,  eu  égard  à  l'action  de  la  force  centrifuge  sur  lei 
anneau  supposé  d'une  seule  pièce.  —  Relativement  à  l'actii 
particulière  de  la  Torce  centriTuge,  on  remarquera  qu'il  pea|i 
se  présenter  plusieurs  modes  de  rupture  selon  le  genre  dj 
construction  adopté. 

En  premier  lieu,  si  l'on  suppose  l'anneau  d'une  seule  piècej 
cl  qu'on  le  considère  comme  soumis  uniquement  à  l'action  d< 
la  force  centrifuge,  qui  tend  à  en  refouler  les  parties,  du  dedao^ 
au  dehors,  en  les  distendant  dans  le  sens  de  la  couronne,  ott 
aura,  d'après  les  théories  connues,  en  nommant,  de  plus,  e  l'fr? 
paisseur  de  cette  couronne  ou  la  différence  de  ses  rajons,  e1|| 
'i'  la  limite  des  efforts  que  l'on  veut  faire  supporter  aux  parlieSl 
extérieures  de  l'anneau,  sur  le  mètre  carré  de  surface. 
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pour  exprimer  les  conditions  de  Téquilibre  de  cet  anneau,  abs- 
traction faite  de  l'action  de  la  pesanteur  et  de  la  résistance 
des  bras. 
On  prendra  seulement  pour  la  fonte  douce.  T=:  3oooooo^« 

Et  pour  le  fer  malléable T=z  12000000^» 

afin  d'être  certain  que  Télasticité  de  la  matière  ne  soit  pas 
altérée. 

Supposons  d'ailleurs  que  l'épaisseur  e  de  l'anneau  soit  très- 
petite  par  rapport  au  rayon,  comme  cela  a  toujours  lieu,  la  re- 
lation ci-dessus  deviendra 


M»R;  =  5v;r=T,     d'où     V.:=i/£T; 


g  s 

ce  qui  indique  qu'il  existe  une  limite  absolue  de  la  vitesse 
moyenne  V»  qu'il  n'est  pas  permis  de  dépasser,  quel  que  soit 
le  mode  de  construction  adopté.  Prenant,  pour  la  fonte  douce, 
11=7100^»,  on  trouvera  Vi  =  64",38  par  seconde.  La  vitesse 
limite  sera  presque  double  pour  un  anneau  «n  fer  forgé  et  bien 
soudé. 

81.  Force  nécessaire  aux  bras  des  volants  et  à  leurs  brides 
pour  résister  à  Vaction  de  la  force  centrifuge.  —  Si  le  volant 
6st  composé  de  plusieurs  segments  {fig.  29)  retenus  à  leurs 
extrémités  par  les  bras,  il  faudra  décomposer  les  forces  cen- 
trifuges des  éléments  de  l'un  quelconque  de  ses  segments 
en  deux  autres  agissant,  à  ses  extrémités,  suivant  la  direction 
moyenne  des  bras  correspondants;  faire  la  somme  de  ces  com- 
posantes et  en  doubler  la  valeur  pour  obtenir  la  force  qui  tend 
à  rompre  chaque  bras  ou  la  bride  qui  l'unit  à  la  jante,  force  à 
laquelle  on  pourra  d'ailleurs  ajouter  le  poids  de  cette  jante, 
pour  tenir  compte  de  l'action  de  la  gravité  sur  la  partie  infé- 
rieure de  la  couronne. 

La  décomposition  dont  il  s'agît  sera  d'ailleurs  beaucoup  fa- 
cilitée par  le  principe  suivant,  très-aisé  à  établir  :  Si  un  corps, 
tournant  autour  d'un  axe  fixe,  est  décomposable  en  tranches 
planes  infiniment  minces  perpendiculaires  à  cet  axe,  et  dont 
fe«  centres  de  gravité  sont  situés  sur  une  droite  qu^  lui  est  pa- 
foilèUf  le  corps  ayant  d'ailleurs  une  forme  et  une  situation 

II. 
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quelconques,  ou  sur  une  ligne  quelconque  comprise  tout  et& 
lière  dans  un  plan  passant  par  cet  axe,  le  corps  étant  alors  a 
visé  symétriquement  par  un  certain  plan  perpendiculaire  à  ei 


même  axe  et  qui  en  contient  le  centre  de  gravité,  la  force  ceit' 

Irifuge  de  ce  corps  est  ta  même  que  si  toute  sa  masse  était  cou' 

centrée  en  son  centre  de  gravité.  Ainsi  G  élani  le  ceiilre  de  gr»- 

P' 
vite  du  segment  AA,  -r-  son  poids,  sa  force  cenlrifuge  auil 

pour  iniensilé 


'S 


-  B.. 


«  étant  l'arc  qui  mesure  l'angle  des  bras  dans  le  cercle  doD! 
le  rayon  est  l'unité. 

On  aura  donc,  pour  la  force  qui  tend  à  Taire  sortir  la  jante  dl 
son  encastrement  en  A,  en  la  tirant  suivant  la  direction  dl 

bras  correspondant, 

,      n.sinHa  P' 
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el  en  ajoutant,  comme  on  Ta  dit,  le  poids  d'une  jante  à  l'action 
de  la  force  centrifuge, 


\  agsmoc         )  i 


Mais,  comme  les  différentes  parties  des  brassent  elles-mêmes 
sollicitées  par  TaClion  de  la  force  centrifuge,  on  fera  bien 
d'avoir  égard  à  cette  circonstance  pour  déterminer  la  section 
de  plus  facile  rupture  de  ces  bras  et  des  liens  ou  brides  qui 
les  unissent  aux  jantes,  s'il  arrivait  qu'on  n'eût  pas  augmenté, 
dans  un  rapport  convenable,  leur  grosseur  en  allant  de  la  cir- 
conférence au  centre. 


82.  Enfin  on  remarquera  que  la  rupture  de  l'anneau  peut 
aussi  s'opérer,  du  dedans  vers  le  dehors,  par  le  milieu  de 
chaque  jante  du  segment  distinct  AA,  qu'on  devra  alors  con- 
sidérer comme  une  pièce  posée  simplement  sur  deux  appuis 
inébranjables  à  ses  extrémités,  si  les  jantes  sont  détachées 
l'une  de  l'autre,  ou  comme  solidement  encastrée  à  ces  mêmes 
extrémités,  si  l'anneau  est  d'un  seul  morceau,  la  question  con- 
sistant alors  à  égaler  le  moment  de  la  force  centrifuge  totale, 
par  rapport  au  point  de  rotation  A  des  parties  de  la  jante,  à 
ceux  des  forces  de  cohésion  qui  s'opposent  à  cette  rupture, 
ainsi  qu'enseigne  à  le  faire  la  théorie  de  la  résistance  des  so- 
lides (^). 

83.  Opinion  de  Tredgold  relative  à  la  solidité  des  anneaux 
et  des  bras  des  volants,  —  Selon  Tredgold  ('),  des  bras  en  fer 
ne  résisteraient  pas  à  l'effet  occasionné  par  un  arrêt  subit  d'un 
volant  ayant  une  jante  de  même  poids  qu'eux,  et  mû  avec  une 
vitesse  de  5", 5  par  seconde;  si  la  vitesse  doit  excéder  4  mètres 
par  seconde,  il  conviendrait  d'employer  des  bras  en  fer  mal- 
léable; une  vitesse  de  lo  mètres  à  la  circonférence  serait  à 
peu  près  l'extrême  limite  que  comporterait  un  volant,  même 
quand  l'anneau  serait  en  fer  ductile;  enfin  Tredgold  ne  penso 


(')  Voir  rOuvfage  déjà  cité  de  Navier. 

(*)  Traité  des  machines  à  Dapeur^  traduit  par  M.  Meller. 


l6^  coûta  DE  HÉGARIQOB 

pas  qu'il  soit,  en  aucun  cas,  prudent  d'excéder  la  vitesse 
de  5"",  5.  Mais  ces  résultats,  pour  lesquels  l'auteur  renvoie  à 
son  Essai  sur  la  force  du  fer  fondu  {^rU  261),  ne  paraissent 
pas  fondés  sur  des  données  bien  exactes  :  ils  sont  d'ailleurs 
contredits  par  les  faits;  car  on  voit  souvent  des  volants  de  la- 
minoirs de  5  à  6  mètres  de  diamètre,  et  qui  sont  assujettis  à 
de  fréquentes  et  fortes  variations  de  mouvement,  faire  jus- 
qu'à soixante  et  quatre-vingt-dix  tours  à  la  minute;  ce  qui  sup- 
pose une  vitesse  de  i5  à  sS  mètres  au  moins  par  seconde.  Les 
accidents  que  peut  occasionner  la  rupture  des  volants  doivent 
engager  les  constructeurs  à  donner  la  plus  sérieuse  attention 
au  degré  de  solidité  que  réclament  leurs  différentes  parties,  et 
justifient  les  indications  et  développements  que  nous  venons 
de'présenter  sur  la  manière  d'apprécier  les  effets  de  la  force 
centrifuge  et  de  Tinertie  dans  cet  appareil. 

Calcul  dn  volant  des  manivelles  à  simple  on  à'donble  effet, 
dans  les  hypothèses  les  pins  simples. 

84.  Considérations  et  remarques  préliminaires.  —  Dans  ce 
qui  suit>  nous  nous  proposerons  de  trouver  les  dimensions  du 

Fig.  3o. 


volant  nécessaires  pour  assurer  l'uniformité  du  mouvement  de 
l'arbre  d'une  manivelle,  agissant  par  l'intermédiaire  d'une 
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bielle  à  direction  et  à  action  constantes,  conformément  aux 
suppositions  des  n""'  51  et  suivants,  et  en  négligeant  ainsi  le 
poids  et  l'inertie  des  pièces  du  système,  qui  possèdent  le  mou- 
vement alternatif.  Nous  admettrons  d'abord,  avec  Navier, 
qui,  le  premier,  a  traité  cette  question  dans  les  Notes  du 
tome  P'  de  Y  Architecture  hydraulique  de  Bélidor  (  p.  388  et 
suiv.),  que  l'action  de  la  puissance  F  [Jig.  3o),  appliquée  à 
la  manivelle,  est  employée  à  faire  élever  le  poids  Q  par  l'in- 
termédiaire d'une  roue,  de  rayon  r,  montée  sur  l'arbre  de  cette 
manivelle  ou  du  volant,  et  dont  nous  négligerons  d'ailleurs 
l'inertie,  mais  nous  abandonnerons  ensuite  cette  hypothèse  par- 
ticulière et  nous  simplifierons,  plus  que  ne  le  fait  ce  géomètre, 
les  formules  définitives  qui  doivent  servir  aux  applications  nu- 
mériques ou  pratiques. 

85.  Manivelle  à  simple  effet  sollicitée  par  un  poids  con- 
stant, —  Considérant,  en  premier  lieu,  le  cas  où  la  puissance  F 
agit  seulement  en  descendant  dans  le  demi-tour  ECG,  et  con- 
servant toutes  les  dénominations  admises  dans  les  n®'  Kl  et 
suivants,  on  posera  l'équation  de  condition 

26F=r27rrQ     ou     iF^rrQ, 

pour  exprimer  que  les  forces  F  et  Q  développent  des  quantités 
de  travail  égales  dans  chacune  des  révolutions  de  l'arbre  de  la 
manivelle,  de  manière  à  assurer  la  permanence  du  mouve- 
ment lorsque  le  système  aura  acquis  la  vitesse  moyenne,  ou 
de  régime,  qu'il  doit  conserver  et  que  nous  représenterons 
paru. 

Le  moment  de  la  force  F,  pour  une  position  quelconque  de 
'a  manivelle,  étant  Fftsina,  et  celui  de  Q  étant  constam- 
ment Qr,  ces  deux  forces  se  feront  mutuellement  équilibre 
danslespositionsde  la  manivelle  pour  lesquelles  F6sina=Qr, 
ce  qui  donne,  à  cause  de  F6  =  tttQ, 

sina=r  -  =  o,3i83, 
valeur  qui  répond  à  deux  angles  supplémentaires  EàB,  EAB' 


I 

w 

I  llvr 
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el  à  deux  rayons  AB,  AB'  symétriques  par  rapport  au  diamètre 
horizontal  CH. 
lOr  il  est  aisé  de  voir  que  la  quantité  de  travail 


F(/-  — ficosa)— O'-' 


livrée,  par  ces  forces,  au  système,  à  partir  de  la  position  verti- 
cale AE  de  la  martivellc,  pour  laquelle  «  =  o,  allcindra,  ainsi 
que  la  viiesse  et  la  force  vive,  sa  valeurminima  en  B  el  maxima 
en  B',  puis  décroîtra  constamment  avec  l'une  el  l'autre,  tant 
que  la  manivelle  décrira  l'arc  B'GHB,  au  bout  duquel  elle 
reprendra  les  mêmes  valeurs  qu'auparavant,  en  atteignant  sa 
valeur  moyenne  vers  Cet  H;  et  ainsi  de  suite  olternaiîvemenl, 
puisque  la  quantité  de  travail  imprimée  dans  un  tour  entier 
est  nulle  en  vertu  de  la  relation  Fb  ^  TtrQ. 

L'analogie  de  ces  considérations  avec  celles  qui  résultent  de 
la  discussion  établie  au  n"  58  paraîtra  évidenie  d'ailleurs,  si 
l'on  observe  qu'ici  le  système  est  censé  posséder  une  force 
vive  supérieure,  ou  toutau  moins  égale,  au  maximum 

2F(6  — ôcosa)  — aQrs;, 

que  peuvent  imprimer  simultanément  les  forces  F  el  Q  appli- 
quées à  ce  même  système. 

Mainlenanl,  on  remarquera  que,  le  travail  développé  séparé- 
ment par  ces  forces  dans  l'intervalle  BCB'  étant 

BB'.r  =  2AFcos«=2ftFl/i  — -^, 

pour  la  première,  et 

O.arcBCB'^Qr.aarc  fcos=  M 

pour  la  deuxième,  celui  qu'elles  auront  simultanément  com- 
muniqué à  la  machine  dans  ce  même  intervalle  aura  pour 
valeur 


w- 


-  acQarc  I  cos  =:  -  ) 


I 


J 
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laquelle  devra  être  égalée  à  la  moitié  de  la  force  vive  impri- 
mée au  poids  Q  et  au  volant  entre  la  position  du  système  dont 
il  s'agit. 
On  aura  donc,  d'après  le  n®  38  de  la  Section  I,  pour  déter- 

P  P 

miner  la  force  vive  -  Û^R'  ou  —  V*  du  volant,  quand  on  se 

S  S 

sera  donné  le  rapport  'i  =  -7  qu'on  veut  établir  entre  la  vitesse 

moyenne  et  l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite  des 
vitesses  effectives  : 

PV'4-  Qû**=:  ing  Uf  i/i  —  -^  -  rQ  arc  (cos  ==  -)    '^ 

-m 
ce  qui  revient  à  l'équation  donnée  par  Navier,  à  la  page  Sgo-  ^ 

de  l'Ouvrage  cité.  On  démontrerait  aisément  d'ailleurs,  avec 
ce  géomètre,  qu'on  arrive  à  un  résultat  équivalent,  en  consi- 
dérant ce  qui  se  passe  dans  la  portion  de  tour  B'HB. 

86.  Recherche  de  la  force  d'inertie  totale  qui  sollicite  les 
iroi.  — Si  l'on  veut  obtenir,  pour  les  hypothèses  actuelles, 

l'expression  du  maximum  de  la  quantité  -j-y  qui  sert  à  cal- 
culera force  qu'il  convient  de  donner  aux  bras  du  volant,  pour 
Jeur  permettre  de  résister  aux  forces  d'inertie  qui  naissent  de 
'a  variation  instantanée  du  mouvement,  on  remarquera  que  la 
quantité  de  travail  développée  sur  le  système,  pendant  qu'il 
décrit  Tangle  rfa,  est  Fftsinarfa;  de  sorte  qu'on  a  générale- 
ïï^eni,  pour  le  premier  demi-tour, 

y/o)  _  F6  sina  ~  Qr  _     {Yb  sina  —  Qr) 


S 


dt  A  "^       PRî  +  Qr' 

en  négligeant  toujours  le  poids  et  l'inertie  des  bielles  de  la 
manivelle,  etc.  Or  cette  expression  acquiert  sa  plus  grande 
valeur  absolue  pour  la  position  où  Ton  a 

sina  =  i     ou     a  =:  -tt; 
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ce  qui  donne,  pour  son  maximum,  la  quantité 


el,  pour  la  force  d'inertie  loiale  et  maximu 
trémilé  du  rayon  H„ 

,,       (F»_Qr)PR 

pu;  +  Q.'  • 

n  qui 

agita 

■ei 

87,  Manh-elles  à  double  effet.  —  Si  la  force  F  agissait  à  la 
fois  dans  les  deux  demi-iours  {52  cl  59),  on  poserait 


4tF:=2 


rQ     ou 


2  6  F  ^:  1 


el  toujours  F6siniZ  =  Qr,  pour  déterminer  les  positions  d'é- 
quilibre, évidemmentau  nombre  de  deux,  dans  chaque  demi- 
lour,  et  symétriques  par  rapport  aux  diamètres  CH  et  EG;  de 
sorte  que  la  vitesse  et  la  force  vive  seraient  les  mêmes  pout 
les  points  B,  B',  et  ceux  qui  leur  sont  diamétralement  et  res- 
pectivement opposés  dans  le  demi-cercle  EHG.  On  n'aura  don*; 
encore  à  s'occuper  que  de  ce  qui  arrive  dans  le  premier  dem^ 
tour  ECG,  pourvu  que  l'angle  EAB,  dont  le  sinus  était  précé*' 

demment  — >  soit  remplacé  par  celui  dont  le  sinus  est  maints^ 

nant  égal  à  -1  en  vertu  des  équations  ci-dessus,  ) 

D'après  cela,  on  obtiendra,  dans  les  hypothèses  actuelles  e' 
en  conservant  les  mêmes  dénominations. 


jng.^Fi.y'.-i-rQa; 


comme  l'a  également  trouvé  Navier,  à  l'endroit  cité. 

Quant  aux  valeurs  maxima  de  —7-  et  de  la  force  d'inerlie  (  ' 


[')  Rapport  itei  accélérations  majriini 
effit.  —  L'aiprewion  da  V»«céléralion  n 


iihe/Ui  à  simple  et  à  douB» 
a  ruDRtioQ  de  F  et  de  Q,  re«i 
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totale  \,  il  est  clair  qu'elles  resteront  les  mêmes  que  dans  le 
cas  précédent,  et  continueront  à  avoir  lieu  pour  les  positions 
horizontales  de  la  manivelle  relatives  à  chaque  demi-révor 

lution. 

88.  Simplification  des  formules  relatives  au  cas  oà  le  poids 
est  remplacé  par  une  force  quelconque,  sans  inertie.  —  On 
remarquera  que  les  équations  et  les  expressions  qui  viennent 
d'être  exposées  se  rapportent  uniquement  au  cas  où  la  force  Q 
est  un  poids  véritable,  dont  l'inertie  doit  être  prise  en  consi- 
dération, parce  qu'elle  contribue  à  régulariser  l'action  de  la 
force  F.  Si  Q  était  simplement  un  effort  constant  exercé  à  la 
circonférence  de  la  roue  du  rayon  r,  et  qu'on  négligeât  d'ail- 
leurs l'inertie  de  celte  roue,  comme  il  convient  de  le  faire,  le 
terme  QQ^r*  devrait  disparaître  de  ces  équations,  qui  devien- 
draient respectivement  (  ^  )  : 

1°  Pour  le  cas  des  manivelles  à  simple  effet,  pour  lesquelles 

on  a  F6=7rQr, 

PV'=  io,8iogn7rQr; 


la  même,  mais  U  faut  remarquer  que,  dans  le  premier  cas,  on  a 

-.>:^,  F*  =  7rQr 

et,  dans  le  second,         **.'^ 

F5  =  -Qr. 

2 

^  accélérations  maxima  sont  donc 

~r  =  ^..;       ^^  .  (tt  —  0»      pour  la  manivelle  à  simple  ^ffet, 
dt        PR*  -h  Qr'   ^  ^»        t'  r  » 

T  =  TT^ r-7  ( M»     pour  la  manivelle  à  double  effet; 

s'idans  les  deux  cas,  on  donne  le  même  moment  d'inertie  aux  volants,  ceâ  ac- 
célérations sont  entre  elles  dans  le  rapport ou  environ  -y     (K.) 

1 

2 

v)  Les  accélérations  maxima  deviennent  dans  cette  hypothèse  : 
—-  =^-_  (tt  —  i),      pour  la  manivelle  à  simple  effet, 


1 


7~  =^ÏÏD»  {' 0'    pour  la  manivelle  à  double  effet. 

(K.) 
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'  Pour  le  cas  des  manivelles  à  double  effel,   où  l'on 

PV=a,o6ji5nrQ''. 

.  Expression  de  la  force  vive  du  volant  en  fonction  d, 
nombre  de  chevnux  de  force  et  des  révolutions  par  minute  d 
la  machine.  —  On  évalue  ordinairement,  dans  l'industrie,  1 
puissance  des  machines  par  le  nombre  des  chevaux  de  fort) 
que  développe  sur  elles  le  moteur,  et  leur  vitesse  par  le  nomblf 
des  révolutions  du  récepteur  ou  de  l'opérateur  en  une  minute 

Or,  m  étant  ce  dernier  nombre,  m  --. —  Q  sera  évidemmeni 
bo 

dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  quantité  de  travail  développé 

par  Q  ou  F  en  une  seconde,  prise  pour  unité  de  temps;  et  ps 

conséquent,  si  l'on  nomme  N  le  nombre  des  chevaux  dynamo 

ques  de  la  machine,  doni  chacun  équivaut  à  jS  kilogramme 

très  par  seconde  (7,  Secl.  I),  on  aura  I 


En  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  ci-dessus  dl 
la  force  vive  du  volant,  on  trouvera,  pour  le  cas  des  manivellJ 
à  simple  effet, 

PV'=  24324  ^N, 

et,  pour  celui  des  manivelles  à  double  effel, 

PV':--=4645£n('). 

Ces  formules  s'accordent  avec,  les  résultats  obtenus 
n"'  fis  et  suivants,  pour  prouver  les  avantages  inbérenH 


(')  Comparaison  de  la  rigalarhè  des  manivelies  à  simple 
SI  \et  deux  Ejatêmei  do  maniveUes  tranimellenl  le  même  I 
nitme  nombre  de  loun  m  et  sont  munis  de  volants  nsaiiran 

même  écarl  proporlionnel  -,  les  variutioDS  de  la  vitesse  di 
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manivelles  à  double  effet  pour  régulariser  le  mouvement  de 
la  machine  indépendamment  de  l'action  du  volant;  on  voit 
qu'elles  se  prêtent  facilement  au  calcul,  quand  on  connaît  les 
nombres  m,  n  et  N,  dont  le  dernier  doit  toujours  être  pris 
pour  le  nombre  des  chevaux  de  la  puissance  qui  représente 
toutes  les  résistances  réunies  agissant  sur  Tarbre  de  la  mani- 
velle, tandis  que  le  premier  ou  w,  qui  désigne  le  nombre  des 
révolutions  de  la  machine  par  minute,  se  rapporte  essentielle- 
ment à  ce  même  arbre  et  non  au  volant  que  Ton  établit  quel- 
quefois sur  un  arbre  différent,  afin  de  lui  donner  une  plus 
grande  vitesse. 

90.  Valeur  à  adopter  pour  le  nombre  n  qui  marque  le  degré 
de  régularité  qu'on  doit  obtenir,  —  La  plus  petite  valeur  qu'on 
puisse  adopter  pour  le  nombre  /i,  dans  les  expressions  ci-des- 
sus de  la  force  vive  du  volant,  est  relative  à  Thypothèse  où  la 
vitesse  et  la  force  vive  minima  du  système  seraient  nulles,  ce 

qui  correspond  à  /i  =  ->  puisqu'on  a  alors  (38,  Sect.  I  )  û  =  -  -, 

2  2 

mais,  passé  ce  terme,  quelle  sera  la  valeur  à  adopter  pour  n? 
Celle  question  ne  peut  évidemment  être  résolue  que  dans 
chaque  cas  particulier,  et  d'après  les  données  d'expériences 
relaiives  à  la  constitution,  au  genre  de  la  machine  et  à  son 
objet,  puisqu'il  faudra  mettre  en  balance  les  avantages  de  la 


simple  effet  sont  moins  brusques  que  celles  de  la  manivelle  à  double  effet  ;  le 
rapport  des  accélérations  maxima  des  deux  systèmes  est,  en  effet, 


?r  u4.324 
1 


=  0,716. 


Si  l'on  tient,  dans  les  deux  cas,  à  limiter  l'accélération  angulaire  à  la  même 
^leur,  il  faut  employer  des  volants  dont  les  poids  soient  dans  le  rapport 

-  =  3,75;  quand  on  règle  l'écart  proportionnel  au  même  chiffre,  dans  les 


—  1 


3 

deux  systèmes,  ce  rapport  est 

24.3a4 


4.6.15  =^'"^- 

(K.)   . 
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plus  ou  moins  grande  uniformilé  de  sa  vitesse  avec  les  încon- 
vénienls  qui  d'ailleurs  sont  inhérenis  à  l'augmentation  des 
moments  d'inertie  et  des  poids. 

Afin  de  donner  au  moins  une  idée  de  la  valeur  de  n,  qui  doit 
èire  adoptée  dans  l'établissement  du  volant  de  quelques  ma- 
chines mues  par  des  manivelles,  nous  choisirons  pour  exem- 
ple celui  des  machines  à  vapeur,  spécialement  étudié  par  les 
auteurs  anglais,  qui  ont  donné,  pour  le  calcul  de  leurs  volants, 
des  règles  pratiques,  déduites  de  considérations  particulières, 
analogues  à  celles  que  nous  venons  d'exposer,  d'après  Na- 
vier,  mais  qui,  en  réalité,  sont  fondées  sur  des  principes  bien 
moins  satisfaisants  et  surtout  moins  rigoureux  ('). 

91,  Considérations  relatives  à  l'application  des  formules  gui 
précèdent  aux  machines  à  vapeur.  —  On  sait  que  les  machines 
à  vapeur  sont  mises  en  action  par  un  piston  agissant  par  t'in- 
lermédiaire  d'un  système  analogue  à  ceux  qui  ont  été  décrits 
dans  les  n"'  61  et  suivants,  sur  l'arbre  d'une  roue  motrice  qui 
porte  un  volant  destiné  à  en  régulariser  le  mouvement.  Tantôt 
il  arrive,  comme  dans  les  machines  à  cylindres  oscillants 
d'Aitkin  et  Steel,  ou  dans  celles  à  guides  parallèles  de  Maud- 
slaj,  etc.  (Jlg.-i'i),  que  le  mouvement  est  transmis  directement, 
du  piston  à  la  manivelle,  par  une  tige  ou  une  bielle  sans  balan- 
cier, et  tantôt  il  arrive,  comme  dans  les  machines  de  Watl,  d^ 
Woolff,  d'Oliver-Evans,  etc.  (/■^.  24),  qu'on  fait  usage  d'un  ba- 
lancier plus  ou  moins  puissant.  Dans  tous  les  cas,  les  choses 
sont  disposées  de  manière  ou  que  les  équipages  soient  en  équi- 
libre, ou  que  l'action  des  poids,  s'il  en  existe,  soit  atténuée 
autant  qu'il  est  possible,  par  rapport  à  celle  de  la  puissance 
qui  agit  sur  la  manivelle  et  qui  est  toujours  à  double  effet. 

Enfin  les  vitesses,  les  angles  de  rotation  et  de  déviation  de 
pièces  oscillantes  sont  généralement  assez  faibles  pour  qu'on 
puisse,  dans  une  première  approximation,  supposer  que  les 
choses  se  passent  sensiblement  comme  si  la  tige  du  piston 


[')  tonsiillBP,  pour  la  dfilerrninalion  des  volante  des  ditere  sjfllèmcs  de  ma- 
chines k  ïaijBur,  a  l'aide  de  prncodés   gpnphique»,  les  Leçom  de  MécaaifMf 
pratique  {l*  Parlie),  par  M.  Morln.  (R.) 


i 
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était  immédiatement  appliquée  à  la  manivelle  et  agissait  dans 
une  direction  constante»  ainsi  qu'on  l'a  supposé  dans  les  cal- 
culs qui  précèdent.  Néanmoins  les  frottements  et  les  forces 
d^inertie  qui  naissent  de  la  pression  et  du  changement  de  mou- 
vement de  ces  pièces  oscillantes  ne  peuvent  être  complète- 
ment négligés,  non  plus  que  les  variations  mêmes  de  la  force 
appliquée  aux  machines  dites  à  délente.  On  y  aura  suffisam- 
ment égard,  sous  le  point  de  vue  pratique  qui  nous  occupe 
en  supposant,  d'une  part,  ces  frottements  compris  (76]  dans 
l'action  ou  le  travail  de  la  puissance  et  de  la  résistance  appli- 
quées à  la  manivelle  et  à  la  roue  motrice  du  système;  de 
l'autre,  en  négligeant  la  force  vive  des  bras  du  volant  et  des 
autres  parties  de  son  arbre,  si  l'on  n'a  pas  à  craindre  que  ces 
forces  d'inertie  exercent  une  certaine  influence;  enfin  en  rem- 
plaçant la  puissance  variable  par  la  valeur  moyenne  produisant 
le  même  travail  à  chaque  oscillation. 

92.  Signification  à  attribuer  au  nombre  n.  —  Il  est  aisé  de 
voir,  d'après  les  principes  qui  ont  été  exposés  précédemment 
et  aux  n^  38  et  suivants  de  la  Section  I,  sur  la  théorie  des  vo- 
lants, que  réquation  relative  à  leur  établissement  demeurant, 
dès  qu'on  néglige  l'inertie  des  pièces  oscillantes,  de  la  forme 
^V=  ngS  =  ngKQ .'27: r,  K  étant  une  fonction  purement  nu- 
mérique, qui  dépend  uniquement  de  la  nature  du  système  et 
de  la  loi  qui  suit  la  force  F,  par  rapport  à  l'espace  ou  à  l'angle 
décrit,  on  aura  généralement 

PV^^  — N, 
m 

dans  les  conditions  précédemment  indiquées,  et  K'  représen- 
tant une  longueur  constante  ou  proportionnelle  à  g,  pour 
toutes  les  machines  d'une  même  espèce  ou  dans  lesquelles  le 
mode  d'action  des  forces  reste  le  même,  les  intensités  seules 
étant  changées. 

Ces  observations  peuvent  servir  à  justifier  les  applications 
qu'on  prétend  faire  des  formules  dont  il  s'agit,  et  à  montrer 
que,  sauf  les  cas  où  la  machine  rentre  sensiblement  dans  les 
hypothèses  adoptées,  le  facteur  n,  déduit  de  données  fournies 
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par  des  observations  dtrecles,  peut  avoir  une  significaiion 
dans  le  fond  irès-dislincie  de  celle  qu'on  serait  tenté  de  iui 
attribuer,  de  sorte  qu'il  conviendrait,  dans  chiaque  cas,  de  lui 
substituer  la  considération  du  produit  nK'  dont  la  valeur, 
conclue  de  l'expérience,  n'en  servira  pas  moins  utilement  à 
faire  l'établissement  du  volant  dans  les  machines  à  vapeur  de 
chaque  espèce,  en  se  rappelant  d'ailleurs  qu'il  ne  s'agît  ici, 
en  réalité,  que  du  cas  où  ce  volant  est  destiné  à  régulariser 
l'action  de  la  machine  à  vapeur  elle-même  et  non  celle  des 
autres  parties  du  mécanisme  interposées  entre  elle  et  l'opé- 
rateur. 

Venons-en  maintenant  aux  règles  pratiques  des  auteurs 
anglais. 

93.  Comparaison  de  ces  formules  avec  les  règles  pratiques 
des  auteurs  anglais.  —  Oliver-Evans  {Manuel  de  l'Ingénieur 
mécanicien,  traduction  fran(;aiBe,  page  i83)  adopte  en  principe 
que,  pour  obtenir  en  quinlaux  le  poids  du  volant  d'une  ma- 
chine à  vapeur,  il  faut  multiplier  par  2000  le  nombre  de  ses 
chevaux  de  force,  et  diviser  le  produit  par  le  carré  du  nombre 
des  pieds  parcourus  en  une  seconde  par  l'anneau  du  volant. 

Cette  règle,  donnée  par  Murray  et  Wood,  rentre  dans  l'é- 
quation 

PV'=-9436N, 

quand  on  la  traduit  en  mesures  françaises.  Elle  est,  comme 
on  voit,  indépendante  du  nombre  m  des  révolutions  de  la  ma- 
nivelle en  une  minute,  et,  sous  ce  rapport,  elle  ne  peut  géné- 
ralement être  adoptée  en  pratique.  Celle  qui  lui  a  été  substi- 
tuée par  Tredgold,  page  436  du  Traité  des  machines  à  vapeur, 
a  le  même  défaut  et  n'en  diffère  d'ailleurs  que  par  le  change- 
ment des  données  qu'elle  concerne.  D'après  la  théorie  adop- 
tée  par  cet  auteur,  la  limite  des  variations  de  la  vitesse  y  ! 
rail  supposée  le  tV  de  la  vitesse  moyenne,  résultat  qui  n'est 
point  admissible. 

L'équation  ci-dessus,  déduite  de  la  règle  adoptée  par  Evans 
et  comparée  à  l'équation 
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du  n?  89,  relative  aux  manivelles  à  double  effet,  conduirait,  en 
supposant  qu'elle  s'applique  à  des  machines  de  Watt,  pour 
lesquelles  le  nombre  des  révolutions  de  la  manivelle  serait 
moyennement  i5  à  la  valeur  n  =  3o,2.  Eufin  des  observations 
faites  avec  soin  par  M.  Morin,  sur  des  machines  à  basse  pres- 
sion sans  détente,  établies  par  les  meilleurs  constructeurs  an- 
glais, dans  le  département  du  Haut-Rhin,  lui  ont  donné  une 
valeur  de  n  comprise  entre  87  ex  ^5;  ce  qui  s'écarte  peu  du 
résultat  qu'on  déduit  d'une  autre  règle  pratique  que  Farey, 
auteur  anglais  d'un  Traité  sur  la  machine  à  vapeur^  non  encore 
traduit,  dit  avoir  été  généralement  suivie  par  Watt.  D'après 
celte  règle,  la  moitié  de  la  force  vive  du  volant  doit  être  prise 
égale  à  3,75/0/5  le  travail  développé  dans  une  course  du  pis- 
ton; de  sorte  qu'on  a,  suivant  nos  notations, 

^  g  m 

ce  qui  donne,  par  la  comparaison  avec  Téquation, 

PV^^^M^nN,     71  ==35,8, 
m 

ou  la  variation  de  vitesse  égale  à  -^  environ  de  la  vitesse  de 
régime.  Mais  il  est  évident  que  ce  nombre,  de  même  que  les 
précédents,  ne  s'applique  qu'aux  machines  qui  exigent  une 
irès-grande  régularité  dans  le  mouvement,  comme  le  sont 
notamment  celles  employées  aux  filatures  de  laine  ou  de  co- 
lon; il  serait  évidemment  exagéré  pour  les  moulins  à  blé,  etc., 
dont  les  meules  remplissent  naturellement  la  fonction  de  vo- 
lant, et  cela,  d'autant  plus  que  celte  valeur  de  /i  a  été  obtenue 
en  négligeant  la  force  vive  des  bras  du  volant,  qui  ne  laisse 
pas  que  d'être  considérable,  comme  on  l'a  vu  (78). 

94.  Valeur  de  n  ou  nK'  dans  les  machines  de  fVoolf  à  dé- 
^ente  et  à  deux  cylindres,  —  Pour  deux  machines  de  Woolf, 
à  détente  et  à  deux  pistons,  également  établies  dans  le  dépar- 
lement du  Haut-Rhin,  et  qui  ont  été  construites  en  Angleterre 
par  Hall,  M.  Morin  a  trouvé  dans  l'une,  de  la  force  de  45  che- 
vaux, n^=  32,  et  dans  l'autre,  de  20  chevaux,  ;i=  26;  mais, 
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quoiqu'on  eût  déjà  recliargé  l'anneau  du  volant  de  cette  der- 
nière machine,  sa  marche  ne  paraissait  pas  encore  suffisam- 
ment régulière  pour  l'objet  auquel  elle  était  destinée,  la  fila- 
ture du  coton;  l'autre,  au  contraire,  employée  à  filer  des 
numéros  très-élevés  ou  très-fins,  donnait  des  produits  excel- 
lents. 

La  différence  de  ces  nombres  avec  ceux  qui  précèdent  ne 
permet  pas  de  conclure  que  la  règle  suivie  par  les  construc- 
teurs anglais,  pour  les  volants  des  machines  de  Woolf,  soil 
autre  que  celle  qu'ils  ont  adoptée  dans  le  cas  des  machines  de 
Wall;  car  it  règne  dans  le  résultat  d'observations  direcles  du 
genre  de  celles  dont  il  s'agit,  notamment  dans  l'appréciation 
du  nombre  N,  de  trop  grandes  incertitudes  pour  en  con- 
clure d'une  manière  exacte  la  valeur  de  n  ou  plutôt  du  fac- 
teur nK'C). 

En  supposant  donc  qu'on  prenne,  d'après  Watt,  pour  le  cas 
des  machines  qui  exigent  une  très-grande  uniformité  de  mou- 

iiK'^  4645x36  =  167220, 

(')  Volant  des  machines  caup/ées.  ~  I,es  auteurs  sctraettent  EénérnlomBiit 
que,  dans  le  calcul  des  volantB,  lorsque  l'ouvrage  it  eiëcul«r  est  le  inâme,  an 
doit  adopter  pour  »  la  même  valeur,  qu'il  s'agiese  d'une  machine  simple  ou, 
de  deu»  machines  semblableB  couplées  â  angle  droit.  Les  poids  des  volunls, 
détermines  conformémotit  ii  la  théorie  exposée  dans  le  texte,  sont  doancB  par 

les  forinaleB 

PV  =  ^5  -  \,     pour  une  mac&jne  k  double  effet, 

P,  V  =    468  "  >,     pour  dfluï  machines  couplées. 

Les  accëlérations  maiima  sont 


;s  de  machinesrunrnisaentlD  mémo 
I,  le  rapportdea  poids  dosîolantB  ( 
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et  observant  d'ailleurs  que  K'  ne  saurait,  en  effet,  être  très- 
différent  dans  les  deux  systèmes  moteurs  que  nous  avons  en 
vue,  on  adoptera  généralement  pour  règle  de  pratique,  dans 
ces  cas,  l'équation 

m 

m  représentant  toujours  le  nombre  de  tours  de  la  manivelle 
par  minute,  lequel,  redisons-le,  peut  être  très-disiinct  de  ce- 
lui du  volant. 

Galcal  du  volant  en  tenant  compte  du  poids  et  de  l'inertie 

des  pièces  oscillantes. 

95.  Cas  d'une  machine  sans  balancier,  —  Équation  des 
forces  vives,  —  Dans  la  solution  des  n°'  S5  et  suivants,  relative 
à  rétablissement  des  volants  destinés  à  régulariser  le  mouve- 
ment des  manivelles,  on  a  négligé  entièrement  l'hifluence  de 

les  accélérations  maxima  obtenues  avec  ces  volants  sont  dans  le  rapport 

TV    j- 

p-  ~ =  1.856, 

<i'où  il  résulte  que  les  variations  de  vitesse  se  font  bien  plus  brusquement,  dans 
ces  conditions,  pour  les  machinu  couplées  que  pour  la  machine  simple.  Or 
les  accélérations  de  la  machine  motrice  se  transmettent  d'un  côté  à  la  transmis- 
sion et  par  suite  aux  outils,  de  l'autre  aux  organes  ordinairement  délicats  de  la 
inachiDe  même  qui  prennent  le  mouvement  sur  Tarbre  du  volant,  aux  tiroirs, 
pompes,  régulateurs,  et  occasionnent  des  variations  de  tension,  des  secousses, 
des  chocs  dans  les  articulations.  Il  est  indispensable  d'assurer  aux  machines 
eoaplées  un  fonctionnement  au  moins  aussi  régulier  qu'aux  machines  simples, 
puisque,  étant  construites  sensiblement  d'après  le  même  tracé,  les  premières 
<)nt,  en  général,  des  dimensions  plus  faibles  qu'une  seule  machine  pouvant 
les  remplacer  ;  d'après  ces  considérations,  il  parait  convenable  d'adopter,  pour 
(illimité  des  accélérations  des  machines  couplées,  au  plus  la  même  valeur  que 
poar  la  machine  simple,  ce  qui  conduit  à  munir  les  premières  d'un  volant  qui 
*oitàcelui  qui  convient  à  la  machine  simple  dans  le  rapport 

^=- =  0,187; 


a 
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l'inerlie  et  du  poids  des  pièces  qui  servent  à  leur  iransmetl 
l'action  de  la  puissance  ou  de  la  résistance,  ce  qui  a  condi 
nalurellemeni  à  des  règles  fort  simples  et  analogues  à  cell< 
des  auteurs  anglais;  mais  quoique  la  question,  lorsqu'à 
prétend  tenir  compte  de  celle  influence  et  du  véritable  étl 
du  mouvement,  se  complique  au  point  de  rendre  les  résulta 
presque  inapplicables  à  la  pratique,  nous  n'en  croyons  pi 
moins  devoir  indiquer  ici  la  marche  ii  suivre  dans  ces  hypi 
thèses  générales,  et  donner  une  idée  de  la  manière  dont  C 
peut  surmonter  les  dirficultés  que  présente  alors  la  solutit 
effective  du  problème, 

Considérons,  en  premier  lieu,  l'appareil  du  n°  61  sollici 
par  une  puissance  verticale  F,  constante  ou  variable,  positi' 
ou  négative,  c'est-à-dire  agissant  dans  le  même  sens  que 
pesanteur  ou  en  sens  contraire,  sens  qui  restera  d'ailleurs  il 
variable  pour  une  même  demi-révolution  EBL  {Jig.  3i}. 
plus,  la  tarife  Q  appliquée  tangeniiellement  à  la  circonféren< 
d'une  roue,  de  rayon  r,  montée  sur  l'arbre  de  la  manivelle 
sera  supposée  sensiblement  constante;  ce  qui  arrive  toujoui 
dans  les  hypothèses  du  n"  39  de  la  Section  1,  où  l'on  adm( 


Il  pluh  hauniuo 


rapport  esl  seulement  0,1007,  b>  l'on  calcule  lesToliiM 
deux  systèmesleoiÉme  écart  proportionnel.  (MémoU 
ïcment,  par  M.  KreU,  Comptes  rcudui  de  lÂcaàim 


loiiplemps  reconnu  celte  nécm 
les,  ils  adoptent  pour  a  la  taieu 
Qchines  couplées.  D'autres  raisoc 


su  r  les  machines  ei 

des  Sciences,  :i.'|  juillet  i8G50 

Les  conKlraclenrs  ont,  du  re! 
tandis  que,  dans  le  cas  dos  macl 
ils  vont  souveut  iko  delà  de  8o  ] 
ont  probablement  guidés  à  cet 
chines,  de  se  réserver  In  possibilité  de  n'en  l'aire  Toncllonner  qu'une,  en  tfi 

loilid  (lu  travail  total,  son  M 
a  plus  énergique  que  celui  de*  deui  tm 
régulateur  peut  agir  efficacement  quatre  fois  ft 
tour,  dans  le  cas  des  machines  couplées,  doux  fois  lorsque  la  machine  eftsimji]^ 
il  Tant  donc,  dans  l'bj-polhèse  la  plus  favorable,  que,  atec  le  même  répM 
leur,  le  volant  puisse  compenser  les  effets  d'une  même  Tarialion  de  traïaiW 
conllnuanl  pendant  un  temps  qui,  pour  Its  machines  couplées,  est  au  mow 
la  moitié  de  ce  qu'il  eat  pour  iiH8",^le  machine.  On  comprend,  d'apréa4 
observations,  que  le  volant  pour  les  macbînuacQuplcea,  calculé  d'après  lus  tigfl 
ordinaires,  ail  éU  reconnu  tout  a  fait  insurUsanU  (K.) 

1 


re  faire,  qunnd  elle  marche  seule, 
les  couplée 
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pour  quelques  cas  un  double  volant;  mais  son  action  sera 
consiammeni  opposée  à  celle  de  la  force  F,  et,  pour  fixer  les 
idées,  nous  admettrons  que  c'est  une  résistance  agissant  dans 
le  sens  contraire  de  celui  qui  est  indiqué  par  la  flèche;  ce 
qui  se  rapporte  au  cas  des  machines  k  vapeur  de  Mauds- 
laj,  etc. 

Fig.  3i. 


Cela  posé,  nommant  :  p  le  poids  de  l'équipage  agissant 
^C[Jig.  3i),  9  celui  de  la  bielle  agissant  au  milieu  G  de 
cette  bielle;  u,  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle  AB,  quand 
elle  prend  la  position  verticale  AE  et  qui,  par  hypothèse,  dif- 
fère très-peu  de  la  vitesse  moyenne  Q,  de  sorte  qu'on  pourra, 
SïQS  erreur  sensible,  substituer  Q  à  ug,  et  supposer,  dans  tous 
les  cas,  que  u,  est  une  quantité  donnée,  qui  redevient  la  même 
>  chaque  révolution.  Conservant  d'ailleurs  toutes  les  autres 
Djpothèses  admises  dans  les  n"  61  et  suivants,  et  supposant 


ifti  GOUBS  DB  MfiCÀHIQUI 

le  poids  q  décomposé  en  deux  autres  -  q  agissant.  Tan  en  * 

qui  s'ajoute  avec  />,  dont  la  vitesse  virtuelle  est  rfjf»  l'aut: 

en  B  ayant  pour  moment  virtuel  -qbsinada^  et  qui  s'ajou 

à  la  composante  du  poids  du  bras  AB  de  la  manivelle,  poi 
donner  une  somme  que  nous  représenterons  par  q\  on  aur 
dans  le  premier  demi-tour,  £BL,  d'après  le  principe  des  fore 
vives,  et  ce  qui  a  été  établi  aux  n®*  65  et  suivants, 

Bi  ^s        I        ''  \4gr        I         g 

=  2   /      (/> -t- -J  4- Fj  rff^- 2j'6  (i— cosa)  —  7.Q^raj 

puisque  la  valeur  de  G,  qui  entre  dans  le  moment  d'inert 
i  G' -f- 1  de  la  bielle,  devient  - /  pour  a=zo  ou  w  =  ca., et  qi 

P 

la  vitesse  de  la  masse  -  est 

S 

vitesse  qui  est  nulle  en  même  temps  que  a. 

96.  Valeur  de  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle  pour  w 
position  quelconque.  —  On  simplifiera  un  peu  la  forme  c 
cette  équation  en  posant,  d'après  les  résultats  donnés  dai 
l'addition  à  cette  Section, 

I  =  K  2  /% 
8 

K  étant  un  nombre  qui  dépend  uniquement  des  dimensioi 
de  la  bielle,  puis  en  menant  par  le  point  A  la  parallèle  A 
à  IG,  qui  divise  BO  en  deux  parties  égales  en  Q,  comme  IG 
fait  de  BC,  ce  qui  donnera,  par  les  triangles  semblables  AB( 


ft= 
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BGI,  et  en  vertu  de  ce  que  Q  est  le  milieu  de  BO^ 

r  r.     ir       An  ^^        ^^  An        *        ^^ 
G  ou  IG=AQ^..-^AQ,     -gj^-y, 

2  T    2  I    2  I    3 

AQ  :=-AB  +-A0  ~7B0  . 

2  2  4 

Faisant,  en  effet,  ces  substitutions  dans  Téquation  dont  il  s'a- 
git, on  en  tirera  sans  difficulté 


expression  dans  laquelle  &)«  peut  être  pris  égal  k  Q,  eidf  k 

if\j                      .     ..           *  //>ox    •    1  •      /+6cosa  , 
AOfla  ou,  approximativement  (63),  a  osma -. doc. 

Mais  comme  ordinairement  F  est  immédiatement  donné  en 
f   fonction  du  chemin  /,  décrit  par  le  point  C,  nous  laisserons 

sous  sa  forme  actuelle  l'intégrale    /    Frf/',  qui  représente  le 

travail  effectivement  développé  par  la  force  F,  pendant  que  AB 
décrit  Tan gle  a,  travail  qui  ne  deviendra  négatif  d'ailleurs  que 
quand  Q  changera  lui-même  de  signe  ou  deviendra  puissance. 
Pour  obtenir  la  valeur  de  w  relative  à  la  seconde  demi-ré- 
volution LNE  de  la  manivelle,  il  ne  s'agira  que  de  supposer 

flue  l'angle  a  croisse  de  o  à  27r,  l'intégrale  I  l£df  crois- 
sant elle-même  indéfiniment,  si  elle  ne  devient  nulle,  puis- 
que F  est  une  force  motrice,  et  (/?  h —  q\  /conservant  la  va- 
leur qui  correspond  à  la  grandeur  de  /=  b  -i- 1  —  h,  qui  est 
essentiellement  positive. 

97.  Complication  de  la  solution  analytique  de  la  question 
i^i  volants  dans  les  hypothèses  actuelles,  —  Cette  valeur  esl, 
comme  on  voit,  calculable  pour  chacune  des  positions  de  la 
^achipe,  au  moyen  des  lignes  de  la  figure,  puisque,  par  hypo- 


'.  jydf 
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est  elle-même  donnée  ou  calcula 


par  11 

méthodes  de  quadrature  connues,  et  qu'on  a  pour  la  conditU 
r  de  la  permanence  du  mouvement,  ou  de  u,  constant. 


-ly-f' 


4 


relation  qui  fait  également  connaître  la  force  constante  J 
moyenne  Q  ;  mais  cela  suppose  que  le  moment  d'inertie  Ki 
l'arbre  de  la  manivelle  et  du  volant  soit  donné  a  priori,  el  i 
peut  en  conséquence  s'appliquer  à  la  question  actuelle  où 
s'agit  de  l'établissement  même  de  ce  volant.  A  plus  forle  n 
son  sera-l-il  impossible  de  conclure  de  celte  expression  dfti 
les  valeurs  explicites  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande  ^ 
vitesses  angulaires  de  la  machine  ou  des  angles  a,  dont' 
connaissance  est,  comme  on  l'a  vu,  indispensable  pour  op 
rer  cet  établissement,  et  qui  dépend  d'ailleurs  d'une  équatit 
transcendante  d'un  degré  très-élevé,  même  quand  on  su 
pose  F  constant  et  qu'on  prend  approximativement  (62  ett 


KO 


,,sin'a(/-i-  ftcosa]'        ,        , 
=  o' ^ — j- -,      li  —  bc\ 


I   ¥ 


/=A(,-COSa)-t 


B0=  ,^*?- 

/(langer 


b{l  -^  6cosor)cosi 


expressions  dont  la  dernière  se  déduit  immédiatomeol  de 
comparaison  du  rapport  des  sinus  aux  côtés  des  triangles  A] 
et  ABC. 


98.  Méthode  des  tAlonnemenls  géométriques.  —  Ainsi  l 
nalyse  ne  peut  ici  êlre  d'aucun  secours  pour  traiter  direo 
ment  la  question  de  l'établissement  des  volants,  et  il  faut  I 
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cessairement  faire  usage  de  la  méthode  des  tâtonnements 
géométriques,  fondée  sur  les  données  mêmes  de  la  figure  (*). 
A  cet  effet,  on  se  donnera  arbitrairement  le  moment  d'iner- 
tie A  du  volant  et  de  son  arbre,  ou  plutôt  on  déterminera  une 
première  valeur  approchée,  d'après  la  règle  pratique  du  n*»93, 

€n  se  bornant  ici  à  prendre  /i=  — »  si  une  très-grande  régu- 
larité n'est  pas  nécessaire,  et  attendu  d'ailleurs  qu'on  tient 
compte  du  poids  de  l'inertie  des  pièces  oscillantes  du  sys- 
tème. Observant  ensuite  que  Oo  est  sensiblement  égal  à  û  ou  à 

-^— -  =r  0,10472m,  m  représentant  le  nombre  des  révolutions 

delà  machine  par  minute,  on  se  proposera  de  rechercher,  à 
Vinverse,  quel  est  le  degré  de  régularité  effectif  qui  résulte 
de  l'adoption  de  cette  valeur  particulière  de  A,  ou  quel  est  le 
plus  grand  des  écarts  de  la  vitesse  angulaire  w  sur  la  vitesse 
de  régime  û,  lequel  sera  donné  (n®  38,  Section  I)  par  l'ex- 
pression 

û)? —  OJ? 


rf  = 


2i2 


»!  et  (ù\  étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  four- 
nies par  l'expression  ci-dessus  de  wa,  dans  une  révolution  de 
la  manivelle. 

Si  cet  écart  surpasse  sensiblement  la  limite  qu'on  veut  adop- 
ter pour  rf,  ou  en  est  surpassé,  on  recommencera  les  opéra- 
tions en  choisissant  une  valeur  plus  faible  ou  plus  forte  de  A, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à' un  résultat  suffi- 
samment approché,  ce  qui  ne  pourra  être  fort  long,  d'après 
les  données  particulières  qu'on  possède  sur  les  limites  de  la 
solution,  et  si  l'on  a  soin  de  se  servir  de  la  règle  de  fausse 
position  ou  de  courbes  d'erreurs. 


(')  M.  Resal  a  résolu  la  question,  en  tenant  compte  de  la  première  puissance 
termes  relatifs  aux  pièces  oscillantes  ;  dans  la  plupart  des  cas  de  la  pra- 
tique, l'inertie  des  pièces  à  mouvement  alternatif  n'a  aucune  influence.  (Mé- 
moire sur  les  volants  des  machines  à  vapeur  à  détente  et  à  condensation,  par 
**•  H.  Resal,  Annales  des  Mines f  t.  I,  1872.)  (K.) 
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fe 

^H      ce 


99.  Construction  des  valeurs  de  la  vitesse  angulaire  du  syi 
tème  et  de  la  courbe  qui  en  donne  le  maximum  et  le  mt'nj^ 
mum,  —  Pour  obtenip  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  vw 
leurs  do  u'  dont  il  s'agil,  on  construira  la  courbe  qui  a  poinj 
abscisses  x  les  valeurs  successives  de  l'arc  bx  depuis  a.  =«j 
jusqu'à  a  =:  arc,  et  pour  ordonnées  y  celles  de  w',  qui  leur  cort 
respondent  dans  les  diverses  positions  de  la  manivelle,  TouJ 
les  termes  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  celle  frac* 

tion,  y  compris  ceux  où  entre  A,  qui  est  de  la  forme  —  RÎ,éLaii(l 

le  produit  d'un  nombre  par  un  poids,  et  le  carré  ou  lerectanglj 
de  longueurs  fournies  immédiatement  par  la  Jig,  3i ,  on  les  raj 
mènera  à  ne  plus  exprimer  que  de  simples  distances  en  divfl 
sant,  haut  et  bas,  la  fraction  par  le  produit  de  g  et  d'un  certain 
poids  II',  tel  que  loo  kilogrammes,  par  exemple,  afin  d'évitei^ 
dans  quelques  cas,  d'opérer  sur  de  trop  grandes  lignes.  | 

Quant  à  l'intégrale   (     Frff,  en  particulier,  qui  représenta 

l'aire  du  trapèze  mixtiligne  JJ'CC,  appartenant  à  la  courb{ 
J'C'M',  ayant  pour  abscisses  les  valeurs  CJ  de/  et  pour  or* 
données  celles  CC  de  F,  on  l'obtiendra  facilement  par  le^ 
méthodes  de  quadrature  connues  (').  .1 

cette  manière  on  n'aura  plus  à  construire  que  des  quaiv 
'{ités  de  la  forme 


,  BO 


^èfl-COS^).. 


ce  qui  se  fait  très-simplement  par  des  troisièmes  ou  des  qua- 
trièmes proportionnelles,  en  prenant  une  fois  pour  toutes  ï 
l'échelle  des  longueurs  , 


(K-i)yS'     (K  +  Dçfi 


{!)  Voir,  poarlea  diva 
canlqiie  industrielle  (3"  éi 


)i  mélhodes  île  quadrature,  l'InlrodiictiOD  i 
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qui  serviront  à  construire,  en  unités  de  pareille  espèce  ou  de 
toute  autre,  la  valeur  de  ^=  w',  par  une  dernière  quatrième 
proportionnelle.  Mais,  aHn  d'éviter  la  confusion  des  lignes  et 
de  mettre  une  sorte  de  continuité  dans  les  opérations,  on  fera 
bien  de  construire  séparément  les  courbes  qui  ont  pour  or- 
données les  numérateurs  et  les  dénominateurs  de  6)%  afin  d'en 
conclure,  par  des  tracés  symétriques,  celles  qui  appartiennent 
àla  courbe  cherchée.  La  même  symétrie  et  la  même  continuité 
devront  également  être  observées  dans  les  constructions  rela- 
tives à  chacun  des  termes  isolés  de  ce  numérateur  et  de  ce 
dénominateur,  de  manière  à  pouvoir  opérer  sur  les  données 
propres  de  la^g*.  3i,  supposée  construite  à  une  échelle  con- 
venable. Il  est  d'ailleurs  inutile  d'insister  sur  ces  observations 
dont  le  but  et  l'esprit  sont  faciles  à  saisir. 

100.  Solution  plus  directe  de  la  question  au  moyen  de  deux 
seules  courbes  extérieures.  —  On  diminuera  beaucoup  le  nom- 
bre des  tâtonnements  ou  des  courbes  auxiliaires  qu'entraîne 
avec  elle  la  recherche  du  moment  d'inertie  A,  en  procédant 
ainsi  qu'il  suit. 

Représentons  par  f  et  v}^  les  parties  variables  ou  fonctions 
kx  =  boc  du  numéi^raret  du  dénominateur  de  &)';  par  C$2' 
eteleurs  parties  constflifes  respectives,  ou,  plus  spécialement, 
posant  '\ 

-„p(i-cosa)--^-^-j^  Frf/^.(L.i)/=9, 

f  *^  -  T  )  n^  —  +  — nT- —  -  +  ' 
jj,Lz  -f-iji.-^  jjj,  ^li  _-Li2,    n +2n'  ^""  ' 

<îe  sorte  qu'on  ait  simplement 


Ck)' 


CÛ»H-cp 

= r~  ' 

e-h']f 


^^  obtiendra,  en  dififérentiant,  par  rapport  h  a  ou  Xy  pour  ex- 


■^ 
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primer  la  condition  du  maximum  ei  du  minimum  de  ci',  \'i- 

qualion 

dans  laquelle 

j.  —  H»  sinsf     n''+^n'rf«"^      n'     da 


le-j'  '^)f'—{CQ.'-i-  9)4.'.- 


f=z;  = 


'^'=^  =  ^( 


q  BO  (^BO         (p+i?)  AO  nîAO 


rf«       ^  ''n'    ^     rfa  n'         g-     t'a 

quantilés  linéaires,  qu'il  sera  facile  de  construire,  comme  on 
le  montrera  plus  lard. 

Celte  équation  devant  èlre  satisfaite  à  la  fois  par  toutes  les 
valeurs  de  l'abscisse  x^^  fia,  qui  correspondent  à  un  maxi- 
mum ou  minimum  quelconque  de  u",  relatif  à  des  valeurs  par- 
ticulières attribuées  aux  constantes  C,  e  ou  A,  on  voit  que,  si, 
pour  l'une  de  ces  dernières  valeurs,  les  abscisses  dont  il  s'agil 
étaient  connues,  il  suffirait  simplement  de  les  substituer  dans 

la  fonction  jj  indépendante  de  A,  pour  obtenir  le  maximum 

ou  minimum  correspondant,  et,  par  conséquent,  si  l'on  con- 
struit la  courbe  représentée  par  l'équation 


ses  ordonnées  représenteront  l'ensemble  des  maxima  ou  mi- 
nima  relatifs  aux  difl'érenles  valeurs  particulières,  qu'il  est  pos- 
sible d'attribuer  à  A,  et  auxquelles  correspondent  autant  de 
groupes  distincts  d'abscisses  de  cette  courbe,  qui,  s'ils  pou- 
vaient être  déterminés  au  moyen  de  chacune  de  ces  valeurs» 
conduiraient  immédiatement  à  la  solution  du  problème  pro- 
posé. Or  c'est  à  quoi  l'on  parviendra,  comme  on  va  le  voir,  par 
la  construction  d'une  nouvelle  courbe  auxiliaire  également 
indépendante  de  A. 
En  elTet,  l'expression  générale  de  a'  peut  être  mise  sous  la 


J 
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forme 

e  -h  ^  e  -h  ^ 

pour  laquelle 


Egalant  à  zéro  le  coefficient  différentiel  de  cette  expression, 
et  tirant  de  la  nouvelle  équation  de  condition,  ainsi  obtenue, 
la  valeur  de  la  constante  e,  qui  dépend  seule  de  A,  on  aura  la 
relation 

quille  cette  valeur  à  celles  des  abscisses  x  relatives  aux  maxima 
ou  minima  de  la  fonction  a)^ 
Construisant  la  courbe  qui  a  pour  équation 

ei  cherchant  les  abscisses  qui  correspondent  à  ses  intersections 

avec  une  parallèle  quelconque  à  Taxe  des  x  représentée  par 

l'équation 

A        i    g   b' 

•^  n'    2  n'  g^ 

elles  seront  précisément  celles  qui  appartiennent  à  la  valeur 
<ieeou  de  A,  qu'on  aura  choisie  en  particulier,  et  dont  la  gran- 

deur  fixe,  dans  la  première  courbe  j  =  3l  ,  les  valeurs  des 

ordonnées  qui  représentent  le  maximum  ou  minimum  corres- 
pondant de  w^  Prenant  enfln  la  différence  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  de  ces  ordonnées,  relative  à  cette  même  valeur 
de  A,  elle  représentera  la  valeur  de  cù]  —  o^J,  d'où  Ton  conclura 
de  suite  celle  de  d  ou  de  n, 

iOl.  Construction  des  courbes  auxiliaires.  —  Ainsi  toute  la 
question  est  ramenée  à  construire  une  fois  pour  toutes  deux 
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courbes  auxiliaires  sur  les  mèoies  abscisses,  ei  dont  les  or- 
données respectives  y;  et  X'>  t^  suppose,  sont  liées  entre  elles 
par  les  relations 


X'-- 


qui  serviront  à  conclure  directement  la  deuxième  de  la  pre- 
mière par  des  procédés  graphiques  irès-simples,  et  sur  les- 
quels il  est  inutile  d'insister  autrement  qu'en  faisant  voir  com- 
ment on  peut  obtenir  linéairement  les  valeurs  des  coefficients 
différentiels  ou  des  termes  qui  entrent  dans  les  expressions 
de  cp'  et  <^.  

Or  nous  savons  déjà (63)  que-^  =  AO.  Quanta  — — >  --j— i 

on  se  rappellera  (65)  que  le  point  I  [Jig.  3i  et  Sz)  est  le  centre 
de  rotation  instantané  de  la  bielle  ou  de  la  droite  BO,  de  sorte 


Fig.  31. 


que  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  centre  s 
cette  droite  doit  être  considéré  comme  l'intersection  de  celle-ci H 
dans  ses  positions  consécutives  ou  infiniment  voisines;  ce  qw 
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donnera  sans  difficulté  (*),  par  la  comparaison  des  lignes  de 
la  figure  relatives  à  ces  deux  positions  et  en  se  fondant  sur  les 
relations  déjà  établies  aux  n***  61  et  suivants, 


rfAO  _  AO^  PO       dm  _  _  n^  CO 
dcc    ""   AC    PC'       doc    '~      ^CB' 

Au  moyen  de  ces  données,  rien  ne  sera  plus  facile  ensuite  que 
de  construire  la  valeur  de  4*'  et  de  cp'.  Prenant,  par  exemple, 
sur  le  prolongement  de  CA,  une  distance 

mesurée  à  Téchelle  du  dessin,  et  élevant  au  point  0  la  perpen- 
diculaire indéfinie  VOM  à  Texlrémilé  OC,  qui  rencontre  AG' 
en  M,  on  mènera,  par  ce  dernier  point,  la  parallèle  MN  à  G'O; 
ce  qui  donnera»  sur  AO,  le  segment  AN,  qu'on  portera  sur  CI 
de  C  en  N',  par  lequel  on  mènera  de  nouveau  la  droite  N'P 
rencontrant  le  prolongement  de  OA  en  un  point  X,  tel  qu'on 
aura 

OY_OP/1V^_  OP  AO.AM         (p-4-i^)AÔ'  AO  PO 
UA-  ^p  LW  -  ^p      ^^,      _  2        jj,  g    AC  PC 

_     (p-^^q)  AO  dW 

valeur  du  second  terme  de  ^'. 


C)  Il  nous  suffira  ici  de  remarquer  que  G'PB'O'  étant  la  position  infiniment 
'oUine  de  CBO  et  de  GO",  l'arc  infiniment  petit  décrit  du  point  I,  comme 
centre,  avec  01  pour  rayon,  de  sorte  que  B'O"  =  BO,  on  a 

dkÔz=z  00',    <;55  =  — 0'0^     *</a  =  BB',    <;/=  CC'=  AOcfa, 

00»  _  BT  _  CC' 
01    —  BI   ""   CI  ' 

<^*iParla  considération  des  triangles  infiniment  petits  PCC,  POO',  00' 0^ 

CC^  __  sinCPC       00'  _  sinOPO^  _  sinCPC^ 
CP  "~  sinACO  '      OP  ""  sinAOC  ""  sinAOC  * 

O'O*^  _  sinO^OO^  _  eosOIC 
00"  ~  sinOO'O"  ~  SinAOC ' 

'^'stions  dont  on  déduira  immédiatement  les  expressions  rapportées  dans  le 
***te,  en  obsertant  d'ailleurs  que  01  cosOIC  =  AC,  etc. 


i  de  prendre     1 
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Pour  construire  \o.  premier,  il  ne  s'agi 
sur  OM 

d'élever,  à  l'exlrémilé  de  G"B,  la  perpendiculaire  BV,  qui  don- 
nera, sur  le  prolongement  de  MO,  la  distance  OVqu'onporlera 
de  C  en  V  sur  CI  ;  menant  ensuite  CY  parallèle  à  BV,  AY  sera 
la  valeur  demandée,  et,  par  suite,  on  aurn 

4''=0X-0Y^-  -XV. 

On  trouvera  sans  doute  superllu  de  remarquerque,  afin  d'éviter 
la  confusion,  on  devra  s'abstenir  de  tracer  d'une  manière  effec- 
tive les  lignes  de  construction,  qui  sont  simplement  ponctuées 
sur  la  figure  et  don  l  les  extrémités  sont  seules  nécessaires  pour 
arriver  aux  résultats.  Quant  à  tp',  sa  construction  offre  encore 


que  b  sin  a  est  le  sinus  de  l'arc  BE  =  A  «  =  X. 

102.  Maximum  de  l'effort  de  torsion  supporté  par  l'arbre 
du  volant  et  par  ses  hras.  —  S'il  s'agissait  de  traiter  la  ques-^ 
tion  relative  à  ia  solidité  qu'il  est  nécessaire  de  donner  aui 
bras  (lu  volant,  pour  qu'ils  puissent  résister  aux  efforts  de  lo^ 
sion  qui  tendent  à  les  rompre,  on  aurait,  comme  on  l'a  vuCÏSli 
à  trouver  le  plus  grand  des  maxima  de  la  fonction 


dt        2   da        '±  dx  "2  (e  +  1^)' 

question  que  l'on  résoudra  d'une  manière  analogue  à  celle  qui 
concerne  l'établissement  même  du  volant,  mais  qui  n'exiger! 
que  le  tracé  d'une  seule  courbe,  ayant  pour  ordonnées  les 
leurs  de  la  fonction  dont  il  s'agit,  puisque  C,  £  ou  A  sont  ici 
censés  donnés  a  priori  ou  connus,  d'après  les  précédentes 
recherches;  or  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  remarquer,  re- 
lativement à  ce  dernier  cas,  que  le  maximum  de  -j-  i 
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médiatement  donné  par  la  ihoitié  de  la  tangente  trigonomé- 
trique  de  l'angle  que  forme,  avec  Taxe  des  abscisses,  la  tangente 
la  moins  inclinée  de  la  courbe,  qui  a  pour  ordonnées  les  valeurs 
de  la  fonction 


que  nous  avons  enseigné  à  construire  (99),  et  dont  l6§  tan- 
gentes les  moins  inclinées  sur  Taxe  des  abscisses  x  corres- 
pondent évidemment  à  ses  différents  points  d'inflexion. 

Ayant  d'ailleurs  obtenu  ainsi  Feffort  maximum  de  torsion 
qui  agit  à  l'extrémité  des  bras  du  volant,  ou  la  somme  des 
moments  des  efforts  semblables,  qui  agissent  sur  chacune  des 
panies  matérielles  de  son  arbre  ou  de  la  manivelle,  il  sera  fa- 
cile d'en  conclure  l'effort  maxijnum  çupporté  par  un  autre 
point  quelconque  de  cet  arbre,  par  exemple  à  l'extrémité  du 
bras  de  la  manivelle,  sur  les  dents  d'engrenage  de  la  roue  mo- 
trice de  Q,  etc.,  ce  qui  est  nécessaire  pour  régler  les  dimen- 
sions de  ces  parties. 

103.  Cizs  d'une  machine  à  balancier.  —  Si  l'on  se  proposait 
de  résoudre  les  mêmes  problèmes  pour  l'appareil  à  balancier 
[fig,  241,  qui  a  été  décrit  au  n**  66,  les  observations  présentées 
dans  les  articles  suivants  permettraient  de  le  faire,  sans  aucune 
hésitation  et  par  une  marche  absolument  semblable  à  celle  qui 
a  été  suivie  précédemment.  Conservant,  en  effet,  toutes  les  dé- 
î^itaiinations  admises  dans  les  n**»  67,  70,  97,  nommant  de  plus 

xlf  poids  du  balancier, son  moment  d'inertie  par  rap- 

porta  l'axe  de  rotation  D  [fig,  33),  qui  en  contient  toujours  le 
centre  de  gravité,  moment  qu'on  trouver^au  moyen  des  règles 
exposées  à  la  fin  de  cette  Section;  supposant  d'ailleurs  que  p 
représente  le  poids  de  l'équipage  agissant  en  F;  \q  la  compo- 
sante du*poids  de  la  bielle  BC,  qui  agit  en  C,  pour  contre-balancer 
le  précédent,  et  auquel  on  peut  d'ailleurs  attribuer,  sans  erreur 
sensible,  la  même  vitesse  virtuelle  df;  enfin  F  la  force  mo- 
trice, déduction,  faite  des  résistances  qui  l'accompagnent,  Q  la 
résistance  active  appliquée  à  la  roue  de  rayon  r,  et  augmentée 

i3 
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4e  la  force  qui  ferait  équilibre  aux  froitemems  inhérenlsï 
l'&rbre  de  la  manivelle,  etc.,  un  trouvera  sans  difficulté 


Ag---iyè=-t-(K-;)<jB5'-t-(K'P'---i7)ÂÔ'-(-/)Dv' 
Fig.  3Î. 


'^"'Z^- 


expression  dans  laquelle  on  a  également 


rQ^J'^Tdf, 


pour  (iéierminer  0,  clans  le  cas  où  F  agit  à  la  fois  en  descen- 
dant et  en  montanl('). 


(')  Si  l'oD   voulait  tenir  compte  du   l'rullc^nipiil  eiercG  sur    le  laurîl 
baioncier,  qui  dans  certains  cas  peut  avoir  uue  inlluence  ap|iréciablc,  on  renuV 
querait  que  P'-l-p-+- Jj  —  a  F  est  approximativement  la  pression  qu'il  support) 
pendant  la  course  ascendante  du  point  F,  et  P'-i~^  +  ;7  +  3F  celle  qu'il  11 
porte  pendant  la  conne  descendanle,  de  sorte  que  l'on  aura  à  retrsDcbtnr 
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104.  Recherche  des  quantités  dont  dépend  principalement 
la  solution  du  problème.  —  On  voit  que  la  valeur  de  w%  rela- 
tive à  chacune  des  positions  du  système^  se  construira  par  les 
mêmes  procédés  que  celle  du  n®  95;  mais  la  recherche  de  la 
fonction 

¥= 

entraînera  ici  à  un  peu  plus  de  difficultés. 

Par  la  comparaison  des  triangles  semblables  AOK  et  DCK» 
formés  par  les  prolongements  des  côtés  AD  et  BC  du  quadri- 
-htère  ABGD,  on  obtiendra  d*abord 


(K- 

i)  _  dm 

+ 

(K'P'-4- 

îq) 

rfAO 
dcc    "^ 

P 

dD\ 

gH' 

*    d<x 

gW 

gW 

doc 

>       ^TvAK       ,      ,AD      dAO      ,AD    rfDK 


nomérateur  de  &»'  une  expression  de  la  forme 

^s  le  premier  cas,  et  de  la  forme 

''    ^  le  second,  ft  étant  le  coefficient  du  frottement  du  tourillon  (Section  III), 
f  son  rayon,  s  la  grandeur  absolue  ou  totale  de  Tare  du  frottement  relatif  à  la 

I     prenière  ou  à  la  seconde  période  et  qui  correspond  à  l'angle  a  décrit  par  la 
■uiiTelle. 

U  quantité  3/ACP'-f-/>+|7)j  étant  très-facile  à  calculer  ou  à  construire 
pour  chacune  des  positions  du  système,  on  voit  que  la  seule  complication 
iiBenée  par  la  nouvelle  hypothèse,  dans  la  solution  du  problème,  consiste  à 

WBiplacer  l'intégrale  primitive   /     Fc^par    /     (  i±:=^  j  F<//,  ou  la  force  F 

P^f  F  [  I  d=  Y^  )  9  expression  également  très-facile  à  construire,  pour  chacune 

des  positions  du  système,  et  dans  laquelle  le  signe  +  répond  à  la  première 
Période  du  mouvement,  et  le  signe  —  à  la  seconde.  Mais  on  remarquera  que 
^résultats  supposent  P'  +  p+l^  constamment  supérieur  à  aF  et  que,  dans 
l^cas  contraire,  il  conviendrait  de  changer  le  signe  de  ft  et  de  prendre  s  algé- 
^qnement,  c'est-à-dire  de  supposer  négatifs  les  arcs  décrits  dans  la  deuxième 
pèiode,  qui  devront  ainsi  être  retranchés  de  ceux  de  la  première  pour  obtenir 
h  valeur  absolue  de  ;. 

i3. 
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puis,  en  considérant  que  le  point  I  est  le  centre  instantané  de 
rotation  du  triangle  BCI,  et  que  le  pied  P  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  sur  le  prolongement  de  BC  est  l'intersec 
tion  consécutive  de  cette  dernière,  dans  le  déplacement  infi- 
niment petit  du  système 

rfPK      PK  cosKCD 
da    ""  PC  sinCKD        ' 

d'où  il  sera  aisé  de  tirer,  par  la  comparaison  des  lignes  de  la 
figure, 


dkO       ,^  AD  PK     ^^^^       .  ^  AD  PK       .  ^  PX 

* 
AX  étant  une  parallèle  à  PD,  limitée  à  BK  :  on  aura  donc  fina 

lement 

dkô'       77:»  PX 

-rf^  =  "^^  PT- 

•  Les  triangles  ADI  et  ABO  donnant 

dAID  +  ^0  -f-  6/a  =  o,     BÔ*  =  ÂO '  -♦-  ÂB*  —  2  AB. AO  cos  AID 
on  aura  pareillement  .  * 


U.^4); 


— j—  —  — j 26COSAID  —i 26sin  AIDI  AO 

aoc  aoL  do:  \ 

ce  qui  donne,  en  abaissant  la  perpendiculaire  Bp  sur  AO  pro- 
longée et  observant  que  DU  a  été  pris  égal  à  AO, 


dm      '        ,^/    ^PX         ^CU 
—  2AO 


(PX 

enfin,  puisque 


DV=î^  =  ?O^AO^^^^^ 


il  viendra 


ûfDV       DO'  rfAO      AO  rfDO' 


doL  l      doL  l       da    ^ 
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or,  le  point  V  étant  le  centre  de  rotation  instantané  du  trian- 
gle FFE,  et  le  pied  P'  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce 
point  sur  le  prolongement  de  EF  devant  être  considéré  encore 
comme  l'intersection  de  cette  dernière  droite  avec  sa  posi- 
tion infiniment  voisine,  on  trouvera  sans  difficulté 


dDO'  __  DO^AO  FO;         ^  FO; 
doc    "        /         PT  "^         PT 

et,  par  suite, 

rfDv'        ^^,  DO'  [d/ÏÔ      AO'  P'O' 
doc  l     \  doc  /      P 

PX       DV  P'O' 


9L\ 


=  2DV      ~rH- 


PI        DO'  P 


■  ^ 


'l') 


expression  dans  laquelle  on  pourra  presque  toujours  négliger 
le  second  terme,  vis-à-vis  du  premier,  à  cause  de  sa  petitesse 

105.  Observations  générales.  —  Toutes  ces  valeurs  qui, 
<lans  l'expression  de  ip',  doivent  être  divisées  par  de  certaines 
fractions  numériques  de  g*,  sont,  comme  on  voit,  susceptibles 
d'une  construction  fort  simple,  et  qu'on  pourra  abréger  de 
beaucoup  en  profitant  habilement  des  données  directement 
otertes  par  la  figure;  mais  il  doit  nous  suffire  ici  d'avoir  mis 
iorla  voie  de  la  solution  graphique  du  problème  ordinaire, 
où  le  système  de  la  manivelle  du  balancier,  etc.  d'une  ma- 
chine ;à  vapeur,  se  trouvant  établi  à  Tavance,  il  s'agit  seule- 
Dïeni  de  déterminer  le  moment  d'inertie  du  volant  qui  est  ca- 
jKiMe  de  maintenir  la  vitesse  de  rotation  de  l'arbre  de  la 
manivelle  eptre  des  limites  déterminées.  Quant  à  la  question 
qui  consiste  à  régler  les  dimensions  mêmes  du  balancier,  de 
manière  à  corriger,  le  plus  qu'il  est  possible,  et  cela  indé- 
pendamment du  volant,  les  écarts  de  la  vitesse  variable,  par 
rapport  à  la  vitesse  de  régime,  nous  renverrons  au  savant  Mé- 
^ire  que  M.  Coriolis  a  inséré  dans  le  XXP  Cahier  du  Journal 
<fe  V École  Polytechnique  (Sur  T influence  du  moment  d'inertie 
i^  balancier  des  machines  à  vapeur,  etc.),  en  faisant  remar- 
<|uer  que  les  considérations  analytiques  et  géométriques  qui 
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précèdent  pourront  servir  à  simpliBer  et  à  compléter,  e 
P^uelques  points,  les  solution»  qu'il  a  indiquées,  et  dans  Icaj 
quelles  il  a  négligé,  à  cause  de  la  complication,  l'induei 
l'inertie  de  la  bielle,  qui  néanmoins  ofTre  presque  toujoi 
poids  très-grand,  capable  de  Taire  équilibre  à  la  fqis  à  c^ 
des  pistons  et  de  leurs  liges. 


MOTENS   GËOHfiTAIQUES   DE  TBANSMETTKE   tSS  TITHSBBS 
DES    PIÈCES  DANS   t»   ll*rP01IT   DONNÉ. 


106.  Il  existe  trois  moyens  principaux  de  transmettre  là 
vitesses  dans  un  rapport  constant.  —  Dans  les  considératioiil 
générales  sur  les  machines  {n"  22  et  29,  Section  I),  non 
avons  vu  l'importance  qu'il  y  a  à  disposer  certaines  piècel| 
notamment  les  roues,  de  façon  qu'elles  se  tranmettent  la  v| 
tesse  géométrique  dans  un  rapport  invariable  pour  toutes  \% 
positions  du  système.  Il  est  essentiel  de  se  rappeler  les  coS 
ditions  principales  du  tracé  de  ces  pièces,  afin  d'être  en  éU 
de  déterminer  les  quantités  d'action  dues  aux  résistances  prf 
sives  qu'elles  introduisent  dans  les  machines  où  on  les  ent 
ploie  :  c'est  principalement  dans  cette  vue  que  nous  allod 
exposer  succinctement  quelques  notions  sur  ce  sujet. 

On  connaît  trois  moyens  principaux  de  résoudre  la  questl^ 
dans  le  cas  de  deux  roues  à  axes  parallèles  ou  concourant 
1°  par  le  contact  naturel  et  le  roulement  des  couronnes  < 
tambours  de  ces  roues;  a"  par  l'emploi  de  chaînes  ou  de  cou 
raies  sans  fin  enveloppées  sur  ces  couronnes;  3°  par  l'engf 
nage  de  dents  ou  de  courbes  en  saillie  fixées  aux  couronnai 


Commnnication  du  monvement  par  le  simple  contact 
on  roulement  des  rones. 

107,  Les  couronnes,  ou  plutôt  les  cylindres  ou  cônes  m 
teneurs  des  roues  (Jïg-  34)  se  développant  exactement  l'fl 
sur  l'autre,  il  est  évident  que,  s'il  n'y  a  pas  de  glissement,  H 
arcs  élémentaires  décrits  à  chaque  insiant  par  ces  cercles  <( 
contact  seront  égaux  et  les  vitesses  angulaires  des  roues  si 


APPLIQUÉE   tDK   NlCblNSS.  I99 

ront  entre  elles  dans  le  rapport  inverse  et  coffstani  de  leuris 
rajions  respectirs. 


Toute  la  difficulté  consiste,  comme  on  voit,  k  empèctier  le 
BlissemeniC};  il  est  donc  nécessaire,  lorsque  les  efforts  tan- 


(')  Traasmissions  pur  simple  contact.  — 
nol  (réqaemmsDt  employées  aujourd'hui  poar  communiquer  le  mouiement  à 
«Màm  ippareilB  marchant  à  grande  vitesse.  Lajîg.  35  représente  la  1 


-0  horizontal  qui  reçoit 


arbre  vertical  placé  au 
centre  de  l'appareil)  le 
premier  arbre  porte  un 
cône  en  fonte  ba  parfaite- 

cond  est  tlxé  un  cdne  cad 

délies  en  cui 
fortement  m 
contre  les  autres  entre 
deux  pièces  en  fonte  c,  ad 
et  tailléea  en  cAne  sur 
la  tour;  le  contact  des 
deui  cdnes  est  assuré  par 
une  pression  exercée  en  g 
Bur    reitrémilé    de    l'axe 


lu  en  papier, 


horizoDtal  qui  peut  se  c 
Plicer  l^èrement  dans  le  sens  de  sa  lungueur;  la  pression  est  obtenue  p 
U  uniEUTre  d'un  petit  valant  ov'  monté  sur  une  tIb.  Cette  disposition  pern 
"tire  progresslYemenl  les  embrayages  et  les  débrayages  et  d'ériler  ainsi  . 
iwi  violente  qui  se  produiraient  à  de  grandes  vitesses,  et  qui  seraient  de 
"Meurs  si  le  mouvement  était  transmis  par  engrenages.  (K.) 


•98 

précèdent  poiiniM". 
quelques  points,  ? 
quelles  il  a  lu^çiV 
Tinertie  de  In  h' 
poids  irès-f^PM' 
des  pistons  c* 

V.  -  V 


lOG. 

vitesse.^ 
géncn» 
avons 
notai 
tessi 
pos' 
ditii 
ded 
sivo 
ploi> 
exp< 
Oi 
dans 
1°  pai 
tamb(> 
roies  5. 
nage  d« 


i.-^- 


••*• 


••'»"^ 


^•î>:"" 


f 

.^.aerables,  de  faire  pre*?^ 
r  -js  couronnes.  Cet  ^ûe 
.r.   les  vis  de  pression,  de^ 
..  les  coussinets  qui  sup^ 
usiner  une  foule  de  dispo^i- 
..   ^aus  certaines  usines  d'An- 
.    ^M^k  les  roues  de  bandes  de  cuir 
,^...*<;>,  offrent  une  sorte  d'engrè- 

»  ..ar  Taciion  du  roulement. 
.  .    ,î-r  employé  sans  inconvénient 
..  --.-»it  d'une  manière  uniforme  et 
iiesse  des  roues  et  la  pression 
avtement  constantes;  il  a  été  em- 
.  .-<nent  iux  tire-sacs  de  certains 
..x.coup  de  douceur;  mais  lorsque, 
^rand  nombre  des  machines,  la 
Aerce  des  efforts  variables  sur  les 
p;,s<^MUSses,  des  changements  brusques 
.,^*'^  serait  fort  difficile  de  s'opposer 
jn^ia  comprimer  fortement  les  roues  et 
.^jj^jiiiïi^it  passives,  ce  qui  serait  manquer  le 
.ziijvive  dans  l'emploi  de  ce  système. 


^^^^<»{i<iiient  par  courroies  ou  par  chaînes. 


oï»*- 


•.-.-•' 


..f^»' 


Goi 


107.  Ll 
térieurs  d 
sur  l'autre, 
arcs  élémei 
contact  sero 


.    .  a  -aquelle  on  fait  mouvoir  les  roues  uni- 
.vrdes  ou  courroies  sans  fin  donne 
\  ii^s  que  celles  que  nous  avons  déjà 

I  — - 

^..^  '•»  ^  conduisent  par  le  simple  attache- 
^  oi^ils  inconvénients;  cette  disposition 
^  i,  ians  le  cas  011  il  s'agit  de  transmettre 

^,  %i!liine  distance,  et  c'est  ce  qui  fait  que 

^  ^fumlement  répandu  ('). 
^  ,vurroie  permet  de  suspendre  ou  de 

•4**^  le  mouvement;  sur  l'arbre  mené  G 


*.■!•' 


^jMji  IransmissioDs  par  cuurroios  dans  la  Section  III. 

^-^  (K.) 
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(./?gf.  36) sont  placées  deux  poulies  égales,  l'une  fixe  A,  l'autre 
folle  A',  en  regard  du  tambour  T  monté  sur  l'arbre  menant  C; 


Fig    36. 


la  courroie  est  amenée  sur  Tune  ou  l'autre  des  poulies  à  l'aide 
d'un  levier,  terminé  par  une  fourche  qui  embrasse  la  courroie, 
et  dont  la  disposition  varie  suivant  les  besoins. 
Les  moyens  de  maintenir  la  tension  des  courroies  sont 
'  analogues  à  ceux  dont  il  a  été  question  pour  les  roues  mues 
parle  simple  contact,  c'est-à-dire  qu'ils  consistent  à  rendre 
mobile  l'un  des  axes  de  roue;  mais,  comme  cette  mobilité 
présente  des  difficultés,  ou  est  impossible  dans  certains  cas, 
on  emploie  (^g*.  87)  des  poulies  ou  rouleaux  de  tension  A, 

Fig.  3;. 


nul  ont  pour  objet  de  presser  sur  la  corde  ou  sur  la  courroie; 
cette  pression  est  produite  oxdinairement  par  un  poids  Q 
placé  sur  l'un  des  bras  d'un  levier  QOA. 
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,  Forme  à  donner  à  la  jante  des  roues.  —  On  sait  qu'a| 
hisaol  usage  des  cordes  sans  iin  ('),  on  doit  creuser  uo^ 
gorge  à  la  circonférence  des  roues,  et  que  lorsqu'on  eniploU 
des  courroies  on  doil  au  contraire  {fig-  4o)  donner  une  ce^ 
taine  convexité  au  profil  extérieur  de  la  jante  AB  de  la  roui 
pour  empêcher  la  couftoie  de  glisser,  ce  qui  arriverait  iafailli 


(■)  j 


abhs 


mployà 


nfld.frr. 


I  LogelbBch,  prâs  Colm: 

s  per niellent  de  U 

t  t   ki 

»  rendraient 


i85o  par  HM.  mn 
•;  la  théorie  ne  pr4 
avec  celle  des  traoi 

de  vue  praliqui;,  ]) 

à  des  distances  epù 

dépoBsetit  souvent  t    kilomètre,    des  Iravanx  caniî4f 

robies,  dans  des  cas  où  les   frais  d'inalallation  et  U) 

Les  câbles  ee  composent  ordinairement  de  plusîem 

lomns  rormés  chacun  de  fils  de  fer  enroulés 

d'une   âme   en  chanvre;  cm  torons,   généralcQ 

nombre  de  sii,  sont  groupés  autour  d'un  toron  i 

ou  autour  d'une   Ame  en  cbanvre  de  bonne  qualitra 

Dana  le  but  do  réduire  la  tension  des  cbbles 

marcbe,  et  par  suite  la  section  et  lo  poida  qu'il  ettsi 

cesaaire  de  leur  donner,  on  se  sert  de  poulie) 

diamètre,  marchant  à  grande  vitesse  {fig.  38).  OnflJ 

à  3o  mètres  environ  la  vitesse  à  la  circonférence  qu'il   est  prudent  de  t 

dépasser. 

Dans  ta  janleen  fonto  de  la  poulie  {f'g.^fi)  ^^^  pratiquée  une  Qorge  k 

fond  de  laquelle  est  mcnaBéeune  rainure  en  queue  d'hiroode  dt 
Fig.  39,        laquelle  on  mate  une  bande  de  gutta-percha;  quelqueroia 
.  ,■     ploie  le  cuir,  le  bois  ou  lu  ficelle;  c'est  cette  bande  qui  porte  II 

^        A        câble  uel  donne  naissance  à  une  adhérence  suOisante  pour  évltq 
\j#         leBiis«>ment.  , 

^^D  Souvent  on  pratique,  sur  une  même  jante,  deux  gorges  put^ 

TBc        lèlcs  {fig.  38),  qui   permettent   d'efTeeluer  la  tranamission  pM 
iJvl  dcui  câbles. 

m   VL  Lorsque  la  transmission  a  une  grande  longueur,  on  soutient^ 

"     W  cïble  par  un  certain  nombre  de  galets  intermédiaire 

des  supports  solides  dont  la  distance  varie  avec  le  diamélr 
cible  et  l'altitude  des  poulies  extrêmes.  Ce  système  de  transmission  prél 
des  avantages  sérîeui  dans  les  usines  où  il  est  nécessaire  d'éloigner  losat 
des  machines  motrices,  et  surtout  des  foyers;  l'adDiinistration  des  R 
tures  de  l'Ëtnt  vient  d'en  faire  uue'npplicab'lin  importante  k  la  poadi 
cemment  conUraite  à  Sevran.  (K.) 
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bleroent  dans  le  cas  où  l'on  y  pratiquerait  u 
qaefois  cependant  on  termine  le  profil  de  I 
droite. 

Fie-  40. 


le  gorge;  quel- 
jante  par  une 


Lorsqu'on  se  sert  de  chaînes,  la  forme  de  la  janle  varie  avec 
bnature  de  la  chaîne  employée  [Jig.  4i  ei  4^};  on  ne  peut  du 


Kste  en  Taire  usage  que  lorsque  le  mouvement  n'est  pas  trop 
ifréguller  ou  qu'on  l'a  rendu  à  peu  près  uniforme  par  l'emploi 
envolant;  il  existe  effectivement  des  scieries  à  mouvement 
aliemaiif  et  même  des  martinets,  où  l'on  fait  usage  de  ces 
BiOyens  pour  communiquer  la  vitesse,  mais  alors  on  place 
des  volaats  sur  l'arbre  de  la  manivelle  et  sur  celui  des  cames. 


ÏTrB  se  KfirANlQtB 

Lorsqu'on  se  voil  obligé  d'employer  des  chaînes  pour  coi 
muniquerle  mouvetiieni  à  des  roues  sollicitées  par  de 
efforts  irréguliers,  et  que  l'on  a  des  raisons  de  craindre  qi 
les  cliatnes  ne  glisseijl,  on  arme  les  circonférences  des  roui 
de  pointes  ou  dénis  qui  enlrenl  dans  les  vides  des  maillons; 
Comme  il  csi  essentiel  d'éviter  la  tension  sur  les  deux  brancha.^ 
de  la  chaîne,  on  fait  l'une  d'elles  un  peu  plus  longue  qui 
l'autre,  et  l'on  a  soin  de  régler  convenablement  l'espacemevi 
des  dents  et  des  maillons.  Lorsqu'on  supprime  les  dents,  oi 
doil  lout  au  moins  faire  la  couronne  de  la  roue  en  fer  ou  ej 
fonte  de  fer  pour  s'opposer  au  glissement.  Dans  tous  les  ca^ 
on  ne  peut  trop  recommander  de  centrer  exactement  \es  gorges 
ou  cylindres  extérieurs  des  poulies  et  des  roues,  en  les  repli 
sani  au  tour,  montées  sur  leurs  axes  propres. 


Communicatiaii  du  mouvement  par  engrenages. 

110.  iVoms  des  diverses  parties  dont  se  compose  un  engre- 
nage, —  Le  moyen  le  plus  généralement  adopté  pour  com- 
muniquer le  mouvement  de  rotation  d'un  arbre  à  un  autrff 
consiste  dans  l'emploi  do  roues  dont  les  jantes  sont  garniSt 
de  saillies,  qui  s'engagent  réciproquement  les  une?  entre  les 
autres  et  rendent  ainsi  le  mouvement  de  l'une  des  pièces  so-' 
lidaire  de  celui  de  l'autre.  Ce  dispositif  est  ce  qu'on  nommï 
un  engrenage. 

Les  diverses  parties  dont  il  se  compose  prennent,  selon 
leurs  formes,  leurs  dimensions  ei  leur  usage,  des  noms  qu'S 
est  nécessaire  de  connaître. 

De  deux  roues  qui  engrènent  l'une  avec  l'autre,  la  pluï 
grande  se  nomme  roue  ou  rouet,  et  la  plus  petite  pignon.  Loi 
saillies  au  moyen  desquelles  elles  se  conduisent  s'appelleM 
dents:  lorsqu'elles  ne  font  pas  corps  avec  la  roue,  comnri 
cela  arrive  pour  les  roues  en  fonle  garnies  de  dents  en  boi 
OD  les  désigne  quelquefois  sous  le  nom  à'alluchons. 

Au  lieu  de  pignons,  on  emploie  souvent  un  système  comli 
posé  de  deux  plateaux  circuloircs  qu'on  nomme  tourteau^ 
placés  parallèlpinrnt  l'un  â  l'auire  sur  un  arbre  louroani  et 


J 
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réunis  par  des  cylindres  en  bois  ou  en  métal  nommés /if- 
seaux;  l'appareil  entier  s'appelle  lanterne. 

Lorsque  Tengrenage  doit  produire  un  mouvement  alternatif 
ou  intermittent,  les  dents  ont  des  dimensions  particulières, 
ordinairement  beaucoup  plus  grandes  que  dans  Fengrenage 
contkiUy  et  elles  prennent  alors  le  nom  de  cames. 

Les  dents  des  deux  roses  s'engageant  les  unes  entre  les 
autres,  il  doit  exister  entre  celles  d'une  même  roue  un  inter- 
valle suffisant  pour  le  passage  de  celles  de  l'autre  roue;  cet 
intervalle  s'appelle  le  creux. 

Quand  les  axes  des  deux  roues  à  faire  conduire  Tune  p^r 
l'autre  sont  parallèles  et  que,  par  suite,  les  faces  de  ces  deux 
ij|Aies  sont  comprises  entre  deux  plans  perpendiculaires  à 
Wrs  axes,  on  dit  que  l'engrenage  est  plan.  Lorsqu'au  con- 
traire ces  axes  se  coupent,  on  a  ce  que  l'on  nomme  un  an- 
ffrenage  d'angle  ou  engrenage  conique,  par  suite  de  la  forme 
qu'on  lui  donne. 

'  111.  Conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  engre^ 
mges.  —  Le  tracé  et  les  dimensions  des  dents  d'engrenage 
doivent  satisfaire  aux  trois  conditions  suivantes  :  i"  que  te 
mouvement  soit  transmis  d'une  roue  à  l'autre  suivant  une  loi 
donnée;  2®  que  les  dents  aient  la  solidité  nécessaire  pour  ré- 
sister aux  efforts  connus  qu'elles  doivent  transmettre;  3°  que 
la  quantité  de  travail  consommée  par  le  frottement  des  dents 
les  unes  sur  les  autres  soit  un  n^nimum. 

Nous  ne  nous  occuperons,  4^âs  cette  Section,  que  de  la 
première  conditipn,  et  nous  allons  rappeler  succinctement  les 
règles  que  l'on^sûit  pour  la  remplir. 

112.  Conditions  du  tracé  des  engrenages.  —  De  la  condi- 
tion que  les  vitesses  restent  dans  des  rapports  constants  il 
résulte,  pour  les  engrenages,  une  conséquence  qui  sert  de 
base  à  leur  tracé.  £n  effet,  si  nous  considérons  les  centres  des 
deux  roues  C,  C  {Jig.  ^3),  et  que  nous  partagions  la  ligne 
qui  les  réunit  en  deux  parties  C/  et  C'^  qui  soient  dans  un 
rapport  donné,  les  cercles  de  rayons  C^  et  C'^  se  toucheront 
^n  /,  et^  si  les  roues  sont  poussées  l'une  contre  l'autre  par 


V 
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un  effort  surfisani,  ÏI  en  résultera  que,  quand  l'une  de 
tournera  aulour  de  son  centre,  elle  entraînera  l'aulr 


son  mouvement  et  qu'elles  rouleront  l'une  sur  l'aulr 
glisser;  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  mouvement  des  lan 
décrits  au  n"  107. 

Si  donc  on  nomme  «  et  u'  les  vitesses  angulaires  r 
tives  des  cercles  C  (  et  C  (,  les  arcs  développés  dans  le 
ment  de  l'une  des  circonférences  sur  l'autre  seront  ég; 
part  et  d'autre,  et  l'on  aura 


axCi  = 


i'xC't. 


m'   -  7S  ' 

c'est-à-dire  que  les  vitesses  angulaires  seront  dans  un  r 
constant  el  inverse  des  rayons. 

Réciproquement,  pour  que  les  vitesses  angulaires  i 
dans  un  rapport  constant,  il  faut  que  le  point  t  partage  1 
des  centres  en  deux  parties  inversement  proportionn 
ces  vitesses.  Ainsi  toute  forme  de  dent  d'engrenage  do 
telle,  que  le  niouvement  se  transmette  d'une  roue  à  1 
comme  si  les  deux  cercles  Cf  et  C  (  roulaient  l'un  sur 
sans  glisser,  et  réciproquemeni. 

Ces  cercles  C(  et  C  f,  dont  les  rayons  sont  en  raison  ii 
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def  vitesses  angulaires,  se  nomment  par  cette  raison  cercles 
proportionnels,  mais  le  plus  souvent  on  les  appelle  cercles 
primitifs,  parce  qu*ils  servent  de  point  de  départ  au  tracé. 

113.-  Conséquence  qui  sert  de  base  au  tracé.  —  Il  suit  de  ce 
qui  précède  que  si  amb  et  a'  m  b'  {PL  /,  Jig.  i  )  sont  les  courbes 
de  deux  dents  montées  sur  les  roues,  dont  C^  et  C'^  sont  les 
rayons  primitifs  et  que  ces  courbes  satisfassent  par  hypothèse 
à  la  condition  de  l'uniformité  du  mouvement,  la  normale  com- 
mune en  m  aux  deux  courbes  devra  passer  par  le  point  t.  En 
effet,  puisque  le  mouvement  doit  être  transmis  de  la  même 
manière  que  si  les  deux  cercles  G^  et  C'^  roulaient  Tun  sur 
l'autre,  il  s'ensuit  que,  quand  la  dent  amb  poussera  la  dent 
dmb',  le  point  m  tendra,  dans  le  premier  instant,  à  décrire  un 
petit  arc  de  cercle  tangent  à  Tune  et  à  l'autre  courbe,  et  que 
par  conséquent  la  normale  en  m,  qui  est  à  la  fois  commune 
à  ce  petit  arc  et  aux  deux  courbes,  passera  parle  point  t. 

On  parvient  encore  à  la  même  conséquence  en  remarquant 
que,  la  résistance  opposée  par  la  roue  conduite  à  l'effort  N 
exercé  par  la  roue  conductrice  lui  étant  égal  et  contraire,  les 
quantités  de  travail  élémentaires  que  développent  ces  deux' 
^orts,  dirigés  suivant  la  normale  commune  mt,  doivent  être 
égales,  ce  qui  donne 


d'où 


xCKde 

-NC'K'dÔ', 

CK 

de' 

ta' 

C'K~~ 

de 

—  — î 

uet  (ù'  étant  les  vitesses  angulaires  des  roues,  qui  doivent, 
par  hypothèse,  rester  dans  un  rapport  constant. 
Or  on  a  de  plus,  par  les  triangles  CK  t  et  C  K'  t. 


CK        C^ 


CK'  ~C'^ 


Ot) 


1 


donc  le  point  /  de  rencontre  de  la  normale  commune  mt  doit 
partager  la  ligne  CC  en  deux  parties  réciproquement  propor- 
tionnelles aux  vitesses  angulaires  et  rester  le  même  pour 
toutes  les  positions. 
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114.  Première  méthode  du  tracé.  —  Ceci  conduit  immédiaT^ 
tomenl  à  une  solution  graphique  très-simple  du  problème 
engrenages;  car  l'une  des  courbes,  amb  par  exemple,  éUicu| 
donnée  à  volonté,  puisque  l'autre  courbe  à  déterminer  doji 
être  telle  que  le  mouvement  ait  lieu  comme  si  les  cercles 
roulaient  l'un  sur  l'autre,  il  suffira  de  faire  rouler  le  cercle  Ct 
sur  ta  circonférence  du  cercle  C  t  et  de  tracer  sur  le  plan  de 
celui-ci  les  positions  successives  de  la  courbe  ami.  La  .suite 
des  intersections  de  ces  courbes  ou  leur  enveloppe  sers  li 
courbe  chcrcliée  a' mb',  puisque,  à  chaque  instant,  elle  doit 
être  tangente  à  amb;  mais  cette  méthode,  Irès-simple  en  dé- 
nlonstrotion,  conduirait,  dans  la  pratique,  à  des  difficultés 
d'exécution  dont  la  suivante  est  exempte. 

115.  Méthode  générale  pour  le  tracé  des  engrenages.  — 
Étant  donnée  une  courbe  ami  (PI.  I,fig.  2),  formant  le  profil 
des  dents  montées  sur  le  cercle  Cm,  cherchons  la  rorme  à 
donner  à  la  courbe  a'mb',  ou  le  profil  à  donner  aux  dents  de 
la  roue  Cm,  pour  que  ces  deux  courbes,  en  se  poussant  l'une 
l'autre,  satisfassent  à  la  condition  que  les  deux  cercles  primi- 
tifs tournent  autour  de  leurs  axes,  comme  s'ils  roulaient  l'ua 
sur  l'autre.  Pour  cela,  portons  de  part  el  d'autre  du  point  m, 
correspondant  à  la  ligne  des  centres  CC,  des  arcs  mi,  mi,..-> 
égaux  en  longueur  sur  chacun  des  cercles  primitifs.  11  est  clair, 
d'après  la  condition  à  laquelle  les  courbes  sont,  par  hypothèse» 
assujetties,  que  les  points  de  division  correspondants,  i.ii 
9.3,. .  ..viendront  successivement  en  contact  les  uns  avecles 
suires.  Traçons  les  courbes  de  dents  correspondant  à  ces 
ilivislons,  ce  qui  revient  à  considérer  leurs  positions  succes- 
sives. Soient  mn„  mn,  avant  la  ligne  des  centres,  mn',  mn' 
après  celte  ligne,  les  normales  aux  points  de  contact,  et  ob- 
servons que  ces  lignes  seront  les  rayons  de  cercles  tangents 
aux  deux  courbes,  au  point  rie  contact  et  que,  la  courbe  cnf 
«tant  donnée,  il  sera  toujours  facile  d'obtenir  leurs  longueuH 
à  l'aido  du  compas. 

Or.  si  nous  su|>posoi)s.  pour  ne  pas  compliquer  la  Ggure,  qiK^ 
ta  courbe  chenrhéed'fHA'  soit  construite  en  a'.ni.i',,  puis,  qu'l 
partir  du  point  m,,  où  elle  coupe  le  cercle  primitif  Cm,,  nous 
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portions  de  part  et  d'autre  des  arcs  mii,mi2,. , .  égaux  aux  di- 
visions précédentes;  que  des  points  i,  2,. . .,  avec  des  rayons 
égaux  aux  longueurs  mrii,  mrit,...  des  normales  obtenues, 
comme  nous  venons  de  le  dire,  nous  décrivions  des  arcs  de 
cercle,  il  est  évident  que  ces  arcs  seront  tangents  à  la  courbe 
cherchée.  En  opérant  ainsi  de  part  et  d'autre  du  point  mi  et 
avec  les  longueurs  des  normales  qui  conviennent  à  chaque 
point  de  division,  nous  aurons  ainsi  une  suite  d'arcs  de  cercle 
dont  la  courbe  cherchée  formera  Tenveloppe,  ce  qui  la  déter- 
minera. 

116.  Pour  obtenir  les  longueurs  des  normales  correspon- 
dant aux  diverses  positions  de  la  dent  amb,  il  n'est  pas  né- 
cessaire de  tracer  la  figure  comme  nous  l'avons  indiqué.  Il 
sofGt  de  la  considérer  dans  une  position  quelconque  et  de  por* 
ter,  à  partir  du  point  où  elle  coupe  le  cercle  primitif,  des  arcs 
égaux  aux  divisions  adoptées  pour  l'autre  cercle  et,  de  tous  les 
points  I,  2,. . .  comme  centres,  de  tracer  des  arcs  de  cercle 
tangents  à  la  courbe  et  dont  les  rayons  seront  les  longueurs 
cherchées  des  normales,  puis  d'achever  le  reste  de  la  construc- 
tion, copme  il  vient  d'être  dit. 

117.  Observations  sur  la  manière  dont  les  dents  se  conduis 
teni.  —  On  remarquera  dans  la  Jig.  i  que  les  centres  des 
cercles  tangents,  menés  à  la  partie  am  ou  a' m  de  la  courbe 
intérieure  au  cercle  primitif,  sont  situés  d'un  autre  côté  du 
point  m  que  ceux  qui  correspondent  à  la  partie  extérieure  mb 
oumfr^  et  que  la  portion  de  la  courbe  donnée  ami,  qui  con- 
duira mb',  est  la  partie  am  intérieure  au  cercle  C^  depuis  le 
premier  moment  de  la  prise  des  dents  jusqu'à  l'instant  où  les 
points  m  et  m'  sont  parvenus  en  ^  et  qu'au  delà  de  cette  po- 
sition c'est  la  partie  mb  de  la  courbe  amb  qui  conduira  la  por- 
tion intérieure  a!  m. 

La  portion  m6,  mV  des  courbes  des  dents,  extérieure  aux 

cercles  primitifs,  se  nomme  la  face  des  dents,  et  la  portion 

intérieure  wa,  ma'  s'appelle  le  flanc;  le  résultat  que  nous 

venons  de  remarquer  s'énonce  en  disant  que  la  face  d'une 

dent  conduit  le  flanc  de  Vautre,  et  réciproquement. 

«4 
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118.  Application  de  celle  solution  générale  à  des  courba 
quelconques.  —  Le  tracé  que  nous  venons  d'indiquer  s'api 
plique  à  loiiies  les  formes  de  dents  que  l'on  peut  se  tlonnenj 
mais,  si  la  solution  du  problème  est  géométriquement  possibll 
pour  une  courbe  quelconque,  il  n'en  est  pas  de  même  de  t^l 
solution  pratique.  Il  suit,  en  effet,  de  l'observation  précédenii 
que.  si  la  courbe  donnée  amb  était  telle  que  les  centres  da 
cercles  tangents  à  ses  deux  portions  extérieures  et  intérieure) 
se  trouvassent  d'un  même  côté  du  point  m',  les  deux  partie^ 
correspondantes  de  la  courbe  a'mb'  se  trouveraient  aussi  dQ 
même  côté  du  point  m,  et  que,  bien  qu'on  put  les  tracer  sui 
le  papier,  on  ne  pourrait  les  exécuter  matériellement,  parcï 
qu'elles  se  pénétreraient.  Il  faudrait  donc  opter,  dans  ce  ca^ 
entre  l'une  ou  l'autre  des  deux  parties,  c'est-à-dire  renonce! 
à  faire  conduire  les  roues  avant  et  après  la  ligne  des  centres,  ei 
comme  il  est  toujours  plus  convenable,  comme  on  le  verra  par 
la  suite,  de  faire  engrener  les  dents  après  la  ligne  des  centres 
qu'avant,  il  faudra  supprimer  la  portion  de  courbe  qui  conduit 
rait  avant,  ou  le  flanc  de  la  roue  conductrice  et  la  face  de  b 

I  roue  conduite.  Les  circonstances  que  nous  venons  d'indiqueit 

se  présentent  notamment  dans  le  cas  où  l'on  emploie  des  lan- 
ternes et  dans  celui  des  engrenages  intérieurs. 

Il  peut  aussi  arriver  une  autre  circonstance  de  nature  à  fair» 
rejeter  les  courbes  trouvées,  quoique  géométriquement  elles 
satisfassent  à  la  question,  c'est  quand  l'une  des  courbes  est 
concave  en  tout  ou  en  partie;  celte  forme  offre  en  effet  lea 
inconvénients  d'exposer  à  des  arc-boutemenls,  de  conservei 
davantage  les  corps  étrangers  qui  pourraient  s'introduire  entra 
les  dents,  enûn  elle  présente  des  difricultés  d'exécution.  l 

C'est  par  ces  divers  motifs  que  les  géomètres  se  sont  atta-^ 
chés  à  des  solutions  particulières  de  la  question,  en  choisi»< 

I  sant  celles  qui  offrent  le  plus  de  facilité  pour  l'exécution  ;  nouB 

allons  les  rappeler  successivement. 

119.  Engrenage  à  épicycloides.  —  L'engrenage  le  plus  gér 
néralemeni  adopté  est  celui  dont  les  dents  ont  la  forme  lU 
courbes  épicycloldales;  le  tracé  s'opère  de  la  manière  ^simÊ 
vante  :  .j__^B 
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Soient  CC  (PL  /,  Jig.  3)  la  ligne  des  centres,  Ct  et  Ct  le 
rayon  des  cercles  proportionnels  ou  primitifs.  Si  l'on  fait  rou- 
ler intérieurement  aux  cercles  des  rayons  C  ^  et  C  /  d'autres 
cercles  ayant  ces  rayons  pour  diamètres,  un  point  quel- 
conque m  du  cercle  mobile  parcourra  le  rayon  correspon- 
dant à  \dt  position  où  ce  point  m  était  celui  du  contact  des 
deux  cercles.  En  effet,  t  étant  le  point  de  contact,  les  arcs  tm 
eti/'  développés  par  le  roulement  des  deux  cercles  Tun  sur 
Ttatre  sont  égaux  en  longueur  et,  par  suite,  le  premier  est 
d'un  nombre  de  degrés  double  du  second.  Les  angles  tCt' 
et  tC'niy  qui  ont  respectivement  pour  mesure,  l'un,  dans  le 
'cercle  de  rayon  C'/,  le  nombre  de  degrés  contenus  dans  tt', 
Fautre,  dans  le  cercle  de  diamètre  C'/,  la  moitié  du  nombre 
de  degrés  de  tm,  sont  égaux  et  les  lignes  €'/'  et  Cm  se  con- 
fondent. 

Cela  posé,  les  mêmes  cercles  qui  ont  pour  diamètre  Ct 
etC%  en  roulant  respectivement  sur  les  cercles  primitifs  de 
rayons C'^  et  C^,  engendreront,  par  l'un  quelconque  de  leurs 
points,  une  épicycloïde  dont  le  tracé  s'obtietidra  (PL  I^fig*  4)» 
d'après  la  méthode  générale,  par  l'enveloppe  des  arcs  de  cercle 
successivement  décrits  des  points  équidistants  i,  2,  3,. . .  des 
cercles  Gt  q\  Ct  comme  centres,  et  avec  les  rayons  /i,  /2, 
'3,...  égaux  aux  cordes  des  arcs  de  mêmes  longueurs  /i, 
/a,^3,. . .  des  cercles  de  diamètre  C/  et  Ct. 

Or,  dans  ces  deux  mouvements  des  cercles  de  diamètre  Ct 
etC'/,  un  point  décrivant  quelconque  m  engendre,  à  partir 
d'nnmême  point  die  contact  t,  extérieurement  à  l'un  des  cercles, 
one  épicycloïde,  et  intérieurement  à  l'autre  un  rayon  tangent  à 
cette  épicycloïde,  de  sorte  que  la  courbe  est  la  face  d'une  dent 
et  le  rayon  le  flanc  correspondant  de  celle  de  l'autre  roue,  et 
réciproquement.  Il  est  évident,  en  effet,  que,  dans  une  position 
qoeiconque,  le  rayon  Cm  est  tangent  en  m  à  la  courbe  t' m, 
puisque,  dans  le  roulement  autour  de  t,  le  point  décrivant  m 
tend  à  parcourir  un  petit  cercle  élémentaire,  à  la  fois  tangent 
U'une  et  à  l'autre  en  m,  et  qui  a  pour  normale  la  ligne  tm. 

Ce  tracé,  satisfaisant  donc  à  la  condition  que  la  normale 
Pt|ie  sans  cesse  par  le  point  ^  la  vitesse  sera  transmise  dans 
^rapport  constant,  comme  l'exige  la  question. 

<4- 
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Un  voit  d'ailleurs  que  le  point  décrivant  se  trouve  toujours 
à  I ■intersection  de  l'arc  tm  et  du  rayon  Ci',  mené  à  l'exirémiié 
de  l'arc  tl'^  tm,  et  que,  par  conséquent,  en  décrivant  de  C. 
comme  centre  avec  Cm  comme  rayon  un  arc  de  cercle,  11  fixera^ 
pour  chaque  contact  des  cercles,  la  position  absolue  du  poin^ 
décrivant  sur  le  petit  cercle  tangent.  La  courbe  se  trouve  don^ 
ainsi  décrite  par  enveloppe  et  par  points,  et  comme  les  dis* 
lances  des  points  de  contact  aux  centres  C  et  C  des  roues 
sont  données  par  les  longueurs  Cm=;C2,...,  on  voit  qu'avanj 
ou  après  la  ligne  des  centres  les  points  de  conlacl  se  rappro. 
cheni  respectivement  des  centres  C  et  C  à  mesure  que  le  con- 
tact a  lieu  plus  loin  de  cette  ligne  et  que,  par  conséqueDi, 
Tinclinaison  de  la  normale  m  sur  la  ligne  CC  varie  et  augmente 
de  plus  en  plus,  à  mesure  que  le  contact  a  lieu  plus  loin  de  CC. 
La  direction  de  celle  normale  élanl  celle  des  efforts  exercés 
par  les  dents  l'une  sur  l'autre,  il  s'ensuit  que  ces  efforts,  dé- 
terminés, par  exemple,  pour  une  forc^.  ou  résistance  donnée 
agissant  à  la  circonférence  des  cercles  primitifs,  avec  une  in- 
tensité constante,  tloÎTent  augmenter  à  mesure  que  le  poîni 
de  conlacl  se  rapproche  davantage  des  cetilres  C  et  C,  ou  que 
le  contacta  lieu  plus  loin  de  la  ligne  des  centres,  ce  qui  montre 
que,  dans  l'engrenage  à  épicjcloïdes,  les  etTorls  exercés  par 
les  dents  sont  nécessairement  variables  et  plus  grands  vers  les 
extrémités  des  dents.  * 

120.  Nombre  de  dents  qui  doivent  être  en  prise  à  la  fois.— 
Il  est  nécessaire  et  il  suffit,  pour  la  continuité  du  mouvemenli 
qu'il  y  ait  toujours  deux  dents  en  prise  à  la  fois,  et  l'on  salis^l 
ordinairement  à  cette  condition  en  disposant  l'eagrt 
manière  que  chaque  dent  cesse  d'agir  lorsque  celle 
arrive  à  la  ligne  des  centres,  et  la  longueur  des  dents  sçj 
alors  limitée;  car  l'arc  tt'  étant  égal  au  pas,  et  m  étant 
de  contact  correspondant  déterminé,  ainsi  que  nous 
dfl  le  dire,  il  suffira  de  couper  la  dent  en  ce  point,  pqij 
sûr  qu'elle  n'ogira  pas  au  delà  de  l'étendue  prescrite;  <fi 
que  l'on  fait  en  décrivant  du  centre  C  un  cercle  de  rayon  Cffl' 
qui  limite  toutes  les  ilenls  de  la  roue  C.  La  partie  utile  (lu 
flanc  serait  aussi  limitée  par  le  cercle  décrit  du  centreCt^j 
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le  rayon  Cm;  mais,  pour  que  les  dents  puissent  passer  libre- 
ment dans  les  creux,  il  faut  prolonger  le  flanc  un  peu  plus  loin  : 
nous  indiquerons  tout  à  Theure  sa  limite  inférieure,  après 
avoir  déterminé  la  forme  de  l'autre  face  de  la  dent. 

121.  Les  dents  doivent  être  d* une  forme  symétrique  pour 
poui^oir  agir  dans  les  deux  sens.  —  Dans  presque  toutes  les 
machines,  les  roues  d'engrenage  sont  exposées  à  être  contre- 
menées,  soit  accidentellement,  soit  périodiquement.  Il  est 
donc  indispensable  que  les  dents  soient  construites  de  ma- 
nière à  pouvoir  conduire  ou  être  conduites  alternativement 
dans  un  sens 'ou  dans  l'autre  :  c'est  pourquoi  on  leur  donne  la 
même  forme  dans  les  deux  sens.  Si  l'exécution  était  parfaite, 
llsuffirait  évidemment  que  le  creux  fût  égal  à  l'épaisseur  de  la 
dent;  mais,  attendu  qu'il  est  impossible  d'obtenir  cette  per- 
fection, on  a  soin  de  donner  au  creux  un  peu  plus  de  largeur 
que  l'épaisseur  de  la  dent.  Il  suffit  que  cet  excès  soit  au  plus 
^^V»  à  iV  d®  l'épaisseur,  et,  dans  les  engrenages  taillés  ou 
ajustés,  soit  à  la  lime,  soit  par  des  procédés  mécaniques,  on 
peut  le  réduire  à  yj-  D*après  cela,  le  pas,  qui  est  la  somme  de 
l'épaisseur  et  du  ci^ux,sera  égal  à  2,10,  2,084  ou  2,o5  de  l'é- 
paisseur de  la  dent. 

La  division  des  cercles  primitifs  et  la  subdivision  du  pas 
«tant  exécutées,  on  terminera  la  dent  des  deux  côtés  par  deux 
courbes  de  face  et  par  deux  flancs  symétriques,  et  la  longueur 
des  courbes  ou  la  saillie  des  dents  sur  le  cercle  primitif  sera, 
comme  nous  l'avons  dit,  limitée  aux  cercles  de  rayon  Cm  et  Cm. 
Pour  avoir  la  profondeur  du  creux,  on  déterminera  la  rencontre 
tieces  cercles  avec  la  ligne  des  centres  en  n  et  n',  et  en  prenant 
fespectivement  en  deçà  de  ces  points  ni=n'A=o",oo5  envi- 
ron, on  aura  les  rayons  intérieurs  C  A  et  Q/i  du  creux  de  chaque 
fenl;  on  sera  sûr,  par  cette  disposition,  qu'il  y  aura  toujours 
on  jeu  suffisant  pour  le  passage  des  dents. 

122.  ArC'houtementSy  leurs  inconvénients.  —  On  remarquera 
que,  quand  la  roue  conduit  le  pignon,  avant  la  ligne  des  cen- 
tres, la  somme  des  lignes  Cm  et  Cm  étant  plus  grande  que  CC^ 
s'il  arrivait  que  quelque  aspérité  des  dents  s'opposât  à  leur 
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mouvement,  il  pourrait  y  avoir  arc-boutement  el  par  suite  ru|v 
ture,  tandis  qu'après  la  ligne  des  centres,  les  points  de  con- 
lact  s'éloignent  toujours,  les  dislances  Cm  et  Cm  tendent 
augmenter,  et  rien  ne  s'oppose  à  la  séparation  des  dents.  C3 
danger  desarc-boutemenls  est  d'autant  plus  grand  que  les  deni 
engrènent  plus  loin  avant  la  ligne  des  rentres. 

C'est  pour  l'éviter  que  les  anciens  constructeurs  avaie 
adopté  l'usage  de  faire  conduire  les  roues  l'une  par  l'aulc 
exclusivement  après  la  ligne  des  centres;  mais  diverses  con; 
dérations  ayant  conduit  à  diminuer  beaucoup  l'épaisseur  det 
dents,  et  par  suite  leur  saillie,  en  augmentant  au  contraire  leur 
longueur  parallèlement  à  l'axe,  les  engrenages  actuels  ne  pren- 
nent plus  qu'à  une  petite  distance  avant  et  après  la  ligne  des 
centres,  et  cette  circonstance,  jointe  à  la  perfection  que  l'on 
apporte  aujourd'hui  à  leur  exécution,  fait  disparaître  toute 
crainte  d'accidents;  aussi  esl-on  actuellement  dans  l'usage  de 
faire  conduire  les  roues  autant  avant  qu'après  la  ligne  des 
centres. 

123.  Inconvénients  de  l'engrenage  à  épicycloïdes.  —  Les  in- 
convénients de  l'engrenage  a  épirjcloïdes  sont  : 

i"  Que  l'intensité  des  pressions  exercées  sur  les  dents  Bup 
mente  à  mesure  que  le  point  de  coniaci  s'éloigne  davantage 
de  la  ligne  des  centres,  ce  qui  tend  à  les  faire  user  inéga- 
lement; 

a°  Que  le  tracé  des  dents  de  l'une  des  roues  dépendant  du 
rayon  du  cercle  primitif  de  l'autre  roue,  on  ne  peut  faîrfli 
conduire  par  une  même  roue  des  pignons  de  différents  dî»aj 
mètres; 

3"  Que  si  les  axes  des  roues  éprouvent  le  moindre  dépi 
cemenl,   tout  en   restant  parallèles,  l'engrenage   n'est  plu* 
exact. 

lii.  Bngi-vnagt  il  itivetoppantei  de  cercle.  —  Une  autre  si 
luiion  du  problème  des  engrenages,  exemple  de  ces  iaconvi 
nients,  est  celle  où  Ton  donne  aux  dénis  la  forme  de  dévelop^ 
pâmes  de  cercle.  Elle  est  fondée  sur  la  construction  suivante  K 

Par  le  point  /  (  PI.  I.  Jig.  5),  qui  partage  la  ligne  des  cenlrea 
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ce  en  deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  vi- 
tesses dont  les  roues  doivent  être  animées^  menez  une  ligne 
JS.tK'  inclinée  sur  CC;  puis  des  points  C  et  C  abaissez  des  per- 
pendiculaires CK  et  C'K'  sur  cette  ligne,  et  décrivez  des  cer- 
cles dont  ces  perpendiculaires  soient  les  rayons.  La  ligne  KK' 
sera  évidemment  une  tangente  commune  à  ces  deux  circonfé- 
rences, et  si  Ton  enroule  respectivement  les  parties  tK  et  ^K' 
sur  les  cercles  CK  et  C'K',  le  point  /  décrira  les  développantes 
de  l'un  et  de  l'autre  de  ces  cercles. 

Si  l'on  conçoit  maintenant  que  l'une  des  courbes  pousse 
l'autre,  cette  action  aura  toujours  lieu  suivant  la  normale  com- 
mune, et,  comme  les  normales  à  chacune  des  deux  courbes 
doivent  être  tangentes  au  cercle  développé,  il  est  évident  que 
celle  qui  est  commune  aux  deux  courbes  sera  la  tangente  KK^ 
Ainsi,  dans  cet  engrenage,  le  point  de  contact  restera  toujours 
sur  la  même  ligne,  qui  sera  la  normale,  et  par  conséquent  l'ef- 
fort exercé  sur  l'une  des  dents  sera  constant  pendant  toute  la 
durée  du  contact. 

Les  roues  devant  se  conduire  dans  les  deux  sens,  avant  et 
après  la  ligne  des  centres,  les  dents  auront  la  même  forme 
des  deux  côtés,  et  afin  d'éviter  que,  par  le  rapprochement 
des  courbes,  leur  extrémité  se  trouve  trop  affaiblie,  il  faut 
donnera  leur  tangente  commune  KK'  la  plus  faible  inclinai- 
son possible.  On  y  parviendra  par  la  construction  suivante, 
en  s'imposant,  par  exemple,  la  condition  que  les  dents  agis- 
sent de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des  centres  et  à  une  distance 
égale  au  pas  que  l'on  suppose  connu.  A  partir  du  point  /  de 
contact  des  cercles  primitifs,  prenez  sur  celui  du  pignon 
l'arc  //'  égal  au  pas,  menez  le  rayon  C  t'  et  du  point  ^  abaissez 
surCV  une  perpendiculaire,  qui  sera  la  tangente  commune 
cherchée.  Il  est  clair,  en  effet,  que  la  dent  du  pignon,  parve- 
nue à  une  distance  égale  au  pas,  sera  poussée  par  son  premier 
élément  et  ne  pourra  plus  l'être  au  delà.  Il  conviendra  d'ail- 
leurs de  prendre  l'inclinaison  de  la  tangente  un  peu  au-dessus 
de  cette  limite,  quand  on  le  pourra  faire  sans  que  les  dents 
deviennent  trop  faibles  au  bout,  afin  de  parer  à  de  légers  dé- 
fauts de  pose. 
Quant  à  la  longueur  totale  des  dents,  on  la  déterminera  fa* 
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cilemeni  ea  les  irai;ani  dans  la  posilion  extrême  où  elles 
doivent  agir  avani  et  après  la  ligne  des  centres  et  les  coupant 
à  cette  distance  par  des  arcs  de  cercle  concentriques  am 
roues.  Quoique  les  dents  n'aient  pas  de  flanc  reciiligne,  il  est 
nécessaire  de  leur  mener  deux  rajons  tangents  à  leur  nais- 
sance, qui  limitent  le  creux,  en  donnant  à  celui-ci  ia  profon- 
deur convenable  pour  le  jeu  de  l'engrenage. 

125.  Observation  sur  le  cas  où  la  dislance  des  axes  varie. 
—  On  remarquera  que  si,  par  un  défaut  dépose  de  la  machine 
ou  par  l'usé  des  coussinets,  la  distance  des  deux  centres  C 
et  C  venait  à  varier,  les  dénis  agiraient  néanmoins  suivant 
une  normale  cojnmune,  dont  l'inclinaison  seulement  serait 
diirérente  de  celle  qui  aurait  été  fixée  et  que  les  ett'orts  trans- 
mis resteraient  encore  dans  un  rapport  constant,  de  sorte  qui; 
l'engrenage  à  développantes  conserverait,  même  dans  ce  cas, 
la  propriété  de  produire  toujours  des  efrorts  constants  sur  les 
dents,  qui,  par  conséquent,  s'usent  plus  uniformément  dans 
cet  engrenage  que  dans  tous  les  autres. 

Le  tracé  de  la  courbe  du  pignon  ne  dépend  que  de  sob 
rayon  el  de  l'inclinaison  de  la  tangente;  on  voit  donc  qu^ 
celle-ci  étant  déterminée,  par  exempte,  pour  le  plus  petit  des 
pignons  qu'une  roue  devra  conduire,  il  sera  facile  de  déier» 
miner  les  arcs  à  développer  et  par  suite  les  courbes  de  dents 
pour  autant  de  pignons  de  rayons  différents  que  l'on  voudra. 

Ces  avantages  doivent  faire  préférer,  dans  beaucoup  de  cas,, 
l'cu^renage  à  développantes  à  celui  dont  les  courbes  sont  des. 
êpicycloïdcs;  mais,  si  l'on  exécute  le  tracé,  on  reconnaît  quft' 
dans  le  premier  mode,  quand  les  rayons  des  roues  sont  très- 
petits,  rexircniitédes  dents  s'affaiblit  beaucoup  par  la  con? 
vorgeiice  des  courbes;  ce  qui  esl,  dans  certains  cas,  un  grav» 
loconvénicni  qui  doit  le  faire  rejeter  el  que  présente  beai>-^ 
coup  moiits  le  trace  par  les  épicycioldes. 

IM,  Tracé  mJtpté  par  Ita  comsirucleun.  —  Nous  venons 
d'indiquer  Ie9  d«ui  solutions  géoiuêtriques  le  plus  en  u: 
pour  le  tracé  des  fni;r«na$t>s;  mats,  quoique  leur  exéculiû» 
soil  fort  sinipli*,  1rs  pnUciens  om  «dopté  une  méthode  en- 
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core  plus  expéditive,  qu'il  importe  de  connaître  et  qui  s'ap- 
plique spécialement  à  l'engrenage  à  épicycloïdes.  Nous  avons 
vu  que  ces  courbes  pouvaient  être  considérées  comme  les 
enveloppes  d'une  suite  d'arcs  de  cercle,  décrits  des  divers 
points  de  leur  circonférence  comme  centres,  avec  des  rayons 
égaux  aux  cordes  correspondantes  du  cercle  générateur.  Il 
suit  de  là  que,  sur  une  certaine  étendue,  la  courbe  se  confond 
sensiblement  avec  les  cercles  correspondants,  et,  comme  on 
limite  nécessairement  les  arcs  de  contact  à  une  petite  portion 
delà  courbe,  on  pourra  dans  la  plupart  des  cas  ordinaires  de 
la  pratique  lui  substituer  un  des  arcs  de  cercle  tangents.  On 
reconnaît,  en  effet,  par  le  tracé  exact,  qu'en  choisissant  con- 
venablement le  centre  du  cercle,  que  l'on  veut  substituer  à  la 
courbe,  il  se  confond  dans  toute  la  partie  utile  avec  cette 
courbe,  à  moins  de  l'épaisseur  d'un  trait  fin  de  tire-ligne. 
Cette  exactitude  est  certes  bien  suffisante  pour  la  pratique  et 
justifie  l'emploi  de  cette  méthode  expéditive. 

Dans  les  cas  les  plus  ordinaires,  où  les  cercles  ne  sont  pas 
trop  petits  par  rapport  aux  dimensions  des  dents  et  où  par 
conséquent  la  courbure  est  un  peu  rapide,  on  prend  ordi- 
nairement pour  centre  de  la  courbe  la  naissance  de  la  dent 
suivante  sur  le  cercle  primitif,  et  pour  rayon  le  pas  de  l'en- 
grenage mesuré  sur  ce  même  cercle.  Lorsque  des  pignons 
très-petits,  destinés  à  transmettre  des  efforts  considérables, 
devront  avoir  des  dents  très-épaisses,  et  que  la  courbure.de- 
mêtre  irès-sensible,  on  pourra  déterminer  le  centre  et,  par 
suite,  le  rayon  du  cercle  destiné  à  remplacer  la  courbe  par  la 
condition  qu'il  passe  par  la  naissance  et  l'extrémité  ou  le  der- 
nier point  de  contact,  qui  est  toujours  facile  à  déduire  de  l'am- 
plitude adoptée  pour  le  contact  de  part  et  d'autre  de  la  ligne 
descentres.  En  effet,  en  élevant  une  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  ligne  qui  joint  ces  deux  points,  elle  rencontrera  la  cir- 
conférence du  cercle  primitif  en  un  point  qui  sera  le  centre 
cherché,  et  le  rayon  sera  donné  immédiatement. 

Celte  méthode  pratique  n'est  d'ailleurs  évidemment  appii- 
wble  qu'au  cas  où  les  dents  ont  peu  de  longueur. 

Nous  avons  passé  sous  silence  le  tracé  des  dents  des  roues 
îui  doivent  conduire  des  lanternes,  parce  qu'il  rentre  immé- 
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I  «eiulion  générale  en  regardant  le  cercle  de 

i  coaime  la  courbe  donnée.  On  reconnatlra 

k  ••  rssécutani,  que  les  dénis  ne  peuvenl  se  cod- 

is«aaTani  la  ligne  des  centres,  el  qu'il  convient!» 

a  première  disposilion,  aûn  d'éviierlesaro- 

b^iii  s'opposent  aussi,  par  conséqueni,  à  l'emploi 

rhaMMMS  eonme  roues  conductrices.  Cet  inconvénieni, 

Bh^w  tes  dïmeosions  considérables  que  l'on  est  obligé  de 

■■r  «oa  fttseoux  et  aux  dénis  de  ce  genre  d'engrenage, 

k  te  teirv  proscrire  de  toute  construction  soignée. 

SK.  Kmgntmuses  coniques  ou  sphériques.  —  Passons  aux  en- 
»ou  des  roues  d'angle,  pour  lesquels  toaie 
teMtotM  coostste  à  transporter  dans  l'espace  ce  que  nous 
«MO»  <lll  pour  le  cas  du  plan. 

La  yoeJUoii  des  aies  CS,  C'S  étant  fïnée,  on  divisera  l'an- 
$1»  C^^.  oojupris  entre  eux,  en  deux  autres  CST,  C'ST,  dont 
h)»  Mluis  $uteui  r^iproquement  comme  les  vitesses  de  rola- 
wm*  ioipriBtt^rà  ces  axes;  en  faisant  tourner  ces  angles  au- 
Wur  'h»  Me>  r«specUf^  qui  leur  correspondent,  on  aura  ainsi 
|i)«,  «S^M»  iwiinilib.  se  touchant  suivant  l'arête  commune  TSi 
CwKSttr  le»  basw  circulaires  de  ces  cônes,  prises  au  milieu^ 
«to-lk  tkry«iir  lit»  la  couronne  qui  porte  les  dents,  qu'on  fait 
JiiM(teia«ut  la  division  de  l'engrenage.  Cela  posé,  tout  ce  qud 
ikuu«>  iivotis  pu  dire  pour  le  cas  des  roues  comprises  dans  uA 
)^i  sera  applicable  à  t'espace,   pourvu  qu'on  remplace 
tiiLiM*^ ttapvitej'.  dont  il  a  été  question,  par  des  plans  passant 
tv  sOMUttet  S  des  ednes.  et  les  lignes  courbes  par  des  cône» 
qniin  c«  u^ne  point  pour  sommet.  Ainsi,  par  exemple,  pool* 
i^M»  lu»  !iiiir&ces  coniques  des  dents  en  se  poussant  puisseaV 
UH{K«iu«r  des  vîtesst^s  uniformes  aux  roues,  il  sera  nécessaire 
tftttf  l<^  plau  uornuil  de  l'arête  commune  de  contact  de  ces  sui^- 
fetk<».  tMKs«  [MF  l'arête  de  contact  ST  des  cônes  primitifs;  les 
ivoitKt»  [^(nfvv'loïdes  des  dents,  relatives  au  cas  du  plan,  sc* 
(ym  ivutt^SKNJes  par  des  cônes  épicycloïdes  produits  par  le 
Uh>u^>'iiHHit  d'uiM  arête  de  l'un  des  cônes  primitifs  roulant  snf^ 
l'Huut'  is^iK'  imwtUf;  et,  si  l'on  considère  simplement  les  cei^ 
i^hiil.  »hi  (M»tf  Cï.  CT,  que  l'on  peut  appeler  les  cercles  primi- 


APPLIQUÉE   AUX   MACHINES.  219 

tifs,  les  choses  se  passeront  encore  d*une  manière  analogue 
sur  la  sphère  qui  renferme  ces  cercles  et  dont  S  est  le  centre; 
seulement  les  droites  seront  remplacées  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  et  les  épicycloïdes,  les  développantes  planes,  etc.,  de 
viendront  des  épicycloïdes,  des  développantes  sphériques,  etc. 
D'après  cette  analogie,  qui  règne  entre  les  deux  cas  du  plan 
elde  l'espace,  il  devient  inutile  d'entrer  dans  de  nouveaux  dé- 
tails sur  la  manière  de  disposer  les  engrenages,  selon  les  di- 
verses circonstances;  il  est  évident  que  toute  la  difiicuUé  réside 
dans  les  opérations  graphiques  nécessaires  pour  tracer  les  dif- 
férentes courbes  ou  surfaces  de  dents,  d'après  les  principes  de 
la  Géométrie  descriptive.  Or  je  ferai  remarquer  que  la  rigueur 
qu'on  apporterait  ici  dans  le  tracé,  en  suivant,  par  exemple,  les 
méthodes  indiquées  dans  l'ouvrage  de  M.  Hachette,  que  cette 
rigueur,  dis-je,  ne  conduirait  pourtant  qu'à  des  résultats  fort 
incertains,  vu  la  multiplicité  des  opérations  nécessaires  pour 
obtenir  le  tracé  d'une  surface  de  dents,  ou  même  d'un  seul 
point  de  sa  courbe  de  base;  il  me  semble  que  le  procédé  qui 
suit  est  suffisamment  exact  pour  la  pratique,  et  n'offre  pas  ces 
inconvénients. 

128.  Solution  simplifiée  et  suffisamment  exacte  du  pro- 
blème des  engrenages  coniques.  —  On  remarquera  que  les 
couronnes  ou  jantes  qui  portent  les  dents  ou  fuseaux,  etc.,  sont 
€t  doivent  être,  en  général,  terminées,  du  côté  opposé  au 
sommets  des  cônes (yîg*.  44)>  V^^  d'autres  surfaces  coniques 
«wpT,  m'n'p'Ty  dont  les  sommets  S,,  S\  sont  sur  les  axes  SC  et 
SC'des  roues,  et  dont  les  arêtes  S,T,  S',T,  comprises  dans  le 
plan  de  ces  axes,  sont  perpendiculaires  à  l'arête  de  contact  ST 
<ies  cônes  primitifs,  en  sorte  qu'elles  forment  le  prolongement 
i'une  de  l'autre,  et  sont  comprises  dans  le  plan  perpendiculaire 
iST  et  tangent  à  la  fois  aux  cônes  (SJ)  (S',)  :  c'est  sur  la  sur- 
face de  ces  cônes  que  l'on  applique  les  panneaux  des  dents, 
eiqu'on  vérifie  le  tracé  général  de  l'engrenage  ;  or  je  remarque 
que,  vu  le  peu  d'étendue  qu'occupe,  sur  ce  cône,  le  profil  de 
la  courbe  d'une  dent  et  de  celle  qui  la  conduit,  on  peut,  sans 
erreur  sensible  pour  la  pratique,  regarder  la  petite  portion 
<les  surfaces  coniques  (Si),  (S',)  correspondant  à  ces  dents, 
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comme  se  confondant  avec  le  plan  tangeni  S,TS',,  lorsqu'el 
se  poussent  eo  T.  où  a  lieu  leur  contact  mutuel. 


Cela  posé,  développant  donc  les  deux  surfaces  de  cônes  (6 
et  (S',)  sur  le  plan  tangent  commun  dont  il  s'agit  {Pl.IIfJt^.a 
ce  qui  n'oiïre  aucune  dirriculté,  puisqu'on  a  la  longueur  d 
arêtes  et  le  périmètre  des  bases,  et  observant  que,  dans  cqÂ 
veloppement,  les  longueurs  dans  le  sens  des  arêtes  et  lesl 
geurs  dans  le  sens  des  cercles  méridiens  concentriques  H 
sommets  ne  sont  nullement  altérées,  on  ramènera  de  suitffl 
problème  des  engrenages  coniques  à  celui  des  engrenages  | 
lindriques;  car  les  cercles  primitifs  des  dents  sur  la  sufN 
des  cônes  seront  devenus,  sur  le  développemeni,  des  arcsij 
cercle  tangents  entre  eux,  et  qu'on  pourra  regarder  commai 
cercles  primiiils  des  deux  roues  planes  a  tracer  par  les  m 
thodes  ci-dessus,  selon  le  genre  d'engrenage  que  l'on  déa 
adopter.  On  aura  ainsi  obtenu  tous  les  panneaux  nécessaij 
pour  tracer  les  dents  sur  la  surface  des  cônes  limites  fl 
ei(S'i);  d'après  quoi,  on  exécutera  racilemeni  les  dents  M 
entières.  1 


I 
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On  pourra  d'ailleun  préparer  un  nouveau  panneau  déve- 
loppé pour  la  surface  conique  qui  termine  inlérieuremeai  la 
couronne  du  côté  de  S,,  laquelle  a  ses  arêtes  parallèles  à  celles 
des  premiers  cônes  limites,  et  donne  pour  les  dents  des  pro- 
fils ou  figures  exactement  semblables,  en  sorte  qu'il  sunîra  de 
réduire  les  premiers  panneaux  dans  un  rapport  convenable, 
qui  est  celui  des  arêtes  ST  et  ST'. 

1Î9.  Dimenaioju  des  diverses  parties  des  engrenages.  —  A 
ces  détails  sur  le  tracé  des  engrenages  nous  nous  bornerons 
à  ajouter  quelques  mots  relatifs  à  la  manière  de  déterminer  les 
proportions  des  dents. 
-  lÂ  laideur  des  dents  {Jig.^5),  parallèlement  à  l'axe  de  ro- 

FiB-  45- 


'  UtioD  ou  dans  le  sens  des  génératrices  des  cônes,  est  ordinai- 
Mneot  égale  à  quatre  fois  leur  -épaisseur,  mesurée  sur  la 
dreonférence  primitive,  quand  la  vitesse  à  cette  circonfé- 
iBce  n'excède  pas  l'.So.  On  la,itOrte  à  cinq  fois  cette  épais- 
Mar  quand  la  vitesse  est  plil»  grande,  pour  compenser  les 
«ffetsplus  grands  de  l'usure.  Enfin,  quand  les  dents  d'engre- 
■nge  sont  exposém  à  être  mouillées,  et  par  conséquent  à  être 
nuillées  de  sable,  qui  en  augmente  l'usure,  on  leur  donne  en 
Itrgeurjusqu'à  six  fois  l'épaisseur. 

U  saillie  des  dents  sur  l'anneau  qui  les  porte  est  déterminée 
pu  le  tracé,  lorsqu'on  se  donne  l'angle  suivant  lequel  elles 
dolrent  agir  avant  ou  après  la  ligne  des  centres.  Toutefois,  la 
ifeistance  à  la  rupture  étant  en  raison  inverse  de  cette  Ion- 
pienr,  elle  doit  être  renfermée  entre  certaines  limites,  11  con- 
fient qu'elle  n'excède  pas  i,5o  fois  l'épaisseur  à  la  cîrconfé- 
fence  primitive,  ou,  si  le  tracé  donne  une  plus  grande  saillie, 
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il  faudra  d'abord  rechercher  si,  en  augoientant  un  peu  la  lar- 
geur, on  ne  pourrait  pas  diminuer  l'épaisseur  ou  le  pas,  et  pai 
suite  la  saillie  ;  puis,  si  ce  moyen  ne  suffit  pas,  il  faudrait  se  bor- 
ner à  ne  faire  agir  les  dents,  avant  et  après  la  ligne  des  centres, 
que  jusqu'à  une  distance  où  elles  atteindraient  la  saillie  limi- 
tée. Il  est  rare,  du  reste,  que  l'on  éprouve  quelque  difQcuhé 
à  ce  sujet. 

Ces  proportions  entre  la  largeur,  la  saillie  et  l'épaisseur  une 
fois  établies,  il  ne  restera  plus  à  déterminer  que  l'épaisseur, 
et,  d'après  l'observation  des  dimensions  adoptées  par  les  meil- 
leurs constructeurs,  elle  peut  être  déduite  des  formules  sui- 
vantes, dans  lesquelles  on  exprime  par 

b  l'épaisseur  en  centimètres,  mesurée  à  la  circonférence  pri- 
mitive; 

P  l'effort  en  kilogrammes  exercé  par  l'une  des  roues  sur 
l'autre  : 

Pour  les  dents  en  fonte 6  =  o,io5v^; 

Pour  les  dents  en  bronze  ou  en  cuivre. .  6  =  o,  i3i  y^; 
Pour  les  dents  de  charme,  de  racine,  de 

poirier  et  de  sorbier  ( ' ) 6  =  o ,  i83  y/P . 


(*)  Des  roues  à  dents  de  bois.  —  On  garnit  souvent  Tune  des  deux  roues  d< 
dents  de  bois,  surtout  quand  la  transmission  marche  vite;  le  bois  est  beaucou] 
plus  élastique  que  la  fonte,  et  Ton  obtient  ainsi  des  transmissions  moins  sacca' 
dées  et  qui  font  moins  de  bruit  pendant  la  marche.  Un  autre  avantage  consist 
en  ce  que,  en  cas  de  rupture  d'une  dent  de  bois,  les  chances  de  détérioratioi 
de  tout  Tengrenage  sont  moindres  que  lorsque  les  dents  «ont  en  fonte,  et  1 
remplacement  de  la  dent  cassée  se  fait  plus  rapidement  et  à  moins  de  frais.  1 
faut  avoir  soin,  dans  une  semblable  réparation,  de  donner  à  la  dent  neuve  1 
profil  qu'ont  en  ce  moment  les  autres  dents  de  la  roue  qui  ont  été  plus  o\ 
moins  amincies  par  le  fonctionnement^  sans  quoi  le  jeu,  en  cet  endroit,  n 
serait  pas  le  même  que  sur  le  reste  de  la  roue,  et  il  pourrait  se  produire  de 
arc-boutements;  le  plus  souvent  la  rupture  d'une  dent  est  un  indice  que  l'en 
semble  devient  trop  faible  par  suite  de  l'usure,  en  sorte  qu'il  y  a  alors  avan 
tage  à  remplacer  toutes  l0s  dents  à  la  fois,  avec  leur  profil  primitif. 

Dans  ce  genre  d'engrenage,  il  est  indispensable  de  tailler  les  dents  en  tonU 
ou  du  moins  d'enlever  à  la  lime  toutes  les  aspérités;  il  faut  également  dresse 
avec  soin  l'intérieur  des  mortaises  de  l'autre  roue,  afin  que,  lors  de  l'enfonce 
ment,  les  fibres  du  bois  ne  soient  pas  déchirées.   (  K.) 


I 
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En  nommant,  de  plus^ 

/  la  largeur  en  cenlimèlres, 
s  la  saillie, 

on  aura,  selon  les  cas  désignés  ci-dessus, 

l=^by     l=5b    ou     l=6b    et    s  =  i^Sob    au  plus; 

et  si  l'on  nomme  a  le  pas  de  l'engrenage  et  que  le  jeu  dans  le 
creux  soit  fixé  à  —•  ^®  l'épaisseur  b  de  la  dent,  on  aura 

a  =  7.fib . 

Ces  relations  suffiront  donc  pour  déterminer  toutes  les  pro- 
portions d'un  engrenage,  quand  les  dents  des  deux  roues  se- 
ront de  même  matière.  Si  les  substances  étaient  différentes,  et 
que  les  dents  de  l'une  des  roues  fussent  en  fonte  et  celles  de 
l'autre  en  bois,  ainsi  que  cela  arrive  souvent,  on  aurait  de 
même,  pour  l'épaisseur  6'  des  dents  en  bois, 

6'=o,i83v/P 

et,  pour  celle  des  dents  en  fonte, 

6'=o,io5v/P. 

La  largeur  /  des  dents  devant  être  la  même,  on  la  prendrait 
pour  les  deux  roues  égale  à 

6tlepas,  qui  doit  aussi  être  le  même,  serait 

a  =  6  -f  1,1 6'=  2,84 A. 

Lorsque  les  dents  sont  en  métal,  on  les  coule  ordinairement 
tl'une  seule  pièce  avec  l'anneau  qui  les  porte,  et  l'on  donne 
alors  à  cet  anneau  la  même  largeur  parallèle  à  l'axe  qu'aux 
dents,  et  pour  épaisseur,  dans  le  sens  du  rayon,  l'épaisseur  des 
dents  mesurée  sur  le  cercle  primitif. 

Si  les  dents  sont  en  bois  et  enchâssées  dans  un  anneau  en 
fonte,  percé  de  mortaises,  cet  anneau  a  une  largeur  égale  à 
celle  des  dents,  augmentée  d'une  fois  leur  épaisseur  de  part 
et  d'autre  de^a  mortaise,  et  dans  le  sens  du  rayon  son  épais- 
seur est  celle  des  dents. 
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D'après  ces  règles  pratiques,  qui  ne  s'appliquent  qu'aux 
grenages  qui  ne  soni  pas  exposés  à  des  chocs,  les  dimensi 
des  dents  sont  faciles  à  déterminer  dans  chaque  cas,  ainsi  cjoa 
le  pas  a  ou  l'intervalle  des  dents  consécutives  de  milieia   q 
milieu. 

Lorsque  les  rayons  R  =  Ci  etR'  =  C'/  seront  donnés,  od  à^ 
vra  avoir,  en  appelant  respectivement  m  et  m' les  nombres  de 
dents  des  roues  C  el  C, 


a  =  a7rR 


1  et  m'. 


a  =  ir.W, 


\. 


d'où  l'on 

Mais  comme  ces  nombres  doivent  être  entiers,  ei  qu'il  con- 
vient même,  dans  beaucoup  de  cas,  pour  la  facilité  des  assem- 
blages, qu'ils  soient  divisibles  par  le  nombre  de  bras  de  chaque 
roue,  on  devra  prendre  pour  m  le  nombre  entier  inférieur  el 
à  la  fois  divisible  par  le  nombre  de  bras  de  la  roue  et  par  le 
rapport  de  R  à  R',  el  l'on  déduira  de  la  relation 

une  nouvelle  valeur  du  pas  un  peu  supérieure  à  celle  que  l'on 
avait  d'abord  trouvée,  ce  qui  n'a  pas  d'inconvénients.  On  aura 
ensuite 


a 

pour  le  nombre  de  dents  du  pignon,  qui  sera  ainsi  nécessaire* 
ment  un  nombre  entier,  puisque  le  rapport  ^  est  contenu  un 
nombre  exact  de  fois  dans  m  [  '  ). 


(  ' }  Obsefoiion  sur  le  nombre  de  lùrncs.  —  Il  arrive  souvent  que  loules  l» 
dents  d'uno  roue  ne  présentent  pas  la  mftae  dureté,  que  mâme  ellus  diffèrent 
légèremenl  du  Iracé,  «urtout  quand  elles  sont  neuves  et  qu'elles  n'ont  paa  étl 
rataillees.  Pour  atténuer  lea  inconvénients  de  cm  iraperfeelions,  il  conTiuP 
de  Taire  en  sgrle  que  ohacune  des  dents  de  l'une  tienne  engrener  si 
aTec'loutïs  celles  do  l'autre,  et  pour  cela  de  choisir  des  nombies  m  et  m'  pM^ 
miers  entre  eu»,  oo  qui  e:il  loajoura  possible  quand  un  dispose  de  quelqi 
tude  dans  le  choix  du  rapport  des  vitesses  des  deux  arbres.  (K.) 


É 
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130.  Cames  dis  marteaux.  ~  Les  considérations  que  nous 
avoDs  exposées  sur  les  formes  les  plus  ordinaires  des  engre- 
nages s'appliquent  facilement  aux  divers  cas  particuliers  qui 
peuvent  se  présenter,  et  notamment  aux  cames  destinées  à 
transmettre  des  mouvements  intermittents. 

Ainsi  les  cames,  animées  d'un  mouvement  de  rotation  con- 
tinu (^g.  46))  qui  doivent  communiquer  à  un  levier  Ct  un 

Fig.  46. 


mouvement  de  rotation  alternatif  intermittent,  autour  du  cen- 
ireC,  auront  !a  forme  d'une  épicycioïde  engendrée  par  lerou- 
leoient  du  cercle  de  diamètre  Ct  sur  le  cercle  C(,  corres- 
pi>Ddant  à  la  pièce  animée  du  mouvement  continu,  le  point  /, 
[■artageant  toujours  la  ligne  CC  en  deux  parties  réciproque- 
■neni  proportionnelles  aux  vitesses  angulaires  à  transmettre. 
'^Ite  courbe  agira  sur  un  flanc  recttligne  dirigé  suivant  le 
npn  passant  par  C  et  poussera  à  partir  de  ta  ligne  des  centres. 

131.  Cames  des  pilons.  —  Si  la  came  devait  soulever  un  pi- 
lODou  produire  un  mouvement  rectiligne  {PI.  II,Jig.  7),  le 
diamètre  G'  t  devenant  infini,  la  courbe  de  la  dent  serait  une 
développante  de  cercle.  Connaissant,  dans  ce  cas,  ia  quantité 
dont  la  tige  doit  marcher  pendant  la  durée  du  contact,  et  la 
portion  de  la  circonférence  correspondant  à  ce  contact,  on 
en  déduira  facilemeni  le  rayon  du  cercle  à  développer  pour 
jfroduire  le  mouvement  donné.  Il  faudra  d'ailleurs  donner  à  la 

i5 
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courbe  une  espèce  de  flanc,  pour  livrer  passage  à  la  tige 
servir  en  quelque  sorte  de  creux. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  Texamen  des  cas  par^ 
culiers  qui  peuvent  se  présenter,  et  dont  la  solution  rentre 
toujours  facilement  dans  la  méthode  générale  que  nous  avoi 
exposée. 


* 
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ADDITIONS 

RELATIVES  AUX  VALEURS   DE  DIVERS  MOMENTS  d'iNERTIE  (*). 


Principes  généraux. 

132.  Moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  quelconque,  —  Nommant, 
général ,  tt  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre ,  M  le  volume 
al  d'un  corps,  I  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  quelconque, 
:MK'  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  parallèle  passant  par 

I  centre  de  gravité,  dont  la  distance  au  précédent  sera  représentée 
r  (/,  on  aura,  d'après  un  principe  connu, 

qui  indique  que  le  moment  d'inertie  d'un  corps,  par  rapport  à  un  axe 
eiconque,  est  égala  son  moment  par  rapport  à  un  axe  parallèle  passant 
r  son  centre  de  granité,  augmenté  du  produit  de  son  volume  par  le  carré 
la  distance  entre  les  deux  axes, 

II  résulte  en  particulier  de  ce  principe  que,  si  la  distance  dont  il  s'agit 
i  très-grande,  par  rapport  aux  distances  des  molécules  du  corps  à  l'axe 
ssant  par  son  centre  de  gravité ,  le  mompnt  d'inertie  relatif  à  l'axe 
eiconque  sera  sensiblement  mesuré  par  le  produit  du  volume  M  et  du 
nré  de  la  distance  d  du  centre  de  gravité  à  cet  axe. 

133.  Considérations  relatives  aux  corps  décomposables  en  tranches 
nces  parallèles  et  symétriques,  —  Considérant  un  corps  décomposé  en 
inches  planes  parallèles,  infiniment  minces,  dont  l'une  quelconque  a  o» 


i')  Nous  ne  considérons  dans  ce  qui  suit  que  des  corps  homogènes,  ce  qui 
os  permet  de  prendre  l'élément  de  volume  pour  l'élément  de  masse,  de  sorte 
e,  ^=9™,  809  représentant  l'accélération  de  la  pesanteur  et  II  le  poids  de 

oité  de  volume  ou  la  densité,  on  devra  multiplier  par  —  tous  les  résultats, 

>U<dire  la  valeur  de  la  somme  Imr*,  dans  laquelle  m  serait  l'élément  de 
loue  placé  à  la  distance  r  de  l'axe. 

i5. 
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pour  aire  el  de  pour  épaisseur,  mesurée  sur  une  droite  perpendicula^ 
i  ces  tranches;  soient  p  la  dislance  du  centre  de  gravité  do  cotte  Irancs 
particulière  à  un  aie  de  rolalion  quelconque,  et  i  le  moment  d'inertie 
l'aire  »  par  rapport  à  un  axe  parallèle,  mené  par  ce  centre,  on  at*^  3»," 
d'après  ce  qui  précède,  en  observant  que  urfe  est  son  volume  et  iik  :— 
moment  d'inertie,  par  rapport  ù  la  parallèle  dont  il  s'agit, 


-f-'""^ /'■''- 


quantité  qu'on  obtiendra  par  une  seule  intégration,  entre  les  valeurs  àet 
qui  appartiennent  aiin  limites  du  corps,  quand  w  et  i  seront  connus  en 
Tonction  de  cette  même  distance  c  pour  une  position  quelconque  de  la 
tranche. 

Cette  considération  sera  principalement  applicable  aux  corps  décompo- 
sables  par  des  sections  parallèles  égales  ou  semblables  et  semblablenient 
placées. 

Lorsqu'un  corps  est  engendré  par  un  profil  conslant,  qui  se  meut  per- 
pendiculairement à  une  courbe,  en  même  temps  que  le  centre  de  gravité 
de  l^ire  u  de  ce  profil  décrit  les  éléments  ils  de  cette  courbe,  on  peut 
de  même  décomposer  le  moment  d'inertie  du  volume  intiniracnt  petit  vds, 
compris  entre  deux  proQls  consécutifs  ;  1"  dans  le  moment  d'inertie  p'«ci^ 
relatif  à  l'axe  de  rotation  donné  ;  a"  dans  le  moment  d'inertie  qui  se  rap' 
porte  à  une  parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité  de  w.  Or,  si  la  dis- 
tance  de  ce  centre  au  point  qui  en  est  le  plus  éloigné  demeure  toujanrs 
fort  petite,  par  rapport  à  sa  distance  p  de  l'aie  de  rotation,  et  si  d'ailleurs 
les  longueurs  totales  des  courbes  décrites  par  ce  point  et  par  ce  centre 
sont  très-peu  d iifé rentes ,  on  pourra  négliger  le  dernier  de  ces  moments 
d'inertie  par  rapport  au  premier,  de  sorte  qu'on  aura  simplement 


-/pV,; 


c'est-à-dire  que  le  moment  d'inertie  du  corps  sera  mesuré,  à  très-p^*' 
près,  par  lo  produit  de  l'aire  constante  de  son  proBl  par  le  momen' 
d'inertie  de  sa  direrlrice. 

Ces  considérations  sont  principalement  applicables  aux  verges  droite^    , 
ou  courbes,  prismatiques  ou  cylindriques,  dont  les  profils  constant 
offrent  des  dimensions  très-petites,  par  rapport  à  leur  étendue  et  i  ]aor 
distance  de  l'axe  de  rotation. 

134.  Solides  de  révoltaioii.~  Soient, vie  rayon  et  ttj'  l'aire  d'une  sec- 
lion  quelconque  Taite  dans  une  surface  de  révolution,  perpendiculaire- 
ment ï  son  axe  de  figure;  dx  l'épaisseur  de  la  tranche  infiniment  m 
qui  lui  correspond,  mesurée  sur  l'aie  dont  il  s'agit,  on  ^ura,  en  p 
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cet  axe  pour  axe  de  rotation  et  intégrant  entre  les  limites  qui  corres- 
pondent à  ses  extrémités 

1=  "^^lyUlx, 

et,  si  l'on  prend  pour  axe  de  rotation  une  droite  quelconque  située,  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  rax«  de  figure,  à  une  distance  d  de  cet  axe,  on 
aura,  en  supposant  que  l'abscisse  x  de  la  section  ir/'  soit  mesurée  à 
partir  du  plan  dont  il  s'agit, 


I  =  -  I  f*(/x  -^  iT  I x^y^djc  -f-  M rf' 


quantités  qu'on  obtient  par  de  simples  intégrations,  en  observant  que  y 
est  l'ordonnée  correspondant  à  l'abscisse  x  dans  le  profil  générateur  de 
la  surface  proposée. 

On  se  rappellera  d'ailleurs  qu'on  a  ici ,  pour  calculer  le  volume  M  du 
corps  et  l'abscisse  x^  de  son  centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  figure, 


M  =  7r  j  y^dx,     ^,  =  ^  jxy^dx. 


135.  Corps  pour  lesquels  il  existe  un  axe  de  symétrie,  —  On  arrive  à 
des  résultats  analogues  pour  les  corps  qui  ont  un  axe  de  symétrie  et  dont 
les  sections  perpendiculaires  à  cet  axe  sont  semblables  entre  elles  ;  mais, 
dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution,  il  arrive  de  plus  que  l'axe  de  figure 
et  toute  droite  perpendiculaire  à  cet  axe  en  l'un  quelconque  de  ses  points 
sont  des  axes  principaux  d'inertie,  ayant  pour  moments  respectifs  les 
valeurs  .  '  .  * 

-  jf*dx,      TV  I  y*djc-^n  jx^ydx,  ♦ 

Or  il  résulte  d'un  autre  principe  connu  que,  en  prenant  précisément  le 
<^ntre  de  gravité  pour  le  point  dont  il  s'agit,  il  devient  possible  de  cal- 
<^Ier  le  moment  d'inertie  des  surfaces  de  révolution  par  rapport  à  un  axe 
tttièrement  arbitraire. 

^36.  Observation  relative  aux  axes  et  plans  principaux,  —  En  géné- 
pi tout  plan  qui  divise  un  corps  en  deux  parties  symétriques  est,  comme 
^^  sait,  un  plan  principal,  c'est-à-dire  qu'il  contient  au  moins  deux  des 
'^s  principaux  de  ce  corps;  deux  plans  de  symétrie  pareils  s'entre- 
<^pent  donc  suivant  un  axe  principal,  et  trois  plans  pareils  suivant  trois 
ttes  principaux ,  qui  sont  à  angles  droits ,  lorsque  le  corps  n'a  pas  une 
infinité  d'axes  principaux,  et  contiennent  nécessairement  le  centre  de  gra- 
tté du  corps,  dans  le  cas  de  symétrie  dont  il  s'agit. 


a3o  ^^^côuH^^iSEStÎQDi 

137.  Expression  générale  /la  miment  d'inertie,  par  rapport  à  , 

droite  quekwque  passant  par  l'inlcrsertian  de  trois  axes  principaux. 
Nommant  Â,  B  et  C  les  moments  d'inertie  par  rapport  à  ces  trois  a 
principaux  rectangulaires,  a,  6,  7  les  angles  qu'ils  forment  respeclivem 
avec  une  droite  quelconque  passant  par  leur  intersection  commune, 
aura  {Méainique  de  Poisson,  t.  Il,  p.  56),  en  prenant  celle  drcai^ 
pour  axe  de  rotation, 

I  =Acos'.ï-i-Bcos'e-i-Ccos''/. 

Après  avoir  ainsi  rappelé  les  principales  propositions  à  l'aide  desquelles 
on  peut  simpliQer  la  rechercbe  des  moments  d'inertio  dans  chaque  cas, 
nous  passerons  â  l'exposition  des  résullals  concernant  divers  cwps,  el 
que  nous  nous  contenterons  simplement  d'énoncer,  en  commençant  par 
ceux  qui  concernent  les  lignes  ou  verges  à  sections  constantes  très-pflliles 
et  les  aires  ou  disques  minces. 

Homents  d'inertie  dos  lignes  on  verges  à  section  très-petite. 

138.  Ligne  droite.  —  Nommant  L  la  longueur  de  la  ligne  droite  0» 
courbe  considérée,  et  i  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  quel— 

Pour  le  moment  d'inertie  d'une  droite,  de  longueur  L,  par  rapport    à 
un  axR  passant  par  son  milieu  et  formant  avec  elle  l'angle  a, 

Pour  celui  de  la  même  droite,  par  rapport  à  un  ase  quelconque  par»l  ' 
lèle  au  précédent,  et  qui  est  situé  à  la  distance  d  de  son  centre, 


139.  Arc  de  cercle.  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  arc  de  cercle  *Se 
longueur  .(  et  de  rayon  r,  par  rapport  au  diamètre  passant  par  l'une  rf^ 
ses  extrémités, 

ce  qui  donne  pour  la  circonférence  entière 


Pour  celui  du  même  arc,  par  rapport  à  un  axe  parallèle  au  diamètre 
dont  il  s'agit,  et  qui  est  situé  à  une  dislance  a  en  dessous. 


■K-t). 
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Lorsque  l*axe  se  trouvera  situé  du  côté  de  Tare  s,  par  rapport  au  dia- 
mètre, il  faudra  changer  le  signe  de  a.  Ces  mêmes  formules  conduiront 
d'ailleurs,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  à  Texpression  du 
moment  d'inertie  d'un  arc  de  cercle  quelconque. 

140.  Jrcs  doubles  de  parabole.  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  arc 
de  parabole  ^,  divisé  symétriquement  par  l'axe  et  ayant  la  longueur  h 
pour  corde  ou  double  ordonnée,  et  la  longueur  a  pour'abscisse,  comptée 
du  sommet  de  la  courbe,  ce  moment  étant  pris  : 

1^  Par  rapport  à  Taxe  a^ 


3 


4  X  64  «*  ^  ^  "^  4  «'  64         ' 

2**  Par  rapport  à  une  droite  quelconque,  perpendiculaire  à  a  et  située 
à  la  distance  C  du  sommet  de  la  courbe,  vers  son  intérieur, 

-Z'      -Lf  ^  1      ^^  b'\   ,        (   c       i   b^      a\  (^^j4-_i6flT 

'-V"^3acû«"^32.64c^flV''^      V«"^3i?""3;         64         ' 

expressions  dans  lesquelles 

s  =  iv/^v^TTë^'^  i^  iog^4  J  +  \  v/FTTë^'), 

]e  si^e  log  étant  celui  des  logarithmes  népériens. 
Lorsque  b  sera  plus  petit  que  ^aei  c'^\a^  on  pourra  se  contenter  de 

prendre 

Pour  la  première /  =  job*, 

Pour  la  deuxième i  =  c' j  —  ~  (  —  —  i  )  û% 

b^  .     ^a 


et 


f  =  2û  -H  5—  lOgSx* 

oa  o 


i4i.  Arcs  simples  de  parabole.  —  Prenant  la  moitié  de  ces  mêmes 
valeurs  de  i,  on  aura  les  moments  d'inertie  de  chacun  des  demi-arcs  de 
parabole  limités  au  sommet,  d'où  il  sera  facile  ensuite  de  conclure  le  mo- 
quent d'inertie  d'un  arc  quelconque,  par  rapport  à  l'arc  de  la  courbe  et  à 
l'ordonnée  passant  par  Tune  de  ses  extrémités,  etc.;  ajoutant  enfin  entre 
^iix  les  moments  pris  par  rapport  à  deux  droites,  qui  se  coupent  ainsi  à 
^i^le  droit,  on  aura  le  moment  d'inertie  de  l'arc  proposé,  par  rapport  à 
la  perpendiculaire  à  leur  plan,  passant  par  leur  intersection  commune,  ce 
qui  est  évident. 

Par  exemple ,  dans  le  cas  ci-dessus  d'un  arc  de  parabole  s  symétrique- 
ment divisé  par  l'axe  de  figure,  le  moment  d'inertie  relatif  à  la  perpendi- 
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culaire  au  plan  de  cetl{>  parabole,  ot  passant  à  la  distance  c  de  son  som- 
mel,  wl 

ou  plus  simplemenl 


^ 


"(ï- 


6<|n. 


Les  mêmes  remarques  s'appliquent  également  au  cas  des  lignes  droites, 
des  arcs  de  cercle,  etc.,  et  partant,  si  Ton  prend  ces  différentes  courbée 
pour  les  directrices  d'un  proiil  constant,  qui  cheminerait  le  long  de  ces 
manies  courbes,  en  leur  demeurant  perpendiculaire  en  son  centre  de 
gravité,  puis  que,  supposant  l'aire  du  pro&l  très-petite  par  rapport  aux 
dimensions  des  courbes  et  à  leur  distance  à  l'axe  de  rotation,  on  les  mul- 
tiplie par  les  moments  d'inertie  trouvés  par  les  méthodes  qui  précèdent, 
on  obtiendra  le  moment  même  d'inertie  du  volume  engendré  par  rapport 
à  l'axe  dont  il  s'agit. 

HomentB  d'inertie  des  aires  planes  on  disques  minces. 

Ml.  Cercle.  —  En  nommant,  en  général ,  A  l'aire  considérée  et  (  son 
moment  d'inertie,  on  3' pour  le  moment  d'inertie  d'un  cercle  de  rayon  r, 
par  rapport  à  l'un  quelconque  de  ses  diamètres, 


pour  celui  d'une  couronne  circulaire,  dont  r'  et  r"  sont  le  plus  grand  et 
le  plus  pielit  rayon,  r,  le  rayon  moyen,  l^r'  —  r"  la  largeur,  ce  moment 
étant  pris  également  par  rapport  à  un  diamètre. 


^(-i^)''=K-î^)-^^ 


pour  celui  d'un  quart  de  cercle  de  rayon  r,  par  rapport  à  un  aie  paral- 
lèle à  l'un  de  ses  rayons  extrêmes,  et  qui  en  est  situé  à  la  distance  c, 
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les  signes  supérieurs  appartiennent  au  cas  où  Taxe  est  situé  du  côté  de  la 
concavité  du  quart  de  cercle,  et  les  lignes  inférieures  à  celui  où  il  Test 
du  côté  de  la  convexité. 

143.  ElUpse.  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'une  ellipse  dont  a  Qi  b 
sont  des  demi-axes  principaux,  on  a  : 

1°  Par  rapport  au  diamètre  2  a, 

2"  Par  rapport  au  diamètre  2^, 

b 

3"  Par  rapport  à  un  diamètre  quelconque  formant  l'angle  a  avec  2a, 

I  =  iA(fl*  sin^a  -h  ^^ cos'a). 

144.  Segment  de  parabole,  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  segment 
de  parabole  limité  par  une  corde  de  longueur  b^  perpendiculaire  à  son 
axe  de  symétrie  de  longueur  a,  ce  moment  étant  pris  par  rapport  à  l'axe  a, 

i  =  ^ab'  =  i^kb\ 

145.  Rectangle,  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  rectangle  dont  les 
côtés  sont  a  et  ^,  on  a  : 

i**  Par  rapport  à  l'axe  principal ,  passant  par  son  centre  et  les  milieux 

<Jes  côtés  fl, 

i  =  i^ab^=i^kb''] 

2°  Par  rapport  à  l'axe  perpendiculaire  sur  le  milieu  des  côtés  b, 

^  Par  rapport  à  un  axe  quelconque,  formant  l'angle  a  avec  le  côté  a, 

/  =  -jîjA(fl*sin*a  -h  ^*cos'a). 

146.  Trapèze,  —  Pour  le  moment  d'inertie  d'un  trapèze  ayant  un  axe 
^  symétrie  de  longueur  a^  perpendiculaire  aux  côtés  parallèles.  ^  et  b'  : 

ï'  Par  rapport  à  l'axe  «, 

^  Par  rapport  au  côté  b^ 

^^  /  F      ^  ff\       Art*  /  o.h'  \ 
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Observations  générales. 

147.  Moment  d'inertie  /mlaire.  —  Si  l'on  ajoute  entre  eux  lesmonwfll* 
d'inertie  d'une  même  aire,  relatifs  à  deus  axes  qui  se  coupent  à  angle  droit 
dans  son  plan,  on  obtiendra  le  moment  d'inerlie  de  cette  aire  par  rapport 
à  la  perpendiculaire  élevée  à  ce  plan,  au  point  de  la  rencontre  cDDiniiiu 
des  axes,  moment  que  M.  Persy,  dans  son  Cours  sur  la  stabilité  des  atn- 
slruecions,  nomme  polaire,  attendu  qu'il  sa  rapporte  aussi  à  un  poiil  du 
plan  pris  pour  pùle. 

Multipliant  le  moment  ainsi  obtenu  par  l'épaisseur  du  prisme  droit,  qui 
aurait  pour  base  l'aire  A  considérée,  on  aura  respression  rigoureuwdi 
moment  d'inertie  du  volume  de  ce  prisme. 

148.  Prismes.  -~  En  général,  ai  l'on  multiplie  les  différents  moraenti 
d'inertie,  qui  viennent  d'ô Ire  trouvés,  par  l'épaisseur  du  prisme  ou  disque, 
qui  a  l'aire  proposée  pour  base,  on  obtiendra  le  moment  d'inertie  rnSme 
de  ce  disque,  avec  un  degré  d'approiimation  d'autant  plus  grand  q* 
cette  épaisseur  sera  plus  petite  par  rapport  aux  dimensions  moyennesda 
l'aire  correspondante. 

Dans  le  cas  des  figures  compliquées,  il  faudra  les  partager  en  d'aulr» 
plus  simples,  en  observant  que  les  moments  d'inertie  s'ajoutent  et  se- 
retranchent  comme  les  aires  elles-mêmes.  '' 

Enfm,  si  l'on  combine  les  données  de  cet  article  avec  celles  de  l'artid^ 
qui  précède,  relatif  aux  simples  lignes,  on  obtiendra,  en  vertu  du  pritt* 
cipe  du  n"  133,  les  moments  d'inertie  des  volumes  de  surfaces  engeodréflU 
,par  des  profils  constants,  etc. 

Moments  d'inertie  des  corps  ou  volumes  à  dimensions  qnelconqns* 

149.  Cylindre  à  base  circulaire.  —  Pour  un  cylindre  droit  à  base  cirCf 
laire  dont  r  est  le  rayon  et  a  la  longueur  parallèle  à  l'axe  de  Bgure  -      f 

1°  Par  rapport  à  cet  axe 


3°  Par  rapport  à  une  droite  située  dans  le  plan  de  l'ui 
1b  dislance  d  de  l'axe  de  iigure. 


150.  fanie  ou  anneau  de  rémhition.  —  Pour  une  jante  ou  anneaa  * 
révolution  à  section  rectangulaire  dont  /  est  la  largeur  parallèle  à  l'a^ 
e  l'épaiaseur  dans  le  sens  du  rayon,  enlin  /-,  le  rayon  moyen,  on  a  : 
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I*  Par  rapport  à  cet  axe 

2'  Par  rapport  à  une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  de  Tune 
des  bases,  à  la  distance  d  de  Taxe  de  figure, 

Dans  le  cas  de  e  <|r,,  on  peut  négliger  le  terme  en  e  de  ces  dernières 
expressions,  qui,  sous  cette  forme  simplifiée,  deviennent  en  même  temps 
applicables  à  des  anneaux  dont  la  section  par  Taxe  a  un  profil  quelconque, 
et  dont  la  plus  forte  épaisseur  est  également  moindre  que  le  j  du  rayon 
moyen,  c'est-à-dire  de  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  section 
à  Taxe. 

iSi,  Tronc  de  cône  plein.  —  Pour  un  tronc  de  cône  plein  à  bases  cir- 
culaires dont  r  et  r'  sont  les  rayons,  a  étant  la  hauteur  ou  l'intervalle 
entre  ces  bases,  r^=i\[r-\-  r')  le  rayon  moyen  et  /=  r—  r'  la  diffé- 
rence des  rayons,  on  a  : 

i**  Par  rapport  à  Taxe  de  figure 

r  —  r'  '  \        la  rj/ 

r  —  r  '\       2  rj       8o  rj/     " 

oa approximativement,  quand  /est  <i/', 

M  =  nar],    I  =  IM  ^n- i  ^)  rj; 

2*  Par  rapport  à  une  droite  quelconque,  située  dans  le  plan  de  Tune  des 
^  à  la  distance  d  de  Taxe  de  figure. 


^=^''«($=r7^)-^Vô^«"(i'-" 


-4-rr'-h  2r^)-+- 


d^M 


4 


-ji^ar^ 


Md' 


O'îavec  une  approximation  suffisante  quand  /  est  <^r,, 

A  l'aide  de  ces  formules,  on  trouvera,  par  de  simples  soustractions,  celles 
<I^i  concernent  les  troncs  de  cônes  évidés,  les  anneaux  tronconiques,  etc.; 


/ 
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à  l'égard  de  c«s  dernicra,  on  peut  d'ailleurs  remarquer  que  le  rapport-' 
sera  le  mâinepour  le  cône  intérieur  el  le  cûneeslérieur,  si  ces  cônes  oui 
même  sommet;  ce  qui  simplifie  beaucoup  les  calculs  dans  ce  cas. 

1S2.  Segment  de  paraboloïde  de  révolution.  —  Pour  un  segment  de  para- 

boloïde  de  révolution  compris  entre  le  sommet  et  une  section  circokin 
quelconque,  do  rayon  /',  située  'i  la  distance  a  de  ce  sommet  : 
r  Par  rapport  à  l'axo  de  figure, 


à  une  perpendiculaire  quelconque  à  cet  axe,  élevée  e 
vite  situé  k  la  distance  I  n  du  sommet, 


A  l'aide  de  ces  formules  on  trouvera  facilement  (i35,  136  et  137]  le  mo- 
ment d'inertie  d'un  segment  de  paraboloïdo  compris  entre  deux  sectioos 
quelconques  et  par  rapport  à  un  ase  arbitraire  donné. 

Isa.  Ellipsoïde  cl  spli^re.  —Pour  unellipsoïde  quelconque  dont H,i 
sont  les  trois  axes  principaux,  par  rapport  à  l'axe  a, 


Pour  la  sphère  entière  dont  r 
quflconquo, 


18t.  Pamltélfpipède  rectangle.  —  Pour  un  parallélépipède  reclans'l 
dont  K,  h,  r  sont  des  longueurs  d'arêtes 

I*  Par  rapport  à  un  axe  passant  par  son  centre  et  parallèle  aux  aréleS  < 

a'  Par  rapport  à  UD  ase  panUèle  à  l'aréle  t.  passant  par  le  milieu  4 
l«  l»t«  qui  a  A  i-l  r  pour  câtés, 

3*  Tur  np(Hirt  i,  fart  te  e  elk-ntee, 

lits.  C>jbwfc«x  wt  frttmtt  drtUt  mkmte  f  ftwwyf . — Pour  un  cyli 
W  priuw  dMÎI  i  b«»  |«ifciBt«,  èMi  il  esi  r«m  des  sections  «^ 
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1°  Par  rapport  à  Taxe  a,  qui  contient  tous  les  centres  de  gravité  de  ses 
sections,  et  en  nommant  i  le  moment  d'inertie  polaire  (147)  de  ces  sections, 

I  =  /7; 

a"  Par  rapport  à  un  axe  b  perpendiculaire  au  précédent,  en  son  milieu, 
c'est-à-dire  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  i  représentant  alors 
le  moment  d'ii^ertié  des  sections  constantes  A  du  prisme,  par  rapport  à 
un  axe  parallèle  à  ^,  passant  par  leur  centre  de  gravité, 

iS6.  Prisme  droit  à  base  de  trapèze,  —  Pour  un  prisme  droit  à  bases 
de  trapèze  dont  b,  b'  sont  les  côtés  parallèles,  a  la  hauteur  perpendicu- 
laire à  la  fois  sur  les  milieux  de  ces  côtés,  enfin  c  la  distance  entre  les 


I**  Par  rapport  à  la  droite  qui  contient  les  milieux  des  arêtes  ou  côtés 
h  des  bases, 


1  =  ac 


(^_H6')r^='-h6 


[ 


2  I         24 


-+■>' 


ib-^3b') 


b-^b 


ïï\ 


®  ^    b-hb 


\  b-hb'  "^.4      a'     r 


2**  Par  rapport  à  la  droite  parallèle  à  6  et  perpendiculaire  à  la  précé- 
dente, en  son  milieu. 


3°  Par  rapport  à  l'axe  de  symétrie  du  prisme  perpendiculaire  aux  droites 
précédentes,  en  leur  intersection  commune, 

1S7.  Prisme  droit  à  base  parabolique.  —  Pour  un  prisme  droit  de  hau- 
^rc,  dont  les  bases  sont  des  segments  de  parabole,  limités  par.  une 
<^rde  de  longueur  b,  perpendiculaire  à  Taxe  de  figure  et  distante  de  la 
quantité  û  du  sommet  : 

1°  Par  rapport  à  la  droite  qui  contienl^les  milieux  des  arêtes  ou  cordes 

Hes  bases, 

l=M(^a'-^i^b'),     M  =  iabc; 

2*^  Par  rapport  à  la  droite  perpendiculaire  à  la  précédente,  en  son  mi- 
dans  le  plan  de  la  corde  b, 


l  =  abc(-^a'-^-^c')=U(^a^^ijc'). 
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3"  Par  rapport  à  l'ane  de  symétrie  du  corps  perpendiculaire  aus  deus 
droitea  précédentes, 

158.  Observation  relatiee  au  cas  où  tes  axes  de  rotation  ne  SEraient  fos 
perpendiculaires  à  l'axe  ik  figure.  ~  Ce3  derniers  articles  sont  princi- 

.paiement  relatifs  aux  bras  des  balanciers  et  des  roues,  aux  cdtes  mwt- 
vures  saillantes  qui  servent  à  renforcer  ces  bras,  les  arbres  tournants,  «t. 

Or  il  est  à  remarquer  que  bien  qu'on  ail  supposé  les  axes  de  roUititin 
perpendiculaires  à  l'axe  de  Ggure,  dans  le  plan  même  de  l'une  des  basej, 
néanmoins  rien  ne  sera  plus  facile  que  d'obtenir  par  une  simple  souslrac- 
tion  ou  addition  de  moments  d'inertie  ce  qui  concerne  des  perpenicD- 
laires  situées  à  une  distance  quelconque  de  cette  base. 

Cette  remarque  s'applique  d'ailleurs  à  l'article  qui  suit  ainsi  qu'à  pli 
sieurs  de  ceux  qui  précèdent. 

159.  Prisme  trapézaïde.  —  Pour  le  prisme  trapézoïde  tronqué  Sjoiê' 
triquemenl  aux  deux  bouts,  représenté  en  projection  verticale  et  hori- 
zontale par  les  trapèzes  ABB' A',  CD  D'C  (j%.  47  )  coupés  symétriquement 


par  l'axe  00'  et  dont  les  plans  respectifs  sont  censés  se  confondre  b<k 
ceux  qui  divisent  ce  prisme  même  en  parties  symétriques  ('),  on  aora,  M 
désignant  respectivement  par  6  et  6',  r  et  c' les  arêtes  parallèles  ABelA'?, 
CD  et  CD',  et  nommant  de  plus  a  la  longueur  de  t'axe  de  symétrie  Otfi 
mesurant  l'intervalle  entre  les  deux  foces  parallèles  du  prisme  : 


(')  Cecorpi  p«ul«t 


idéré  romme  une  sorle  de  pjramide  a  bsae  nt-  I 
11  les  ric«s  non  pinllélet  et  opposées,  au  liea  i»  1 
iipenieul  à  des  dituncet  quelconques  de  !■  baEOk  \ 
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i"*  Ptir  rapport  à  rhorizontale  menée  par  le  point  0,  parallèlement  aux 
dtes  C  et  G'  et  perpendiculaire  sur  Taxe  OCy, 

=  {a'(c'b' -h^cb)  -h^a^cb'-h  bc') 
-hj{jac[b'*^^bb"-h3b'b'-+-ib')-hji^ac'(b'-h^b'b'-h^bb''-hàb'*); 

2°  Par  rapport  à  la  verticale  menée  par  le  point  0,  parallèlement  aux 
Jtes  b  et  b'  et  perpendiculaire  sur  Taxe  00', 

=  ifl»(c'^'-h  icb)-^i^a'(cb''h  bc') 

mltat  qui  se  déduit  sur-le-champ  du  précédent,  à  cause  de  la  symétrie. 
On  é  de  même,  pour  calculer  le  volume  du  corps, 

M=>[^(ac-hc')-h6'(ac'-f-c)]. 

160.  Simplification  des  formules  précédentes  pour  les  cas  ordinaires, 
•  Ces  formules,  qui  se  rapportent  spécialement  à  certains  bras  de  roue 
;aiix  manches  des  gros  marteaux,  peuvent  être  simplifiées,  attendu  que, 
ims  le  cas  d'application,  les  différence  b-^b\c  -^c'  sont  ordinaire- 
leDt  d'assez  petites  fractions  des  dimensicSK'moyennes  i  (  ^  +  ^'  ) ,  1  (^  -^  ^)  • 
^osant  en  efifet 

i{^-f-^')  =  6„     b  —  b'^^nbiy    |(c-Hc')  =  c,,     c  —  c'^zmc^^ 

b^b'  c^c' 

n=  1,  j     ,     ,,t       771  =  2.   ^,î 


il  viendra,  pour  les  deux  cas  traités  plus  haut, 

ï"  I  =  ^6iC,<2^(ao— 5/71  — 5/n- a/w/i) 

-hj|i7C,6îfl[20(H-i/l')-H5/7I/l-+-i/7l7l^], 


et 

}IL=zab^c^[\-^-^mn)\ 

î°  I  =^^,Cjû' (20  —  5/71  —  5/ï -h  2/11/2) 

-h  j}Tf6,c;«[20(H-|/7l')-+-  5/7I/l+|/2/w']. 

On  reconnaît  que  /2  et  //i  étant  plus  petits  que  Tunité,  si  c^  est  une  petite 
action  de  a,  la  valeur  des  seconds  termes  des  expressions  de  I  devient 
X)mplétement  négligeable  devant  celle  des  premiers. 

Applications. 

foi.  Marteaux  de  forge,  —  Lorsqu'on  aura  à  calculer  les  moments 
inertie  des  pièces  qui  entrent  dans  la  composition  des  machines,  il  ne 
igira  que  de  rapporter  les  formes  de  chacune  de  leurs  parties  distinctes 
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&  quelqu'une  de  celles  qui  viennent  do  nous  occuper,  ce  qui  se  fera,  m 
en  décomposant  le  corps  proposé  en  divers  êlémentâ,  Eoit  en  y  ajonli 
ou  en  en  retranchant  certaines  parties  dont  les  moments  d'inertie 
faciles  à  calculer,  etc. 
Soit,  par  exemple,  le  marteau  de  forge  B  [fi^-  48) ,  fiïé  à  l'eitréB^ 


du  manche  en  bois  CB,  qui  tourne  sur  les  pivots  coniques  du  collia 
burasse  A;  on  calculera  d'aboFd  le  volume  M  et  le  moment  d'iner(ï| 
des  deux  parties  du  manche,  par  rapport  à  l'axe  A,  au  moyen  des  font 

du  numéro  précédent,  dont  les  résultats  devront  être  multipliés  respl 

tivcmenl  parle  poids  net  la  masse  —  de  l'unité  de  volume  du  bois,  p4 

obtenir  le  poids  et  le  moment  d'inertie  véritables  des  parties  du  maod 
dont  il  s'agit. 

On  calculera  pareillement  les  valeurs  de  M  et  I  relatives  au  coltt 
en  fonte  A  et  aux  deux  c^nes  de  ses  pivots  par  les  formules  des  n™  iSOl 
]!)t,  qui  donnent  ici,  en  nommant  r,,  c,  i  le  rayon  moyen,  l'épaissear^ 
la  largeur  totales  du  collier,  r  le  rayon  commun  des  bases  des  deux  cdMJ 


l' leurs  hauteurs  ou  saillies  sur  ce  collier  : 
Pour  le  collier,  en  négligeant  Îp', 

Tour  les  cùnes  réunis, 


I 


Quant  au  marteau  en  fonte  B,  on  peut  l'assimiler  â  un  p^iJ!éK 
rectangle  dont  h  serait  la  bauteur,  /  la  laideur  et  t' l'épaisseur  réduiiu» 
qu'on  obtiendra  approximativement  par  le  tracé  de  la  figure  ou  tôt 


I 
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place  péme,  en  menant  à  vue,  sur  le  plan  de  sa  téie,  les  parallèles  ab^ 
«/symétriques  par  rapport  à  l'axe  vertical  BB',  et  qui  retranchent  vers 
la  partie  supérieure  un  peu  plus  qu'elles  n'ajoutent  vers  la  partie  infé- 
rieore  du  profil  ;  nommant  d'ailleurs  h'  et  e"  la  hauteur  et  la  largeur  du 
vide,  d  et  d' les  distances  à  Taxe  A  de  son  centre  de  gravité  g  et  de  celui 
G  de  la  partie  pleine  ramenée  à  la  forme  parallélépipédique  ;  posant  enfin 
re'h  =  M',  re'h'^  M',  on  aura,  en  vertu  des  n~  132  et  154, 

=  M'{d'-i-  J^h'-i--^l")  —  W{d"-i-i^h'*-+--fjl"). 

Si  Ton  veut  se  contenter  d'une  simple  approximation,  on  pourra  négliger 
entièrement  les  termes  en  A%  /i'*  et  l'^  de  cette  dernière  formule,  lesquels 
ont  des  valeurs  toujours  fort  petites,  par  rapport  à  d*  et  rf'*;  prendre 
pour  valeur  commune  de  d^  et  d'^  celle  de  d^  qui  est  la  plus  forte  et 
répond  au  milieu  de  la  hauteur  h  du  marteau  ;  enfin  négliger  la  faible 
infligée  des  tourillons  de  la  hurasse,  ce  qui  conduira  à  des  formules  d'un 
calcal  très-facile,  surtout  si  l'on  connaît  a  priori  le  poids  des  diverses 
parties. 

162.  Roues  d^engrenages,  —  Considérant  encore  la  roue  en  fonte  B, 
dont  les  bras  sont  formés  de  croisillons  trapézoïdes  parallèles  et  perpen- 
diculaires à  l'axe  AÂ',  on  supposera,  pour  la  simplicité,  ces  bras  prolon- 
gés, d'une  part;  jusqu'à  cet  axe,  de  l'autre,  jusqu'à  la  circonférence 
moyenne  (150)  de  la  couronne,  et  Ton  négligera,  en  conséquence,  la  por- 
tion da  noyau  comprise  entre  ces  bras,  dont  l'influence  est  d'ailleurs  peu 
sensible;  cela  posé,  nommant 

R  le  rayon  moyen  de  la  couronne,  allant  de  Taxe  au  centre  de  gravité  de 
son  profil  ; 

E  son  épaisseur  réduite  et  /  sa  largeur  ; 

fi  et  B'  les  largeurs  à  la  base  et  au  sommet  des  nervures  dirigées  suivant 
l'axe  AA'; 

^  et  h'  celles  des  nervures  perpendiculaires  (ces  diverse^  dimensions  doi- 
vent être  comptées  de  manière  à  ne  comprendre  qu'une  fois,  dans  le 
calcul,  la  partie  commune  aux  deux  systèmes  de  nervures); 

^  leur  épaisseur  commune  ; 

n=  7200  kilogrammes  le  poids  du  mètre  cube  de  fonte; 

'  le  nonabre  des  bras  ; 

^  =  cR  f J  )  u=z  eYii j ,  W  =  27rRE/  les  volumes  res- 

P^tifs  des  nervures  qui  composent  un  même  bras  et  celui  de  la  cou- 
ronne, 

i6 
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on  aura,  d'après  les  D*^iSO  et  155,  et  en  négligWDit  tes4en!ie8^  con- 
tiennent les  carrés  des  rapports  des  épaisseurs  e  et  E  à  'R,  fpoirr  le  mo- 
ment d'inertie  total  et  approché  de  la  roue, 

Si,  comme  il  arrive  pour  les  volants  des  machines,  R  est  très-grand  par 
rapport  à  b,  b\  tandis  que  B  et  6  surpassent  B'  et  b'  au  plus  de  {,  on 
pourra  prendre,  approximativement  ou  à  -jV  pi*^» 


B-t-fi 


:nr-=i,95,     -,       .,  =Ij9^. 


Enfin  on  négligera  ^*+  ô'*  vis-à-vis  de  1^^,  ce  qui  donnera,  s^  errear 
appréciable, 

I  =  ^(W-t-o,3^^U,)RS 

U,  représentant  le  volume  total  etnU,  le  poids  correspondant  des  bras ^t 
de  leurs  nervures. 

i63.  Considérant,  pour  dernier  exemple,  le  balancier  représenté^.  24* 
p.  143,  dont  les  bras  sont  composés  de  deux  segmgnts  de  parabole, 
égaux  et  symétriques  par  rapport  à  Taxe  de  rotation  D,,  et  qui  sont  ren- 
forcés ,  à  leur  pourtour  et  le  long  de  l'axe  de  figure ,  par  des  côtés  ou 
nervures  saillantes,  désignons  par 

R  la  longueur  commune  des  bras  ou  segments  paraboliques; 

B  leur  corde  commune  passant  par  le  centre  ; 

E  l'épaisseur  de  leurs  parties  planes  ; 

a  Taire  constante  du  profil  des  nervures  paraboliques  extérieures; 

a'  l'aire  du  profil  des  nervures  de  Taxe  horizontal  du  balancier; 

P  le  poids  total  du  balancier  ; 

I  le  moment  d'inertie  totale  de  la  masse  ; 

u^  u\  «',. . .  les  volumes  approximatifs  des  bourrelets  et  nervures  qui  sou- 
tiennent les  tourillons  d'articulation  du  parallélogramme  et  de  labieH^» 
D,  D',  D",. . .  les  distances  respectives  de  ces  tourillons  à  l'axe  de  rotatio^  ' 

II  =  7'2oo  kilogrammes  le  poids  du  mètre  cube  de  fonte; 
S  le  demi-contour  du  profil  extérieur. 

D'après  cela,  on  aura  approximativement,  en  vertu  des  n**i40, 152, 1  ^*' 
et  en  observant  que  B  est  ici  plus  petit  que  jR  et  que  les  dimensions  ^^' 
profils  transversaux  des  nervures  peuvent  être  généralement  négligées  V^ 
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8  de  leurs  distances  à  l'axe  de  rotation  (141), 

=  2n(ûS  -h  a'R -r- |BER  -hu -h  u'-h,,.),    S  =  aR  -+-  g  ^ logS  g, 

)q  remarquera  que  les  longueurs  R,  S  et  B  se  rapportent  au  centre 
gravité  du  profil  des  nervures  extérieures,  et  que  les  aires  a  et  a' 
comportent  pas  les  parties  qui  appartiennent  au  disque  plan  du  bâ- 
cler. D'ailleurs,  si,  au  lieu  d'être  constantes,  comme  cela  se  fait  d*ordi- 
re  pour  la^ simplicité  des  constructions,  ces  aires  allaient  en  augmen- 
i  de  l'extrAnité  des  bras  vers  Taxe  de  rotation ,  suivant  la  forme 
abolique  réclamée  par  la  théorie  des  solides  d'égale  résistance,  le 
cul  du  moment  d'inertie  du  balancier  se  ferait  d'une  manière  tout 
$si  facile  en  considérant  sa  masse  comme  décomposée  en  ses  différents 
ismes  de  vide  ou  de  plein,  ayant  tous  pour  bases  des  segments  parabo- 
ues  de  même  axe  et  de  même  sommet. 


lè:h.-- 


:é 
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TROISIÈME  SECTION. 


CUL  DES  RÉSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  PIÈCES  A  MOUVEMENT 
JNIFORME  ET  SOUMISES  A  DES  ACTIONS  SENSIBLEMENT  INVA- 
ilABLES. 


I.  —  Considérations  préliminaires. 

1.  Décomposition  des  machines  complexes  en  machines 
^ples.  —  En  parlant  de  rétablissement  des  machines  en 
aérai  (44,  Section  I),  nous  avons  donné  une  idée  succincte 
la  manière  dont  on  procède  au  calcul  de  la  force  motrice  qui 
il  vaincre  toutes  les  résistances  réunies  :  on  considère  sé- 
rément  chaque  pièce  distincte  et  mobile  du  système  comme 
e  machine  simple,  soumise  elle-même  à  une  puissance  et 
les  résistances  qui  se  font  équilibre  à  tous  les  instants,  ou 
nt  la  somme  des  travaux  élémentaires  est  constamment 
aie  à  zéro.  La  force  motrice  et  la  résistance  utile  appliquées 
îhacune  d'elles  «n'élant  autre  chose,  en  effet,  que  les  efforts 
réaction  que  cette  pièce  éprouve  de  la  part  de  celle  qui  la 
écède  immédiatement,  du  côté  du  moteur,  ou  de  celle  qui 
suit  immédiatement  du  côté  de  l'opérateur,  on  conçoit 
mment,  à  l'aide  des  règles  ordinaires  de  la  Statique,  on 
ui  parvenir  à  calculer,  de  proche  en  proche,  en  partant  de 
ne  quelconque  des  pièces  extrêmes  de  la  machine,  la  va- 
Jr  des  différentes  forces,  passives  ou  actives,  qui  la  solli- 
ent  à  un  instant  donné,  en  fonction,  soit  de  la  pression 
striée  du  récepteur,  soit  de  la  résistance  utile  de  l'opéra- 
^r;  et,  par  suite,  comment  on  peut  aussi  calculer,  pour 
acune  de  ces  forces,  la  quantité  de  travail,  positive  ou  né- 
live,  qu'elle  livre  à  la  machine  dans  chaque  élément  du 
ïûps,  ou  entre  deux  positions  quelconques  données. 

2.  Objet  spécial  de  cette  Section,  —  Ces  calculs  présentent 
inéralement  de  très-grandes  difficultés,  toutes  les  fois  que 
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les  vitesses  el  les  forces  varient,  en  inlensilé  et  en  direclion^ 
suivant  des  lois  quelconques  dans  les  dii/erses  positions  de: 
pièces  ou  machinés  simples  à  considérer;  al  c'est  ce  qui  ar- 
rive notamment  pour  les  pièces  douées  d'un  mouvemeni 
d'oscillation  plus  ou  moins  compliqué  et  excentrique;  mais 
nous  avons  vu  que,  dans  la  plupart  des  cas  que  présentent  les 
machines,  les  choses  sont  disposées  de  Taron  que  les  vitesies 
virtuelles  ou  géométriques  des  ditrérenis  points  et  celles  des  ^ 
forces  tant  actives  que  passives  demeurent  dans  des  rapports  ' 
sensiblement  invariables,  aussi  bien  que  tes  intensités  propres 
de  CCS  forces  et  leufs  quantités  de  travail  élémentaires  ou 
totales;  ce  qui  permet  alors  d'établir,  entre  ces  forces  el  css 
quantités  de  travail,  des  relations  indépendantes  de  la  position 
du  système,  el  qui  fournissent  sur-le-champ  les  moyens  de 
calculer  les  valeurs  de  celles  qui  sont  inconnues  en  fonction 
de  toutes  les  autres.  Or  ce  sont  principalement  les  machines, 
ou  éléments  de  machines  organises  ainsi  que  nous  nous  pro- 
posons d'examiner  dans  la  présente  Section,  en  renvoyant  à 
la  suivante  pour  tout  ce  qui  concerne  les  cas  où  les  vitesses 
virtuelles  el  effectives,  la  direction  et  l'inlensîté  des  forces, 
seraient  susceptibles  de  varier,  suivant  des  lois  plus  ou  moins 
compliquées. 

3.  Nature  des  machines  simples  qui  seront  considéréet  dans 
cette  Section,  et  hypothèses  d'après  lesquelles  on  les  soumettra 
ou  calcul.  ~-  Les  poUlies,  les  différents  tours  ou  treuils,  ^n 
plan  incliné,  la  vis,  etc.,  qui  constituent  ce  qu'on  nomme  pro- 
prement les  machines  simples,  appartiennent  évidemment  à  lï 
classe  des  organes  dont  nous  avons  ici  à  nous  occuper,  el 
qu'on  pourrait  définir  simplemeni  en  disant  que  le  mouve- 
ment uniforme  y  est  rigoureusement  possible  sous  l'action 
des  forces  considérées.  C'est,  en  effet,  dans  la  suppositioD 
d'un  tel  mouvement,  et  même  dans  celle  du  repos  absolu  ou 
statique,  qu'on  envisage  ordinairement  leur  théorie  dans  les 
traites  de  Mécanique,  en  faisant  loialemenl  abstraction  des 
forces  d'inertie  qui  peuvent  être  appliquées  à  leurs  divers 
éléments  maiéfiels,  et  c'est  aussi  dans  cette  hypothèse  qo^ 
nous  nous  proposons  d'aborf  de  les  soumettre  au  calcfll^^j* 
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il  ne  faudra  paspouc  cela  oublier,  dans  les  applications,  que 
les  forces  d'inevlie,  et  nolamment  les  forces  centrifuges,  peu- 
vent jouer  un  rôle  dans  certains  cas(14i.  Section  I),  en  faisant 
TarJer  les  pressions  et  les  tensions,  d*où  naissent  en  général 
les  résistances  passives  des  machines^ 

l)u  reste,  tout  en  renvoyant,  pour  ce  qui  concerne  lès  effets 
de  l'inertie  et  de  la  variabilité  de  Faction  des  forces,  aux  prin- 
cipes^ qui  seront  exposés^  dans  la  Section  suivante,  nous  fe- 
rons, dès  à  pcésenir  remarquer,  dans  la  vue  de  faciliter  lesap- 
pUcations ,  qiue  ces  effets  sont  absolument  négligeables  dans 
les  cas  suivantes  :  ip  quand  le  mouvement  s'opère  avec  len- 
teur,, aifisi  qu'il   arrive,   par  exemple,  dans  les   machines 
employées  à  soulever  ou  à  traîner  de  très-lourds  fardeaux; 
2*  quand  le  mouvement,  quoique  très-rapide,  n'éprouve  que 
des  variations  insensibles  et  que  les  masses  des  parties  ma- 
térielles sont  distribuées  uniformément  autour  des  axes  de 
rotation,^  ce  qui  est  également  le  cas  d'un  grand  nombre  de 
machines  de  l'industrie;  S''  enOn  quand  les  puissances  et  les 
résistances  actives,  appliquées  à  chaque  pièce  simple  de  la 
machine,  agissent  d'une  manière  sensiblement  constante  ou 
telle  qu'on  puisse,  sans  inconvénient,  rempla<;er  dans  les  cal- 
culs leurs  actions  variables  par  celles  des  forces  (9,  Section  I) 
<im  auraient  pour  intensité  constante  ce  que  nous  avons 
iK>iuné  leur  valeur  maj-enne. 

4.  Idée  générale  de  la  manière  dont  on  procède  au  caleul 
d&  résistances  passives  et  de  leurs  quantités  de  travail,  — 
Ibintenant,  pour  concevoir  comment  peut  s'effectuer,  en  gé- 
Itérai,  le  calcul  des  résistances  passives  ou  nuisibles,  pour  les 
pièces  soumises  ainsi  à  des  actions  constantes  et  à  un  mouve- 
ment uniforme,  on  remarquera  que  toute  la  difûcuUé  est  ré- 
duite à  déterminer,  pour  une  position  assignée  du  système, 
'6s  efforts  de  pression  ou  de  tension  qui  s'exercent  aux 
points  de  contact  des  parties  en  mouvement  et  donnent  nais- 
sance aux  résistances  passives  j  nous  verrons  en  effet,  dans  le 
Chapitre  suivant,  que  les  expériences  ont  appris  à  calculer 
ces  résistances  au  moyen  des  efforts  qui  les  occasionnent.  La 
Hiéihode  générale  consiste,  comme  on  sait,  à  supposer  le  sys- 
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lème  cnlièremenl  libre  et  à  introduire  les  efforts  donl  il  s'agit 
ainsi  que  les  résistances  qui  en  résultent,  comme  des  indé- 
terminées parmi  les  autres  forces  du  système;  mais  cette 
méthode  générale  conduit  souvent  à  des  complications  de 
calculs  très-grandes,  et  elle  peut  alors  être  avantageusement 
remplacée  par  d'autres  plus  directes  dans  chaque  cas  parti- 
culier. 

Par  exemple,  si  l'on  veut  se  borner  à  une  première  approxi- 
mation, on  pourra  calculer  les  effets  dont  il  est  question  dans 
l'hypothèse  où  il  n'y  aurait  aucune  résistance  passive;  cela 
sera  souvent  facile  par  les  règles  ordinaires  de  la  composition 
et  de  la  décomposition  des  forces,  et  en  supposant  qu'on  ait 
préalablement  déterminé  la  valeur  de  la  puissance  P  qui  niel 
en  équilibre  la  résistance  active  Q,  seules  forces  qui,  avec  le 
poids  des  pièces,  sont  censées  agir  sur  la  machine.  On  obtien- 
dra ainsi  une  valeur  approchée,  mais  un  peu  faible,  des  ■ 
efforts  qui  produisent  les  résistances  passives  ei  par  suite  de 
ces  résistances  elles-mêmes;  multipliant  ces  dernières  par 
les  chemins  élémenlaires  que  parcourent  leurs  points  d'ap- 
plication dans  leur  direction  propre,  qui  est  censée  inva- 
riable, aussi  bien  que  leur  intensité;  faisant  ensuite  la  somme 
de  tous  les  produits  semblables,  on  aura  une  première  valeur 
approchée  de  la  quantité  de  travail  absorbée  par  les  résistances 
passives,  dans  l'intervalle  donl  il  s'agit;  ajoutant  enfin  cette 
somme  à  la  quantité  de  travail  que  développe,  dans  le  même 
intervalle  ,  la  résistance  active  Q  qui  est  censée  connue ,  on 
aura  celle  que  doit  dépenser  P.  Quant  à  la  valeur  même  de  P, 
qui  est  censée  constante  en  grandeur  et  en  direction,  on 
l'obtiendra,  soit  en  divisant  le  résultat  trouvé  par  le  chemin 
que  parcourt  son  point  d'application,  dans  l'intervalle  de  temps 
que  l'on  considère  et  dans  la  direction  de  P,  soit,  ce  qui  est 
plus  général,  en  cherchant  directement  la  force  qui  fait  à  la 
fois  équilibre  à  Q  et  aux  diverses  résistances  passives  déjà 
calculées.  Si  celte  première  approximation  apprenait,  d'ail- 
leurs,  que  les  résistances  passives  exercent  une  influence 
assez  grande,  il  serait  à  propos  de  recommencer  les  calculs, 
en  substituant  la  nouvelle  valeur  de  P  à  l'ancienne;  mais, 
comme  les  résistances  passives  sont  en  général  très-faibleSi 
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obtiendra  souvent,  dès  la  première  opération,  une  ap- 
)xiination  suffisante  pour  les  besoins  de  la  pratique. 

5.  Cas  où  l'action  des  forces  est  variable  avec  la  position 
!  système.  —  On  voit,  par  cet  aperçu,  que,  si  la  puissance  et 
5  diverses  résistances,  au  lieu  d'être  constantes  en  direction 
en  intensité,  comme  on  vient  de  le  supposer,  étaient  suscep- 
)les  de  varier  d'une  manière  sensible,  selon  les  positions 
ccessives  du  système ,  on  se  trouverait  obligé  de  calculer 
ur  valeur  et  celle  de  leur  quantité  de  travail  élémen- 
ire,  pour  chacune  de  ces  positions,  aOn  de  pouvoir  en 
duire  ensuite  les  quantités  de  travail  totales  qu'elles  déve- 
ppent  entre  deux  instants  donnés,  ce  qui  réclamerait  le  se- 
urs  du  Calcul  intégral  ou  des  méthodes  d'approximation 
nt  il  a  été  question  au  n®  9  de  la  Section  I,  méthodes  qui 
it  l'avantage  particulier  de  ne  pas  exiger  que  l'on  connaisse 
loi  ou  l'expression  analytique  de  chaque  force  en  fonction 
1  chemin  décrit  par  son  point  d'application.  Mais  on  évite, 
iDS  beaucoup  de  cas,  ces  difficultés,  en  remplaçant  les  résis- 
nces  variables  par  leurs  valeurs  moyennes,  calculées  une 
*is  pour  toutes,  ainsi  que  nous  en  verrons  des  exemples 
)ns  la  Section  suivante,  spécialement  consacrée  à  l'examen 
Bs  systèmes  soumis  à  des  mouvements  et  à  des  actions  va- 
lables. 

Je  pense  que,  d'après  ces  développements,  on  n'éprouvera 
ucune  difficulté  à  saisir  le  but  des  applications  qui  suivent, 
tqa'on  sera  parfaitement  en  état  d'en  mettre  à  profit  les  ré- 
ultats  lorsqu'il  s'agira  de  calculer,  dans  chaque  cas  particu-^ 
ier,  les  quantités  de  travail  utile  transmises  à  l'opérateur  d'une 
machine  par  une  force  motrice  donnée,  ou  celles  qu'il  est 
écessaire  de  dépenser,  sur  son  récepteur,  pour  produire  un 
ffei  utile  déterminé.  Du  reste,  nous  ferons  observer  que  les 
eules  résistances  passives  dont  nous  ayons  ici  à  nous  occu- 
•ersont  les  frottements  de  diverses  espèces,  l'adhérence  et 
i^roideurdes  cordages,  attendu  que  la  résistance  des  milieux 
>euiêtre  négligée  quand  le  fluide  est  Tair  et  que  les  surfaces 
'Ues  vitesses  ne  sont  pas  très-considérables,  ce  qui  est  le  cas 
^^  presque  toutes  les  applications. 
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II.  —  Des  diverses  sortes  de  résistances. 

Da  la  résistance  directe  du  frottement  et  de  l'adhérence  des  carpi 
en  contact. 

6.  Loù  daf rot  Cernent.  —  Lorsqu'on  Tait  glisser  deux  corps 
l'un  sur  l'autre,  Ungentiellementà  leur  surface,  c'est-à-dire 
sans  qu'ils  roulent,  il  se  développe,  en  leurs  différents poinis 
de  contact,  une  résistance  dirigée  dans  le  sens  opposé  au  mou- 
vement relatif  de  ces  points  et  dont  l'intensité  d^end  à  la  toi* 
de  ta  pression  normale  qu'ils  éprouvent,  de  la  nature  eide 
l'état  des  surfaces.  Il  résulte  des  expériences  faîtes  sur  le  frol- 
temenldes  bois,  des  pierres,  des  métaux,  avec  ou  sans  enduit, 
pour  les  surfaces  planes  ainsi  que  pour  les  tourillons,  que  \i 
frottement  est  ; 

1'  Proportionnel  à  la  pression,  dans  un  rapport  constant 
qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des  corps  en  contact  et  de  eelh) 
de  l'enduit  ; 

3"  Indépendant  de  l'étendue  de  la  surface  en  eonlact; 

3"  Indépendant  de  la  vitesse  du  mouvement. 

On  peut  tirer,  de  l'ensemble  des  résultats  obtenus  par  I» 
expérimentateurs('),  une  conséquence  facile  à  graver  dans)* 
mémoire  et  relative  à  presque  toutes  les  applications  ■ 
naires  aux  machines  industrielles:  c'est  que  pour  les  surface» 
planes,  ainsi  que  pour  les  tourillons  en  bois,  en  fer,  en  fonte 
ou  en  bronze,  enduites  d'huile,  de  suif  ou  de  saindoui,  \é 
rapport  du  frottement  à  la  pression  est  sensiblement  le  même 
et  égal  à 

0,07     ou     0,08, 

et  que,  quand  ces  surfaces  sont  simplement  onctueuses,  il 
pour  valeur  moyenne 

o,t5. 


"B  daïi9  VlntroducCiotl  à  la  Mécanique  industriel^  (3'«ill««. 
ia  Eéiiéralesdu  frotlemenl,  dos  reslrktîon»  qu'on  doit  j  ipp*'''* 
isultnls  des  diverses  eipérienc»  fiitea  k  ce  njet.  (IL) 


i 


Eùfin  te^  résultât!»  démontrent  avec  évidente  Totilité  des  ap- 
patèils  destinés  à  renouveler  et  k  répandre  sans  cesse  l'enduit 
sdr  les  surfaces  frottantes;  dans  ces  conditions,  le  rapport  du 
frottement  à  la  pression,  avec  les  mômes  enduits  que  ci-dessus> 
s'abaisse  jusqu'à 

#         o,oS. 

A  l'aida  de  ces  résultats  il  nous  sera  facile,  dans  chaque  cas, 
de  déterminer  Tintensité  des  frottements,  lorsque  nous  con- 
naîtrons la  pression  supportée  par  les  surfaces  en  contact. 

Quant  au  frottement  qui  provient  du  roulement  des  corps  et 
qu'on  nomme  frottement  de  la  seconde  espèce  y  on  sait  qu'il 
est  ordinairement  négligeable  vis-à-vis  du  premier,  et  qu'on 
peut  en  faire  entièrement  abstraction  dans  la  plupart  des  cal- 
culs relatifs  aux  corps  solides  et  durs  qui  entrent  dans  la  com- 
position des  machines;  cependant,  comme  il  peutjouer  unrôle 
essentiel  dans  certaines  circonstances,  nous  allons  relater  le 
petit  nombre  de  données  d'expériences  que  Ton  possède  sur 
ce  sujet. 

Résistance  due  an  ronlement  des  corps. 

1  Notions  et  résultats  d* expériences  sur  le  frottement  de 
roidement.^  SoiiC{Jig.  49)  nn  rouleau  cylindrique  posé  sur 

Fîg.  49. 


a    ^  Il 


"°plan  de  niveau  AB  et  Soumis  à  une  pression  verticale  P,  pro- 
venant tant  du  poids  du  rouleau  que  d'une  force  étrangère 
fl^clconque;  en  vertu  de  cette  pression,  de  la  contexture 
e^  de  la  compressibilité  plus  ou  moins  grande  des  substances 
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Vêd  contact,  le  rouleau  et  le  plan  s'imprimeront,  s'engagero^ 
^'un  dans  l'autre;  et,  si  l'on  suppose  une  puissance  horizontal 
F,  appliquée  latigentiellemeni  h  la  partie  supérieifre  T  def 
circonférence  du  rouleau,  elleauraa  vaincre  la  résistance  op 
posée  par  les  aspérités  ou  saillies  quelconques  situées  en 
I  du  côté  où  s'opère  le  mouvement  de  roulement  sur  le  plan 
[  et  dont  l'effet  consiste  à  repousser  le  rouleau  normalemenl 
la  surface  de  contact  «6,  c'est-â-diro  suivant  des  directioà 
passant  par  le  centre  C.  La  rotation  instantanée  du  cylindiî 
tendant  d'ailleurs  à  se  faire  autour  du  point  de  contact  a ,  a 
conçoit  comment  l'équilibre  s'établit  à  chaque  inslant,  enli 
la  force  F  et  les  différentes  forces  de  répulsion  dont  il  s'agi 
en  ayant  égard  à  leurs  bras  de  levier  respectifs,  par  rapport 
ce  point.  ' 

'  On  possède  très-peu  d'expériences  sur  la  résistance  dl 
corps  au  roulement  ;  elles  sont  principalement  dues  à  Coulonti 
qui  les  a  faites  incidentellement  à  l'occasion  de  ses  belles 
cherches  sur  la  roideur  des  cordes,  dont  les  résultats  seroj 
rapportés  plus  loin.  Ayant  fait  mouvoir,  sur  une  surface  piai 
en  chêne,  des  rouleaux  de  bois  de  gaïac  de  2  et  de  6  poui 
de  diamètre ,  sous  des  pressions  de 
conduit  à  admettre  que  la  valeur  de  la  puissance  F  était  sens 
blement  proportionnelle  à  la  pression  P  et  inverse  du  diamàfl 
des  rouleaux;  de  sorie  qu'on  a  a 

F  =  A^,  \ 

D  étant  ce  diamètre  et  A  un  coefficient  constant  qui  ne  vaf 
qu'avec  la  nature  des  substances  eu  contact  (  '  ]. 

Quant  à  !a  valeur  de  cette  constante,  Coulomb  l'a  trouv» 
égale  à 

o,o36  pour  le  rouleau  de  bois  de  gaiac, 
0,06   pour  le  rouleau  de  bois  d'orme, 

(')  néorie  Jm /rotltmm  Je  toalemrui.  d'aprcilrscjipitîcKcts  de DupaiM 
La  th^rie  du  roulomcnl  reproduile  dans  le  CMte  >  élé  donnée  par  l'»"** 
d>Dt  rMlUon  do  tG3i.  PlusUrd,  en  1S37,  Dupuîl  fut  coadnit  (£ji<uf  e(e* 
rifH*!  SHr  Iniritgr  rfrl  voitures)  »  modiSer  en  partie  la  loi  indiquée  par  « 
lonb.  Ndui  croyant  deTsir  reproduire  ici  In  pHncïpes  <f  ' 


m 
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les  pressions  P  étant  exprimées  en  livres  et  le  diamètre  en 
pouces.  Si  donc  P  est  mesuré  en  kilogrammes  et  D  en  mètres, 
on  aura,  pour  le  rouleau  de  bois  de  gaîac, 

pkg 

F  =  0,00097  -^  ] 


pour  le  rouleau  de  bois  d'orme, 

F  =  0,00162 


D 


pkg 


Ces  valeurs  n'assignent  à  F  des  valeurs  un  peu  fortes  que 
lorsque  le  diamètre  du  rouleau  est  lui-même  très-petit.  Sup- 
posant, par  exemple,  D  =  o",o2,  dans  la  dernière,  elle  don- 
nera F  =  0,081  P,  qui  serait  le  cinquième  environ  du  frotte- 
ment direct  du  bois  d*orme  glissant  à  sec  sur  du  chêne;  on 
voit  par  là  que,  dans  certains  cas,  il  est  nécessaire  de  tenir 
compte  du  frottement  de  roulement. 

8.  Manière  dont  on  doit  mesurer  la  résistance  absolue  du 
frottement  de  roulement.  —  On  remarquera  que  les  formules 
ci-dessus  ne  donnent  pas,  en  elles-mêmes,  la  valeur  absolue 
de  ce  frottement,  mais  seulement  la  valeur  relative  au  bras 


Fig.  5o. 


pliqaer  aux  diverses  questions  traitées  dans  la  suite  de  ce  Cours  les  résultats 

des  expériences,  tels  qu'ils  ont  été  interprétés  ^r  Dupuit. 

D'après  cet  observateur,  le  frottement  de  rou- 
lement consiste  généralement  en  ce  que,  lors- 
qu'un corps  roule  sur  un  autre,  les  composantes 
normales  des  réactions  de  ce  dernier  ont  une 
résultante  qui  passe  à  une  petite  distance  ^  en 
avant  de  la  normale  au  point  de  contact  supposé 
géométrique,  du  côté  du  mouvement.  Si  donc, 
sur  un  cylindre  de  rayon  r\fig.  5o),  pouvant 
rouler  sur  un  plan  horizontal  MN,  passe  un  fil 
sollicité  à  chaque  extrémité  verticale  par  un 
eflFortjQ,  pour  que  le  roulement  une  fois  com- 
mencé se  maintienne,  il  faudra  ajouter  du  côté 
de   grandeur  telle  que  l'on  ait  ${Ç^-\'q)-=z  qr 


^u  mouvement  un 


effort 


Q-+-y      r 

I^'après  les  expériences  de  Dupuit,  quand  les  substances  en  contact  restent 
*  nièmes,  ^  varie  proportionnellement  à  la  racine  carrée  du  rayon,  tandis  que 
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^ 


^^^H.  de  levier  de  la  puissance  F,  par  rapport  au  contacta  du  rou- 
^^^V  leau  et  du  pUn  AB,  bras  d«  levier  qui  peut  être  quelconque] 
^^^^  si  l'on  suppose  que  celle  puissance  agisse  langeoUellemeaii 
f  la  circonférence  d'un  cjlindre  concentrique  ou  connaxiquit 

L  3u  proposé,  et  ayani  lui-même  un  diamètre  quelconque,  % 

1  résistance  agit  réellemeni  au  point  a,  en  sens  contraire  Ai 

I  chemin  décrit  par  ce  point,  le  long  de  AB,  de  sorle  que,  q| 

I  vitesse  virtuelle  n'étant  que  la  moitié  de  celle  de  F,  son  it» 

[  tensité  doit  aussi  être  censée  le  double  de  ce  que  donnent  let 

1  formules  dont  il  s'agit. 

Pour  mettre  ces  circonstances  dans  tout  leur  jour,  il  sufgl 
d'observer  que  la  puissance  F  (Jîg-  5i),  appliquée  langentieî-, 
lement  à  la  circonférence  du  rouleau,  décrit  un  cheniiD  qiil| 
se  compose  à  la  fois  de  celui  Tf,  ^  noi,  qui  a  été  parcouraj 
par  les  points  de  contact  T  et  a,  et  de  l'arc  TT—aa',  gai  | 
s'est  en  quelque  sorte  déroulé  en  ces  points,  arc  égal  au  che- 
min dont  il  s'agit;  cela  paraîtra  complètement  évident  d'ail- . 
leurs,  si  l'on  suppose  que  F  agisse  par  l'intermédiaire  d'un  Ql  j 
très-délié,  enroulé  sur  le  cylindre  de  F  vers  T',  Or  il  enrc*| 
suite  que,  si  l'on  nomme  /  la  valeur  absolue  de  l'effort  lait-l 
gentiel,  quel  qu'il  soit,  qui  s'exerce  en  a  pour  s'opposeritt' 


d'après  Coulomb  i  reeterait  constant  quel  que  f<U  le  rayon,  ce  nui  m  pUiR 
pas  posilblc  apriorl,  puiaqu^o'  doil  toujours  ttre  plus  petit  que  ;-. 
Voici  quelques  cbiCTres  résultant  des  oipériences  Ae  Dupuil: 

itoia  roula  Ql  sur  bois S  =  o,aoii  </r, 

Fer  roulant  sur  bois  humide ...  S  —  o,ooio  ifr. 

Fer  roulant  snr  fer .,  .  .  .    .  .  J  =  0,0007  v''"' 

Roues  sur  ahaïusâes  empiercées S  =  a,a3     ifr. 

Le»  eipcrienecs  de  M.  Morin  ne  confirment  pas  ces  résultats,  etWndonl^ 
démoatrar  quo  la  loi  de  Coulomb  cal  plua  approrbès  de  la  véritd,  dans  In  c*^ 
ordinaires  de  la  pratique;  d'après  M.  Morin,  S  devrait  en  outre  ougouolû^ 
quand  la  longueur  de  contact  géométrique  diminue. 

On  admet  généralement  que,  lorsque  le  cylindre  est  aollicitc  en  même  IcpfiM 
par  des  forces  «erticales  doni  la  résuluote  passe  par  l'aie,  et  par  des  k 
ho  ri  ion  In  les,  la  rësullante.  qui  est  alors  oblique,  passe  aussi  par  le  polol  t^ 
situé  k  In  dislance  lî  en  avant  de  A,  J  njani  la  même  taleur  qae  dsini  le     " 
examiné  plus  baui,  (K.) 


AFmQD&S  jàUX  MAfiBmS.  1tS5 

iDoaveaieAt  de  u»nelation  du  rouleau,  de  4'^lément  de  cbemin 
queilécrit  unif6r«iément  son  point  d'application,  dans  ie  sens 


deAB,  sa  quanlité  de  travail  élémentaire  étant  mesurée  ;par 
/rfe,  celle  de  F  lèvera  par  F^nde^  de  sorte  qu'on  aura  (i5) 

P 

fdez=:i2.Yde    ou    fzzzT.lP^mK-j:' 

Telle  est  donc  k  valeur  absolue  qu'on  doit  attribuer  à  la  ré- 
«isUnoe,  ^abstraction  faite  du  point  auquel  est  appKt|aée  la 
poisfiance  F^  qui  doit  la  vaincre  dans  rfaypotbèse  du  mouve- 
iBeoi  uniferme.  Si  F,  par  exemple,  agit  tangentiellement  au 
point  T,  on  aura 

■ 

;  sidle  agit  tangentiellement  à  une  circonférence  concentriq'Ue 
i  celle  du  rouleau  et  de  diamètre  d^  on  aura,  en  observan-t 

<]tte son  chemin  élén^entaire  est  à  celui  de/  dans  le  rapport 
<lerf+D  à*, 

^leur  qiiî  devient,  quand  e?  =  o  ou  que  la  puissance  ^git 
<lïrectement  entl, 

2AP 


F  = 


t) 


=/. 


ce  qui  est  évident  a  priori. 

£nfin  si  F,  au  lieu  d'agir  tangentiellement  à  un  certain 
cercle  concentrique  au  rouleau,  en  des  points  variables  de  la 
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circonférence  de  ce  cercle,  était  constamment  appliquée  en 
un  même  point,  dans  une  direction  d'ailleurs  arbitraire,  soa 
expression  serait  très-diffé renie  de  celle  que  nous  venons  de 
lui  assigner,  et  uniquement  relative  au  rapport  de  sa  vitesse 
virtuelle  à  celle  de  /  ou  du  point  a. 

Quant  au  cas  où  !e  rouleau  aurait  une  forme  cylindrique 
distincte  de  la  forme  circulaire,  il  est  évident  que  la  résistance 
absolue  au  roulement  serait  encore  exprimée  par  la  formule 


/=,A 


1) 


L 


pourvu  qu'on  prit  pour  P  la  pression  normale  résultant  de 
loutes  les  forces  appliquées  à  ce  cylindre,  dans  la  posltiOR 
qu'on  lui  attribue  à  un  certain  instant,  et  que  D  fût  pris  épi 
au  diamètre  du  cercle  osculaieur  relatif  au  point  de  contact 
correspondant  à  cette  même  position.  On  trouverait  évidem- 
ment, d'une  manière  analogue,  l'expression  du  frottement  de 
roulement  dans  le  cas  des  surfaces  convexes  de  forme  conti* 
nue  quelconque;  mais  nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  c( 
considérations  purement  théoriques,  et  qui  seraient  sans  uU* 
lité  réelle  dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances  expérimea* 
laies. 

9.  Usage  du  roulement  pour  faciliter  le  transport  desfain 
deaux.  —  M.  Régnier,  ancien  conservateur  du  Dépôt  centra 
de  l'Artillerie,  a  fait,  avec  son  dynamomètre  ('),  une  expS 
rience  sur  l'emploi  des  rouleaux  circulaires  pour  traîner  di 
charges  sur  un  pavé  horizontal.  Ayant  d'abord  fait  glisser  d 
rectement  sur  ce  pavé  une  caisse  en  bois  chargée  d'un  poi( 
de  240  kilogrammes,  il  a  trouvé  que  l'efforl  à  exercer,  dans  I 
sens  du  chemin  décrit,  était  de  i4o  kilogrammes.  Ayant  ensui 
placé  cette  même  caisse  sur  des  rouleaux  de  o'",o8ôde  lU^ 
mètre,  il  a  trouvé  que,  sous  la  même  charge,  l'effort  à  exerc* 
n'était  plus  que  de  aS  kilogrammes,  ou  environ  ^seulemMitii 
précédent;  mais  comme  il  y  avait  à  la  fois  roulement  sur 


caisse  et  sur  le  pavé,  on  nen  peat  rien  roDdoi^  refativenest 
à  la  valeur  qui  doit  ilre  auribuêe  sèfiarême&t  à  chacuM  des 
résistances  qui  naissent  de  ce  roulement. 

Ces  expériences  servent  donc  uniqnemeni  à  promer  !« 
avantages  que  peut  offrir  remploi  des  rooleiaux  dans  le>  coxh 
structions  publiques,  avantages  qui  doivent  se  reproduire 
quand  on  substitue  des  sphères,  par  exemple  des  boulets  de 
fonte,  aux  rouleaux,  comme  on  Ta  fait  lors  du  transport  à 
Saint-Pétersbourg  de  l'énorme  rocher  de  granit  qui  sert  de 
piédestal  à  la  statue  de  Pierre  le  Grand  (*}.  On  sait  que.  pour 
effectuer  ce  transport,  on  fut  obligé  de  construire,  sous  les 
galets,  des  chemins  à  ornières  en  fonte,  établis  sur  des  nus- 
sifs  de  maçonnerie,  et  de  revêtir  d*ornières  parallèles  le  des- 
sous des  brancards  du  traîneau  qui  supportait  le  rocher;  mais« 
comme  ces  moyens  n'auraient  pas  suffi  en  eux-mêmes  pour 
rendre  le  transport  possible  à  l'aide  du  tirage   direct  des 
hommes  et  des  animaux,  on  se  servit,  pour  augmenter  leur 
action,  d'un  certain  nombre  de  cabestans  amarrés  à  des  pieux 
fichés  en  terre  de  distance  en  distance,  cabestans  dont  nous 
donnerons  un  peu  plus  loin  la  théorie,  d'après  Coulomb,  en 
ayant  égard  au  frottement  et  à  la  roideur  des  cordes. 

tO.  Observations  sur  la  manière  d'évaluer  la  résistance  de 
ce  transport.  —  Lorsqu'un  fardeau  est  ainsi  transporté  sur 
des  rouleaux,  il  parcourt  nécessairement  un  chemin  double 
de  celui  que  décrit  leur  centre,  et  c'est  ce  qui  oblige  de  re* 
porter  fréquemment  les  rouleaux  de  l'arrière  à  l'avant  du  trat- 
neau  qui  supporte  la  charge.  Cette  opération  occasionne  une 
certaine  perte  de  temps  et  de  travail,  qui  n'a  pas  lieu  dans  le 
transport  par  voiture,  où  la  puissance  est  immédiatement  appli- 
quée à  Taxe  ou  essieu  de  chaque  roue;  mais  alors  cette  perte 
est  remplacée  par  celle  qui  provient  du  frottement  des  essieux, 
ei  que  nous  eosei^erons  bientôt  à  calculer.  Quant  à  la  manière 
<l'évalQer  la  résistance  totale,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 
eile  se  coûclat  Immédiatement  des  observations  qui   pré- 
cèdent. 


-^^:  de  iâiir,  par  Rondelet  :  Tramjmrt  de$  fardeoMX. 
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II  esl clair,  en  effet,  que,  si  un  corps  P  [Jig.  Sa)  estsopponé  ^ 
!ur  un  ou  deux  rouleaux  par  une  face  plane  et  horizontale  D^ 


Fîff,  5a. 


la  force   F  qu'il  esl  nécessaire  d'appliquer  dans  le  sens  (3^ 
cette  face,  pour  vaincre  à  la  fois  sa  résistance  au  roulemei 
ei  celle  du  plan  horizontal  inférieur  AB,  devra  être  exprimée'] 


t(/+/')  = 


U 


.b(a  +  a-i  =  f. 


/'  étant  la  valeur  absolue  de  la  résistance  tangenlielle  qui  se 

développe  en  T  et  T', 
A'  le  coefficient  relatif  aux  substances   en   contact  en  ces 

points. 

Pour  s'en  convaincre  directement,  il  suffit  d'obser\"er  que, 
e  étant  l'élément  du  chemin  décrit,  dans  un  certain  insianl, 
par  les  centres  des  rouleaux,  on  devra  nécessairement  avoir, 
dans  la  supposition  du  mouvement  uniforme, 

attendu  que  l'arc  développé  en  T  est  simplement  égal  à  celuf 
qui  l'est  en  a,  tandis  que  le  chemin  décrit  simultanément  par 
le  point  d'application  de  F  est  le  double  de  cet  arc.  Supposant, 
par  exemple,  que,  dans  l'expérience  citée  de  M.  Régnier(9). 
les  rouleaux  fussent  de  bois  d'orme  et  la  caisse  de  chêne,  on 
aurait,  d'après  Coulomb  (7), 

A'=  0,00162; 
d'ailleurs 

P  =  34ok',     D=:o",o36,     F  =  a5'"; 
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gubsliluant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  ci- 
dessus,  on  en  déduira 

A  =  0,00738, 

valeur  cinq  fois  plus  forte  que  belle  de  A'  ;  ce  qui  n'a  rien 
d'élODDant,  puisque  A  se  rapporte  à  la  resisunce  d'un  pavé 
qui  pouvait  contenir  des  inégalités  ou  obstacles  considérables. 

Da  la  roidenr  des  cordes  et  dn  courroies. 

11.  Notions  et  formule*  sur  la  résistance  provenant  de  la 
raideur  lies  cordes.  —  Lorsqu'une  corde  PABQ  [Jig.  53)  est 


•^veloppée  sur  un  rouleay  ou  sur  une  poulie  mobile  autour  de 
'"te  Cet  qu'elle  se  tPOUTe  tendue,  à  l'une  de  ses  extrémités, 
PST  un  poids  Q,  que  doit  mettre  en  équilibre  ou  faire  mouvoir 
"le  puissance  P  agissant  à  l'autre,  on  observe  que  la  partie 
^.  du  côté  de  la  résistance,  sollicitée  par  la  roideur, 
^écarte  de  la  direction  propre  de  l'effort  Q,  de  sorte  que  le 
"i^s  de  levier  de  cet  effort  est  augmenté.  La  partie  AP  de  la 
^"^cdequi  répond  à  la  puissance  P  parait,  au  coatraire,  con- 
^'*ver  une  direction  qui  se  confond  avec  celle  de  cette  puis- 
ante, attendu  que  le  ressort  de  la  corde  tend  plutôt  à  favo- 
.      '■  '7- 


r 
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riser  le  déroulemenl  qu'à  l'empêcher,  el  il  en  résulte  que 
l'enroulemenl  en  B  produit  seul  l'excès  de  résistance  qu'a  à 
vaincre  la  puissance  P. 

S'il  n'y  avait  pas  de  roideur,  le  poids  P  serait  égal  à  Q;  mais, 
à  cause  de  la  roideur,  P  doit  être  augmenté  d'une  certaine 
quantité,  que  Coulomb,  d'après  le  résultai  de  ses  expériences, 
a  trouvée  être  sensiblement  indépendante  de  la  vitesse  du 
mouvement,  et  dont,  pour  les  cordes  ordinaires,  il  représente  . 
la  valeur  par  la  formule  suivante  : 

dans  laquelle  </  et  D  sont  les  diamètres  respectifs  de  la  cordfc- 
et  de  la  poulie,  exprimés  en  mètres;  Q  la  tension  de  la  parti 
de  cette  corde  qui  subit  l'enroulement  ep  B,  tension  qui  e^^, 
censée  donnée  en  kilogrammes;  a  un  poids  constant  qui  ^sa 
rapporte  à  la  roideur  naturelle  de  la  corde,  et  qui  provient  (S  v 
degré  plus  ou  moins  grand  de  tension  ou  de  torsion  des  (Sis 
simples  dont  elle  se  compose  (');  h  un  nombre  égalemem 
constant  et  uniquement  relatif  à  l'augmentation  de  roideur   . 
due  a  ia  tension  étrangère  Q;  enfin  \i.  un  autre  nombre  qui 
varie  essentiellement  avec  l'élat  de  la  corde. 

Pour  les  cordes  blanches  ordinaires,  p  se  trouve  compris 
entre  i  et  2,  selon  le  degré  plus  ou  moins  grand  d'user  ou  de 
flexibilité  naturelle:  on  a  /j.  —  2  pour  les  grosses  cordes 
neuves,  fi^i,  5  =  1  pour  les  cordes  plus  qu'à  demi  usées, 
enfin  |H  =  i   pour  les  ficelles  très-petites  et  très-flexibles. 

Pour  les  cordes  goudronnées,  il  est  plus  exact  de  rempla- 
cer d'-  par  le  nombre  n  des  fils  de  caret  dont  elles  se  com- 
posent; la  formule  devient  ainsi  simplement 


K=-|.(<.  +  4Q)»S 


(')  Les  cordes  se  composent  de  trois  lorc 
enlrelueées  et  tartines;  les  torons  sont  toiméi 
ou  brinï  qu'au  Domme^lii  de  cartl. 
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et  la  résistance  ne  vaMe  plus  sensiblement  avec  le  degré  d'user 
des  cordes. 

12.  Résultat  des  expériences  de  Coulomb.  —  Les  résultats 
des  expériences  que  Coulomb  a  faites  pour  déterminer  les 
valeurs  des  quantités  d^a  ou  na,  d^h  ou  n6,  dont  la  première 
exprime  la  roideur  constante  d'une  corde  d'espèce  et  de  dia- 
mètre donnés,  et  la  seconde  sa  roideur  par  kilogramme  de  la 
charge  ou  tension  Q,  se  trouvent  consignés  dans  le  tableau 
ci-après,  que  nous  empruntons  à  Navier,  Architecture  A7- 
draulique  de  Bélidor,  nouvelle  édition,  page  178,  Note  (66'). 

Tableau  des  poids  nécessaires  pour  plier  différentes  cordes 
autour  d'un  arbre  de  i  mètre  de  diamètre  ('). 


\ 

1 

ROIDEUR 

DIAMÈTRE 

POIDS 

ROIDEUR 

par 

\                 LNDICATION   DES  CORDES. 

des  cordes 

des  cordes 

constante 

kilogramme 

==d. 

par  mètre 

=  d^a. 

de  charge 

• 

de  longueur. 

=  d^b. 

Cordes  blanches  de  3o  fils  de  caret. 

m 

0,0200 

k 
0,2834 

k 
0,222460 

k 
0,0097382 

Cordes  blanches  de  i5  fils  de  caret. 

o,oi44 

o,i448 

o,o635i4 

o,oo55i82 

Cordes  blanches  de  6  fils  de  caret. 

o,oo88 

0,0522 

0,010604 

o,ooa38o4 

Cordes  goudronnées  de  3o  fils 

0,0236 

0,3326 

0,349600 

0,01255x4 

Cordes  goudronnées  de  1 5  fils 

o,oi68 

o,i632 

0,106928 

0,0060592 

Cordes  goudronnées  de  6  fils 

0,0096 

0.0693 

0,212080 

0,0020968 

Nota.  '-  Pour  les  cordes  blanches  mouillées,  de  0™,  oa  et  au-dessus,  il  faut 
prendre  pour  dV'a  le  double  des  nombres  portés  au  tableau.  La  valeur  de  dv-a 
iiugmente  un  peu  aussi  pour  les  cordes  goudronnées,  quand  la  température  est 
au-dessous  de  zéro;  enfin  elle  est  un  peu  moindre  pour  les  cordes  qui  vien- 
nent d'être  récemment  pliées  sur  une  poulie,  ce  qui  prouve  qu'il  faut  un 
certain  temps  pour  que  la  roideur  atteigne  sa  limite  et  que,  si  les  cordes  pas- 
sent sur  des  poulies  consécutives,  leur  résistance  est  au-dessous  de  celle  que 
leur  assigne  le  tableau  ci-dessus.  On  diminue  d'ailleurs  beaucoup  la  roideur 
ues  cordages  en  les  imprégnant  d'un  corps  gras  ou  en  les  frottant  avec  du 
savon. 


(  )  Les  cordes  employées  par  Coulomb  étaient  neuves,  composées  de  3  to- 

^^^  dont  les  fils,  par  suite  de  la  torsion,  avaient  été  réduits  dans  la  fabrication 

^ers  de  leur  longueur  primitive;  les  expériences  ont  donné,  pour  ces  cordes. 


H 


conu  DB  atuniQiiz 

13.  Manière  d'appliquer  ces  résultais  au  calcul  de  la  roi^ 
(leur  des  cordes.  —  Lorsqu'il  s'agii  d'évaluer  la  roideur  d'une 
corde  donnée  au  mojen  du  tableau,  on  y  choisit  une  cgrde  j 
qui,  par  sa  constitution  el  sa  grosseur,  s'éloigne  le  moins  pos-Ti 
sible  de  celle-là  ;  on  substitue  les  valeurs  de  d''a,  d*b  qui  lui 

coprespondeni,  dans  la  formule  -^  {d'^a  -+■  d^bQ),  en  y  rem-*  ' 
plaçant  D  et  Q  par  les  valeurs  qui  conviennent  au  cas  acluel; 
ce  qui  revient,  comme  on  voit,  à  calculer  la  roideur  de  là 
corde  du  tableau,  supposée  enroulée  sur  le  m^me  tambour,  J 
ei  sollicitée  par  le  même  poids  Q.  * 

Cela  posé,  d'  élanl  le  diamètre  de  la  corde  à  calcule^.^ 
-TT-laH-èQ)  sera  sa  roideur,  puisque  a,  A,  Q  ei  D  ont  lea^ 

mêmes  valeurs  que  ci-dessus;  donc  il  suffira  de  multipliai 
le  résultat  obtenu  pour  la  corde  du  tableau  par  le  rappo^^ 

-T-  =  (  -T-  )  )   en  prenant  pour  ^  un  nombre  relatif  au  deg^cr 

d'user  de  la  corde  ('),  conformément  h  ce  qui  a  été  presc^rt 
ci-dessus.  il 

Pour  les  cordes  goudronnées,  il  faudra  multiplier  le  mêEng! 
résultat  par  le  rapport  —  du  nombre  des  fils  de  caret  des  de  ui 
cordes, 

14.  De  la  force  absolue  el  du  poids  des  cordages  {').  —  JLÛa^ 
de  ne  rien  omettre  d'essentiel  de  ce  qui  concerne  les  cordes,; 


\ 

rdea  presque  hors  d'état  de  servir,  C0««^ 
1  adoptés  ci-desaus  sont  un  peu  plui  îolW' 


Ii^j,-j5  majennemeati  pour  das  cordes  ; 

lomb  a  trouié /i  ^  1  ,jo.  Les  nombres  ado| 

ce  qui  tend  à  augmenter  l'estimation  de  la  roideur  et  n'a  aucun  iocooTéni'M: 

pour  l'aaage  qu'il  s'agit  d'en  Taire  dans  la  pratique  (-voir  la  Tliéorie  des  Bi**l 

cbineBsimples  de  Coulomb,  Mémoires  des  Savants  itrangers,  I.X). 

(')  n'aprés  la  Nota  qui  précède,  i!  faudrait,  pour  une  plus  grande  eiDCliti«<l* 
multipli»  le  résultat  obtenu  par  le  rapport -j-^1  inaiSiCûmme  l'eiposanl  »»7' 
didïre  trés-peu  des  limites  i  et  r,ïo  adojilées  pour  les  cordes  d'une  cort»»"^ 
(p-osseur,  on  peut,   sans  iDconTénient,  supposer  avec  IVaiier,  l'eiposan* 
rf'  égal  à  IL.         ,  ^^ 

(')  Consulter,  ï  ce  su]et,V Inlroducnon  à  la  Mécanique  industrielle  (3'  é^9 
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nous  ajouterons,  d'après  Coulomb,  qu'on  ne  doit  jamais  les 
charger  au  delà  de  4o ^kilogrammes  par  fil  de  caret,  quoique, 
en  général,  elles  puissent  soutenir,  sans  se  rompre,  de  5o  à 
60  kilogrammes.  Les  cordes  mouillées  perdent  près  du  7  de 
leur  force,  et  la  résistance,  à  diamètre  égal,  n'est  pour  les 
cordes  goudronnées  guère  que  les  7  ou  les  7  de  celle  des 
cordes  blanches* 

D'après  les  expériences  de  Duhamel,  la  résistance  des  cordes 
blanches  à  la  rupture  serait  proportionnelle  au  carré  du  dia- 
isètre;  mais  elle  augmente  dans  un  rapport  un  peu  plus  grand 
que  leur  poids  sous  l'unité  de  longueur  et  que  le  nombre  des 
fils  de  caret  dont  elles  se  composent  :  d  étant  le  diamètre 
d'une  telle  corde  exprimé  en  centimètres,  on  pourra,  d'après 
Navier  {voir  l'Ouvrage  cité,  page  182,  Note  6c),  représenter 
la  force  nécessaire  pour  la  rompre  par  ^00  d}  kilogrammes; 
cette  valeur  peut  d'ailleurs  différer,  en  plus  ou  en  moins,  de 
7  de  la  véritable,  selon  la  qualité  du  chanvre  et  les  circon- 
stances de  la  fabrication. 

Ces  différents  résultats  ne  s'appliquent  d'ailleurs  qu'aux 
cordages  fabriqués  d'après  l'ancienne  méthode;  ceux  qui  le 
sont  d'après  les  procédés  de  fabrication  introduits  par  M.  Hu- 
bert, à  l'arsenal  de  la  Marine  de  Rochefort,  outre  qu'ils  ont  plus 
de  souplesse,  offrent  encore  un  surcroît  de  résistance  qui 
augmente  proportionnellement  au  nombre  des  fils  de  caret. 

Il  est  quelquefois  utile  de  connaître  le  poids  des  cordages 
dont  le  diamètre  est  donné;  on  le  trouvera  d'après  cette  règle, 
qui  nous  a  été  communiquée  par  le  célèbre  ingénieur  dont  il 
vient  d'être  parlé  :  Prenez  le  7  du  carré  de  la  circonférence 
du  cordage  exprimé  en  pouces  :  le  résultat  sera,  en  livres,  le 
poids  d'une  brasse  de  S  pieds  de  longueur  de  ce  cordage. 
Nommant  c  le  nombre  des  centimètres  contenus  dans  cette 
^circonférence,  le  poids  du  mètre  courant  du  cordage  sera 
ainsi  exprimé  par  la  formule 

0 ,  00826  c'  kilogrammes. 

^5.  De  laroideurdes  lanières  et  courroies, —  Nousavons  vu, 
^^^s  la  Section  II,  qu'au  lieu  decoMes  on  se  servait  souvent, 
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dans  les  machiaes,  de  courroies  et  lanières  en  cuir  de  Hon- 
grie, larges  el  d'une  peliie  épaisseur,  qu'on  renforce  quelque- 
fois sur  les  bords  extérieurs.  Comme  ces  courroies  oni  ordinai- 
rement une  nexibililé  très-grande,  leur  roideur  donne  lieu 
à  une  résistance  assez  faible  et  qu'on  pourrait,  à  la  rigueur, 
négliger  ^ans  les  calculs.  Néanmoins,  si  l'on  veut  en  tenir 
compte,  on  pourra,  en  attendant  des  expériences  spéciales  a 
ce  sujet,  supposer  que  leur  résistance  est  sensiblement  la 
même  que  celle  d'un  assemblage  de  petites  cordes  superpo- 
sées et  ayant  un  diamètre  égal  à  leur  épaisseur  aux  divers 
points  ;  c'esl-à-dire  qu'on  se  servira  encore,  pour  évaluer  cette 
résistance,  de  la  formule  du  n"  11  ci-dessus;  il  faudra  multiplier 
ensuite  ie  résultat  par  un  coefficient  numérique  représentant 
le  nombre  des  cordelles  qui  sont  censées  entrer  dans  la  com- 
position de  la  courroie  (  '  ];  on  choisira  d'ailleurs,  pour  l'expo- 
sant fA  qui  entre  dans  cette  formule,  des  valeurs  en  rapport 


(')  Ralentissement  dans  les  transmissions  par  canrroi'el.  — Lu  Iranamission  d« 
vitesses  par  poulies  «t  courroies  oe  peul  jamais  se  faire  rigoureusement  dans 
le  nipporl  iorerse  des  rayons  des  poulies;  il  sa  produit  toujours  un  raleutii- 
semeot  pour  l'arbre  mepé,  raleotissemeii  t  qui,  dans  beaucoup  de  circonstances, 
peul  Bvoir  une  laleur  relaliie  assez  considérable  pour  qu'il  soit  nécessaire  d'y 
avoir  égard  dans  le  calcul  des  diamètres  des  poulies. 

Considérons  une  poulie  A  transmettant  le  moutenient,  ii  l'aide  d'une  cour- 
roie, à  uue  poulie  B  montée  sur  un  arbre  parallèle  à  celui  de  la  poulie  A; 
soient  R  et  u  le  rayon  et  la  cîlesse  angulaire  de  la  poulie  A,  R'  et  u'  le  rayon 
et  la  vitesse  angulaire  de  la  poulie  B;  supposons  de  plus  qu'une  force  F  Bf^isse 
langenticllement  à  la  poulie  B,  en  sens  contraire  du  mouvement. 

Si  te  mouvement  uniforme  est  clablî,  le  brin  conduisant  de  la  courroie  se 
trouve  à  une  tension  T,  le  brin  mené  â  une  tension  T',  et  la  dilTérence  de  ces  - 
tensions  T  —  T'  est  égale  à  F.  Or  la  courroie,  étant  composée  d'une  matière  élas- 
tique, ne  pent  pas  passer  d'une  tension  à  une  autre  sans  changer  de  longueur, 
en  sorte  que,  si  nous  prenons  deui  points  quelconques  sur  la  courroie  en  mou- 
vement, la  distance  de  ces  deui  points  variera  avec  la  tension  à  laquelle  est 
soumise  la  portion  considérée.  Quelle  que  soit  la  loi  de  la  variation  de  la  ten- 
sion de  la  courroie  en  ses  dilTérenU  points,  il  est  évident  que  son  mouvement 


a  tous  les  caractères  d  un  mouvement  permanent,  et  que  par  suite  la  quantité 
de  matière  qui  passe  aux  différents  points  dans  le  même  temps  est  la  mémej  il 
faut  pour  cela  que  la  longueur  naturelle  de  courroie  qui  passe  au»  différents .  ( 
points  dans  le  même  temps  soit  constante,  en  entendant  par  longueur  naiarell* 
d'une  portion  de  courroie  soumiae  li  une  certaine  tension  la  longueur  qu'ells 
aurait  ai  celte  tension  était  nulle.  Si  donc  V  oat  la  longueur  de  coarroie  k  la 
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avec  le  degré  plus  ou  moins  grand  de  flexibilité  qu'on  sup- 
pose à  la  courroie^  d'après  la  durée  de  son  emploi  et  la  nature 
du  cuir  qui  la  compose. 

Des  expériences  qui  ont  été  faites  à  Anzin>  puis  répétées  à 
Metz,  prouvent  que,  lorsque  les  courroies,  convenablement 
tendues,  servent  à  communiquer  le  mouvement  à  des  tam- 
bours différents,  la  vitesse  est  transmise  d'un  axe  à  un  autre 
sans  une  perte  appréciable;  et  il  en  est  ainsi  probablement 
encore  des  cordes  sans  fin  employées  au  même  usage.  Cette 
circonstance  tient  au  frottement  qui  s'exerce  aux  différents 
points  de  contact  avec  les  tambours,  et  dont  l'intensité,  crois- 
sant très-rapidement  avec  la  tension  et  l'arc  embrassé,  em- 
pêche la  courroie  de  glisser  sous  la  différence  des  efforts  qui 
la  sollicitent  à  ses  extrémités.  Comme  cette  propriété  est 
une  qualité  précieuse  dans  beaucoup  de  cas,  nous  allons  ici 
en  rappeler  la  théorie. 


tension  T' qui  s'enroule  dans  un  temps  $  sur  la  poulie  B,  il  se  déroulera  de  cette 
poulie,  pendant  le  même  temps,  une  longueur  /  de  courroie  k  la  tension  T,  qui 
sera  telle  que  sa  longueur  naturelle  soit  la  même  que  celle  qui  correspond  à 
la  portion  enroulée  l\  11  est  clair,  d'après  cela,  que,  contrairement  à  ce  que 
l'on  admet  ordinairement,  la  longueur  géométrique  de  courroie  qui  s'enroule 
snr  la  poulie  dans  le  temps  d  est  plus  faible  que  la  longueur  géométrique  qui 
te  déroule  dans  le  même  temps,  et  que,  par  suite,  il  se  produit  forcement  sur 
la  poulie  B  un  glissement  dans  le  sens  du  mouvement. 

On  reconnaîtra  de  même  que  la  longueur  de  courroie  enroulée  dans  le 
temps  0  par  la  poulie  A  est  plus  grande  que  la  longueur  géométrique  qui  se 
déroule  dans  le  même  temps,  et  que,  par  suite,  il  se  produit  un  glissement 
<^e  la  courroie  en  sens  inverse  du  mouvement. 

On  démontre  facilement  que,  sur  chacune  des  deux  poulies,  il  y  a  contact 
^Qs  glissement  suivantles  génératrices  sur  lesquelles  commence  l'enroulcmnnt, 
en  sorte  que  les  longueurs  de  courroies  enroulées  dans  un  temps  0  par  les 
poulies  À  et  B  sont  R(u0  k  la  tension  T  et  R'  (à'$  k  la  tension  T'. 

Si  noas  exprimons  l'égalité  des  longueurs  naturelles  qui  correspondent  à  ces 
leurs,  nous  aurons,  en  représentant  par  a  rallongement  de  l'unité  de 
leur  de  courroie  sous  l'unité  de  tension, 

,,  ,  i-t-af""n-«T'* 

<»  ou  l'on  tire 

û/  __  i-haV  R_ 

«  —  i-t-«T  R'* 
Le  rapport  des  vitesses  est  donc  égal  au  rapport  inverse  des  rayoni,  multiplli; 
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Frottement  des  cordes  et  courroies  autour  des  cyttndres  1 

16.  Relation  générale  entre  la  puissance  et  la  resté 
Soit  P  une  puissance  sollicitant  la  résistame  Q  par  V 
diaire  de  la  corde  ou  courroie  MAN  (fig.  54)  enrouh 

Fig.  54. 


cylindre  immobile  dont  C  est  le  centre;  il  est  évi^ 
Tinstant  où  P  commencera  à  vaincre  Q,  en  faisant  { 
corde  sur  le  cylindre,  son  intensité  devra  être  égal 
de  Q,  augmentée  du  frottement  développé  le  long 
MÂNy  par  les  pressions  normales  résultant  des  tens 
ont  lieu  aux  différents  points  de  la  corde. 

Nommant  r  le  rayon  du  cylindre,  t  la  tension  d'un 
quelconque  ab=ds  de  la  corde,  t'^tA-dt  la  tension 
ment  suivant  bc  du  côté  de  P,  a  Tangle  en  b  formé  ex 
ment  au  cylindre  par  ces  éléments  ou  tensions,  /  le  C( 


par  un  coefficient  qui  ne  peut  devenir  égal  à  l'unité  que  quand  le 
sions  sont  égales,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  il  n'y  a  aucun  travail  à  tra 
se  produit  donc  toujours  un  ralentissement,  contre  lequel  le  moyen 
ment  employé,  c'est-à-dire  l'augmentation  de  la  tension  initiale,  esl 
insuffisant  plus  nuisible  qu'utile,  en  ce  sens  qu'il  augmente  les  rési 
sives  de  la  transmission.  On  peut  déterminer  les  limites  de  ce  co 
ralentissement  dans  les  conditions  ordinaires  d'installation:  on  trov 
compris  entre  i  et  0,98;  la  perte  de  vitesse  peut  donc,  dans  certains  1 
à  pK^s  de  2  tours  pour  100;  cet  effet  n'a  ordinairement  rien  de  bien  (k 
un  seul  renvoi;  mais,  dans  les  usines,  on  est  fort  souvent  obligé  de 
un  grand  nombre  de  transmissions  intermédiaires,  et  l'on  obtient  al 
férences  très-notables  entre  les  vitesses  réelles  et  les  vitesses  sur  lei 
comptait.  (^Note  sur  les  transmissions  de  mouvement  à  l'aide  de  coi 
M.  Kretz,  AnnaUs  des  Mimes^  t.  I,  6*  série;  i$6a.)  ^K.  ) 


iu  froUement  relatif  aux  substances  en  contact;  Taccroisse- 
aent  de  tension  dt  sera  éyldemment  égal  au  frottement  qui 
>* exerce  sur  rélément  a6,  en  vertu  de  ]a  pression  normale 
i^u'il  supporte,  pression  qui  n'est  autre  chose  que  la  compo- 
sante t'sincc  de  t\  perpendiculaire  à  la  direction  de  ce  même 
élément,  et  qu'on  peut  considérer  comme  égale  simplement  à 

ta, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  Mes  ordres  supérieurs  au 
^mier. 

Hais  l'angle  oc,  formé  par  les  éléments  consécutifs  ab  et  bc 
de  la  courbe,  étant  lui-même  égal  à  l'angle  des  normales  ou 
rayons  correspondants  du  c^^iindre,  lesquels  embrassent  entre 
eux  un  arc  mesuré  par  ds,  oA  a  ds  =  ar,  et  partant 

j^      A         ftds  dt      fds 

dt  =  fta  = ou     —  = 

•^  r  t  r 

Intégrant  cette  dernière  équation  depuis  le  point  N,  pour  \e- 
quel  1=0  et  /==Q,  jusqu'au  point  M,  pour  lequel  5=arcMAN=5 
et(=.P,  il  viendra 

logP-logQ  =  log~=r/i  (>), 


C)  Nommant  0  Tare  qui,  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est  Tunité, 
n€siire  Tangle  embrassé  par  les  normales  extrêmes  de  l'arc  Sf  on  aura 

'Mon  qui  devient  applicable  à  un  cylindre  ou  à  une  courbe  NAM  quelconque, 
0tot  toujours  l'arc  qui  mesure  l'angle  compris  entre  les  normales  des  points 
wtrèmes  N  et  M  de  cette  courbe. 

Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  a,  dans  les  mêmes  hypo- 
^^8,  les  relations 

<>ODtla  dernière  s'intégre  immédiatement,  quelle  que  soit  la  manière  dont  varient 
^  6t  le  njon  de  oourbure  en  chaque,  point.  On  voit  donc  que  le  frottement  des 
^^des  sar  les  eyliiidres  dépend  bien  moins  de  la  forme  et  de  l'étendue  de 
^fc  embrassé  que  de  l'ouverture  de  l'angle  compris  entre  les  normales  des 
«ïtoémités  de  cet  arc. 


que  l'on  peul  mettre 


P 


DE   HtCAIflOtm 

S  celle  aulre  I 
logaritb 

Qe-,     /.P  =  /.Q  + 6,4342945 


hjperboliqu| 


la  caraciérislique  /  désignani  les  logarithmes  des  Tables  op 
naires. 

Si  P,  au  lieu  d'enlratne%Q,  élail  sur  le  point  d'en  être 
iratnéi  on  aurait  évidemment 

fi 


P  =  Qe     '=-^'     /.P  =  /. 0-0,4342945 
e  ' 

Les  valeurs  de/se  trouveront  dans  les  tableaux  des 
cienls  de  frottement;  pour  les  cordes  de  chanvre,  on  peut.e 
attendant  des  expériences  plus  étendues  à  ce  sujet,  supposer 
seulement  égal  à  o,33  quand  ces  cordes  sont  usées  et  que  li 
cylindres  sont  eux-mêmes  polis  par  le  frottement  ('). 

17.  Usage  du  frottement  des  cordes  dans  les  arts  et  appli 
cation  particulière.  —  On  utilise  souvenl,  dans  les  arts,  C 
frottement  des  cordes  dans  la  vue  de  diminuer  l'eirorl  néce»* 


isions  d'une  courroie  sur  une  poulie  en  mouvement.  —  Si  M^ 
poulie  menée  (^g,  J5  ),  il  s'enroule,  en  cliaque  élément  di 
(Nota  du   a"  15)   une  longueur  l'  de  a 

'■  s  In  tension  T',  il  s'en  déroule  une  autrt 

lansion  T,   /  et  V  correspondant  à  uoa 
longueur  primllire.  En  négligeant  l'InQueDC* 
l'inertie  de  la  courroie,  les  tensloi 
renlspointsdu  parcours,  il uD  instant 


Elis! 

sorlH  que  li 
Si  c  désigna  lu  tension  e 


ts  que  ai,  la  courroie  tout  enH 
ctniit  supposée  primitivement  à  tu  tension 
ou  avait  augmenté  proijreaaivemenl  la  tent 
du  brin  menant  depuis  U  valeur  T'  jutqu'k 
râleur  T,  la  poulie  restant  immobile,  car,  lo 
que  les  poulies  sont  en  mouvement,  il  ii'j  a 
^menl  K,  à  moins  qu'il  n'y  ait  glissement  total) 
ni  resta  toujours  égale  à  T'. 
I  paiul  quelconque  M,  et  ^  l'angle  formé 
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aire  pour  soutenir  un  fardeau   ou  pour  mettre  en  équi- 
Lbre  une  résistance  quelconque  très-grande.  Par  exemple, 
orsque  les  tonneliers  veulent  descendre  une  pièce  de  vin 
lans  une  cave>  le  long  d'un  escalier  rapide,  ils  la  posent  sur 
an  petit  traîneau  ou  sur  deuK  pièces  de  bois,  formant  un  plan 
incliné,  dont  la  résistance  retarde  déjà  le  mouvement  jusqu'à 
un  certain  point;  mais,  comme  cela  ne  suffirait  pas  pour  qu'un 
ou  deux  hommes   pussent,  sans  risque,  soutenir  la  pièce 
contre  Faction  de  la  gravité,  ils  enroulent  les  deux  bouts  du 
cordage  autour  de  deux  pièces  de  bois  c^^lindriques  inclinées 
et  appuyées,  par  le  bas,  sur  le  sol  de  la  rue,  et,  vers  le  haut, 
contre  le  mur  de  la  porte  de  cave;  la  résistance  produite  par 
l'enroulement  diminue  Considérablement  Tefifort  qu'ils  au- 
raient à  exercer  en  agissant  directement  sur  les  cordages  qui 
soutiennent  la  pièce. 

Supposons  que  la  tension  de  ces  cordages,  qu'il  sera  facile 
de  calculer  au  moyen  de  la  théorie  du  plan  incliné  qui  sera 
exposée  un  peu  plus  loin,  soit  de  5oo  kilogrammes;  que  le 
rayon  des  cylindres  soit  de  o",o8;  qu'enfin  la  corde  fasse  trois 
révolutions  autour'de  ces  cylindres;  on  aura  ici,  en  supposant 
la  corde  usée  et  les  cylindres  polis  par  le  frottement, 

,    QirrSoo^S     r^o^joS*, 

fs  fs 

^—  =  6,220,    /=  0,33,     0,43429—  =:  2,78832, 


'lyon  passant  par  ce  point  M  avec  le  rayon  passant  par  le  point  A  de  tangence 
del'élément  qui  se  déroule  à  la  tension  T,  on  a  la  relation  T  s  tef^,  qui  donne 
la  loi  de  variation  des  tensions.  Si  yS^  est  la  valeur  de  jS,  pour  laquelle  t  devient 
^  à  V,  il  y  a  glissement  total  de  la  courroie  dans  le  cas  où  ^^  est  plus  grand 
<tQerangle  embrassé  a;  si  ^^  est  plus  petit  que  a,  il  existe  un  point  N  tel,  que 
^i^  portion  de  courroie  comprise  entre  N  et  B  conserve  sa  tension  première  T'» 
elque  la  tension  varie  entre  N  et  A,  de  T'  à  T,  d'après  la  loi  T  =  tef^, 

Si  nous  considérons  la  poulie  menante,  la  répartition  des  tensions  est  la 
même  que  si,  la  courroie  étant  d'abord  à  la  tension  T,  on  aurait  diminué  pro- 
SfesBivement  la  tension  du  brin  mené  depuis  la  valeur  T  jusqu'à  la  valeur  T'; 
bitension  augmentera  donc,  d'après  la  loi  indiquée,  de  T'  à  T,  depuis  le  point 
<i8 déroulement  à  la  tension  T'  jusqu'en  un  certain  point  N,,  et  conservera  la 
^ïleur  T  depuis  ce  point  jusqu'au  point  d'enroulement  du  brin  menant. 
[Comptes  rendtis  de  V  Académie  des  Sciences  y  3  mars  1873.)  (K.) 


I 
4 


ei  enfin 


«ODB9  CB  MtCUfIQVB 

/.P  =  /.Q-o, 43429^     el     P=o",8i4o5 


pour  l'eirorl  à  exercer  sur  chacw^des  deux  cordages  de  re- 
Iraite. 

C'est  que,  à  l'aide  du  rrottement  des  cordes  sur  les  rouleaui, 
un  seul  homme  peut  faire  descendre  un  canon  de  a4,  sus- 
pendu à  une  chèvre,  sans  exercer  un  très-grand  cITort,  et  c'esl 
encore  ainsi  que,  dans  la  marine,  on  modère  le  mouvemM 
des  vaisseaux  qu'il  s'agit  de  lancer  à  la  mer,  en  les  plaçant  sur 
des  clianiiers  ou  pièces  de  bois  inclinées  sous  un  certain  aogle 
à  l'iiorizon  el  les  relenanl  par  des  cordages  enroulés  sur  des 
cylindres  fixes. 


III.    —    ApPLICiTIONS    AUX    HACDIKES    SIHPLES. 

Frottement  d'un  corps  sur  un  plan  incliné, 

18.  Cas  où  la  puissance  est  inclinée  d'une  manière  quel- 
conque. —  Soit  Q  {Jig.  56]  le  poids  d'un  corps  posé  suroB 
plan  AB  incliné  à  l'horizon,  suivant  un  angle  ABC  — «;  on 
suppose  ce  corps  sollicité,  de  bas  en  haut,  par  une  puis- 
sance P  formant,  avec  la  direction  du  plan  AB,  l'angle  ^,  ei 


Fis-  se. 


qui  est  comprise  dans  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  l'ho- 
rizontale B  du  premier.  La  pression  normale  résultant  de  P 


et  de  Q  sur 

tement 


Im 


àpfuqués  aux  Hacboh». 


271 


seara  ici  Q  cosaT-P  sin^,  donnant  lien  au  frot- 
/(Qcosa  — Psin(J). 


Quant  aux  composantes  des  forces  suivant  le  plan,  elles  seront 
Qsiûa  et  P  cos|3;  o^n  aura  donc,'  pour  calculer  la  force  P,  qui 
serait  sur  le  point  de  faire  monter  le  corps  le  long  de  ÂB, 


d»où 


Pcosp  — Qsina=:/(Qcosa  — PsinP), 


p sina-h/cosa^ 


:■! 


1^1 


cosj3  -+-/sinp 


£q  ehangiÉiil  le  signe  de /dans  cette  expression,  on  aura 
évidemment  ï^ffort  nécessaire  seulement  pour  empêcher  le 
corps  d'être  entraîné  par  son  propre  poids;  et,  pour  que  cet 
.  effort  soit  nul,  il  faudra  évidemment  qu'on  ait 

« 

slui— /cosa=:o     ou    langa=:/, 


'A 


c'esi-à-dire^^pè  le  plaoJUB  devra  faire  avec  rhoriz.on\un 

^  aagle,  nommé  angle  duj^tement,  dont  la  tangente  trigKno- 

oiétriqae  soit  égale  au  coefScient/;  l'observation  directe  de 

l^gle  SOU9  lequel  un  corps  est  sur  le  point  de  glisser  le  long 

tm  plan  ipbnnersilt  donc  la  valeur  du  rapport  du  frottement 

^iJa  pression;  mais  il  faut  remarquer  que  cette  valeur  est  pres- 

IffsCioujours  supérieure  à  celle  qui  a  lieu  pendant  le  moave- 

fflint  même  du  corps.  ^v 

19.  Cas  particuliers.  --  Quand  P  est  parallèle  à  ÂB  (fig.S^  ), 

Fig.  57. 


^  =  0;  quand  P  agit  au-dessous  du  plan,  ^  est  négatif;  enfin, 


F— ^" 

a,3 
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quand  P  est  ho 

riz 

ODtal,  P  =  —  « 

de  sorle  qu'on  a 

P  = 

Q 

sin«+/cosa 
cosa— /sina 

lanK«+/ 
".-/lang^' 

valeur  qui  devient  infinie  lorsque  lang  ix=:^;  ce  qui  indique 

que,  quelle  que  soit  la  grandeur  qu'on  attribue  à  P,  elle  ne 
saurait  alors  faire  remonter  le  corps  le  long  du  plan  AB.  La 
même  circonstance  se  reproduit  d'ailleurs  dans  le  cas  général, 

pour  une  valeur  de  (3,  telle  que  tang[3  ^  —  -t.- 

Quant  à  la  mesure  de  la  pression  normale  supportée  par  le 
pian  incliné  dans  le  cas  où  P  est  horizontal,  elle  sera  évidem- 
ment donnée  par  la  formule 

,-       -                 n    .             „  /                  .       sîn  a  -)-  fco<ix\ 
N'^Qcosa  +  P  sina  =  Q    cosa  +  5in« ■  -',.  . — 

Q 

COSct— /sîno: 

20.  Angle  le  plus  avantageux  du  tirage.  —  En  diiféren:" 
tiant  l'expression  générale  de  P  far  rapport  à  [3  et  égalant  H 
résultat  a  zéro,  on  trouve  que  le  minimum  de  l'effort  néce» 
saire  pour  faire  monter  Q  le  long  du  plan  AB  a  lieu  quan< 
tangj3  ^/,  cette  force  agissant  d'ailleurs  au-dessus  du  plan  .VI 
et  de  bas  en  haut,  comme  l'exprime  la_^g.  56;  mais  il  n'4 
faut  pas  conclure,  pour  cela,  que  la  valeur  du  travail  i]i 
développera  alors  cette  puissance  soit  elle-même  un  ml 
nimum  par  rapport  à  celle  du  travail  utile  que  suppose  l'élé 
vation  du  poids  Q.  En  effet ,  le  rapport  de  ces  quantités  d 
travail  est  évidemment  i 

Pcos(3_    I  -4-/cota 
Qsina"  i  -h/tangp' 

quantité  qui  décroît  indéfiniment  à  mesure  que  tang|3aLi| 
menie. 

Pour  compléter  cette  discussion,  qui  est  entièrement  app 
cable  au  frottement  de  la  vis,  dont  il  sera  question  plus  101*4 
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on  remarquera  que,  lorsque  l'angle  d'inclinaison  a  du  plan  est 
plus  petit  que  l'angle  du  frottement,  ou  que  tanga<;/,  non- 
seulement  il  n'est  plus  nécessaire  d'appliquer  au  corps  une 
force  pour  l'empêcher  de  descendre  sur  ce  plan,  mais  encore 
qu'il  en  faut  une  pour  l'y  contraindre.  Par  exemple,  dans  le 
cas  de  la  Jig,  67,  et  en  supposant  une  force  horizontale  P'  ti- 
rant de  0  vers  P',  à  Toppi^é  de  P,  ij  faudrait,  pour  faire  des- 
cendre le  corps,  que  Ton  eût      ^ 

p;_Q.AosQ:-sînag_      /— tangg  ^ 
cosa  -K/sina  i  -h/tanga' 

valeur  qu'on  obtient  en  changeant  le  signe  de /et  posant 
ii  =  i8o  —  a  dans  réqus^tion  ci-dessus  (19). 

Frottement  du  coin. 

21.  Notions  préliminaires .  —  On  peut,  en  général,  nommer 
corn  tout  corps  solide  posé  entre  deux  ou  plusieurs  autres  et 
,  sollicité  par  des  forces  quelconques,  qui  sont  mises  en  équi- 
libre par  les  efforts  de  réaction  que  le  corps  éprouve  de  la 
pan  de  ceux-ci,  normalement  à  sa  surface  de  contact  avec 
eux.  Remplaçant,  en  effet,  cette  surface  par  lé  plan  tangent 
correspondant,  ce  plan  et  tous  ses  semblables  formeront,  par 
leur  rencontre  mutuelle,  un  angle  solide  ou  espèce  de  coin  , 
qu'on  .pourra  substituer  à  la  considération  du  premier  corps, 
eiquise  trouvera  placé  absolument  dans  les  mêmes  circon- 
Stances,  quant  aux  effets  physiques.  Dans  ce  qui  suit,  nous 
ïious  bornerons  à  exposer  la  théorie  du  coin  ordinaire,  tel 
qu'on  le  définit  dans  les  éléments  de  Statique,  en  faisant  ob- 
server que  cette  théorie  s'applique,  d'une  manière  analogue, 
3UX  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

Soii  donc  ABC  [fig.  58)  un  coin  triangulaire  dont  les  faces 
latérales  ou  côtés  AC  et  BC  s'appuient  en  T  et  T',  contre  deux 
autres  corps,  ou  contre  deux  parties  d'un  même  solide  dont  il 
^3gil  de  produire  l'écartement  au  moyen  de  la  puissance  P 
Wiquée  extérieurement  et  perpendiculairement  contre  la 
^è^e  AB  du  coin.  Soient  N  et  N'  les  efforts  de  réaction  qu'il 

18 
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supporte  en  T  et  T'  et  d»  dehors  en  dedans,  normali 
ses  côtés  AC  et  BC;  ces  efforts  produiront  les  froi 

Fig.  58. 


/N,/'N' agissant  le  long  de  ces  mêmes  côtés,  de  bas 
c'est-à-dire  en  sens  contraire  du  mouvement  que  len 
nattre  la  puissance  P.  Dans  l'état  général  de  la  quesilo 
coin  serait  sollicité  par  des  puissances  quelconques,  o 
par  une  puissance  unique  agissant  perpendiculaireir 
tête,  mais  en  un  point  arbitraire,  il  est  clair  qu'il  pour 
dre  à  tourner  ou  à  glisser,  soit  latéralement,  soit  trani 
ment,  ce  qui  donnerait  lieu  à  de  nouvelles  résistance 
faudrait  tenir  compte  dans  les  calculs;  mais,  comme  c 
sont  étrangers  à  celui  qu'il  s'agit  de  produire,  et  qu'ils 
a  consommer  inutilement  du  travail  moteur,  on  a 
soin,  dans  les  arts,  de  les  éviter;  ce  qui  suppose  que 
de  la  puissance  P  soit  comprise  dans  le  plan  des  fi 
réaction  N,  N',/N,/'N',  et  que  ces  dernières  aient 
sultante  commune,  égale  et  précisément  contraire  à 
leurs  on  peut  ici  négliger  enlièrement  l'action  de  la  gr 
du  poids  du  coin,  vis-à-vis  des  forces  de  réaction  qui 
loppent  dans  les  cas  les  plus  ordinaires. 


V: 
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Enfin  il  paraît  évident  encore  que,  lorsque  le  coin  ABC  re- 
pose, par  plusieurs  points  ou  même  par  une  infinité  de  points, 
sur  les  corps  entre  lesquels  il  est  interposé,  ce  qui  arrive  tou- 
jours, les  forces  N  et  N',/N  et/'N  ne  sont  autre  chose  alors 
que  les  résultantes  générales  des  forces  parallèles  de  chaque 
espèce,  appliquées  en  ces  différents  points  et  dont  il  n'est  pas 
indispensable  de  connaître  la  valeur  particulière. 

22.  Équilibre  du  coin  dans  V hypothèse  où  il  ne  tourne  pas. 
—  Pour  établir,  dans  ces  hypothèses,  la  théorie  du  coin  en 
ayant  égard  au  frottement,  nous  supposerons  qu'on  décompose 
chaque  force  en  deux,  Tune  parallèle  et  l'autre  perpendicu- 
laire à  la  direction  de  la  tète  âB.  Nommant  a,  ^  et  y  les  angles 
en  A,  B,  C  du  triangle  ABC  qui  représente  le  profil  transversal 
du  coin ,  et  faisant  attention  au  sens  de  l'action  de  chaque 
force,  on  écrira  séi[)arément  que  la  somme  des  forces  paral- 
lèles de  chaque  groupe  est  égale  à  zéro;  ce  qui  donnera  les 
deux  équations 

P~  Ncosa  —  N'cosp  — /Nsin  a  — /'  N'sin(3  =  o, 
Nsina  —  N' sin  (5  — /N  cosa -î-/' N'cos(3  =  o  {'), 

.desquelles  on  tire 

^-,      ,T  sina  —  fcosoc 

N'zzz  N • 

sin(3— /'cos(3 

P(sin.(3-^.rcos(3) 

lï-j(r')siny  +  (/-^/')cos/ 

P(sina  — /'cos« 


N'  = 


{ï-jef:')siny  +  (/+/')cosy 


(*)  Pour  exprimer  la  condition  que  le  coin  ne  tend  pas  à  tourner  dans  le 
Pwi  ABC,  il  suffira  d'écrire  que  la  somme  des  moments  des  forces,  prise 
P^' rapport  à  un  point  quelconque  de  ce  plan,  est  égale  à  zéro  :  en  choisissant, 
P^i"  exemple,  le  sommet  G  pour  ce  point,  abaissant  la  perpendiculaire  CK  sur 
^  (direction  deP,  on  aura  {^fiff»  58),  en  faisant'attcntion  au  sens  de  l'action  des 
forces  et  attendu  que  les  bras  de  levier  de  /N  et  /'jN'  sont  nuls, 

P.CKh-  IS'.Cr—  N.CT  =  0, 

de  laquelle  on  déduira  CK  et,  par  suite,  AS,  quand  CT  et  CT'  seront  données 
^priori. 

18. 
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en  observant  qu'on  a  ici 

sin(a  +  3)  =  siny     el     cos[a  -(-  |3)  ^  —  cosy. 

Ces  diverses  relations  montrent  que  les  efforts  de  réaclicj 
N  et  N'  sont  déterminés  quand  P  est  donné  a  priori,  ainsi  q^- 
ies  autres  quantités  dont  ils  dépendent;  en  y  supposant  d'à, 
leurs/ei/'  égaux  à  zéro,  on  retombera  surles  équations  d* 

quilibre  ordinaire  (jji  coin, 

33.  Cas  oà  le  coin  tend  à  être  repoussé  par  la  réaction  dei 
deux  corps;  caractère  auquel  on  reconnaît  cette  circonstance. 
—  Lorsque,  par  suite  de  l'action  plus  ou  moins  prolongée  de 
la  puissance  P,  le  coin  s'est  enfoncé  jusqu'à  un  certain' point 
entre  les  deu\  co^çps  que  l'on  considère,  il  arrive  ordinaire- 
ment que,  en  vertu  de  l'élasticité  des  malière|,quiles  compo- 
seni,  ou  des  résistances  actives  auxqueiles'ils  sont  soumis,  les 
efforts  de  réaction  N  et  N'  continuent  à  subsister,  bien  que  la 
puissance  P  cesse  entièrement  son  action  ;  alors  il  peut  aiiiver 
de  deux  choses  l'une,  ou  que  le  coin  soit  repoussé  en  arricrc 
d(î  la  position  qu'il  occupe,  ou  qu'il  soit  maintenu,  dans  celte 
position,  par  les  frottements  qui  se  développent  en  T  etT'* 
Dans  le  premier  cas,  il  serait  nécessaire  d''appliquer,  perpen-;^ 
diculairement  à  la  tâte  du  coin,  une  certaine  force  P,  agissanl 
de  haut  en  bas,  pour  le  maintenir  au  degré  d'enfoncemenlou 
il  est  parvenu.  Afin  de  reconnaître  el  de  discuter  chacune  d* 
ces  circonstances,  il  suffit  d'observer  que,  dans  le  mouvement 
d'ascension  du  coin,  les  frottements /N./'N'  s'exercent  pré- 
cisément dans  une  direction  contraire  à  celle  que  nous  le 
avons  supposée  en  premier  lieu;  changeant  donc  leurs  signes 
dans  les  équations  ci-dessus,  la  valeur  P,,  qu'on  ep  déduirai 
exprimera  la  force  qu'il  est  nécessaire  d'appliquer  au  coi**> 
pour  faire  équilibre  à  N  et  N';  on  trouvera  ainsi 

p^N[(i-/rsiny-(/+/' )cosy] 

'  sinj3 -i-/'cqs[3 

.     ^  ^>  [!■  -fn^^^y  -  (/+/' )cosy] 
sina  -t-/cosa 

Quant  à  la  relation  entre  N  et  N',  elle  exprime  simplement 


J 
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:cndition  à  laquelle  ces  forces  doivent  satisfaire  pour  que  Té- 
[  uilibre  soit  possible  et  que  le  coin  ne  soit  pas  entraîné  dans 
e  sens  parallèle  à  sa  tête. 

Cela  posé,  on  voit  que,  si  la  valeur  de  Pi  j  déduite  de  Téqua- 
ion  ci-dessus,  est  positive,  ce  sera  un  signe  que  le  coin  tend 

se  relever  par  suite  des  efforts  de  réaction  qu'il  éprouve  ; 
|ue,  si  cette  valeur  est  négative,  non-seulement  le  coin  ne  se 
•élèvera  pas.de  lui-même,  mais  encore  qu'il  faudra  un  certain 
îfiort,  dirigé  de  bas  en  haut,  pour  vaincre  les  frottements  aux- 
iltiels  il  est  soumis;  qu'enfin  si  P,  =  0,  ce  qui  suppose  la 
relation 

(«"-ir')siny-(/4-/)cos)/:=o     ou    tangy  =  ^— ^^ 

naturellement  satisfaite,  ce  sera  un  signe  que  les  forces  N 
etN'  sont  sur  le  point  de  vaincre,  par  elles-mêmes,  les  frotte- 
mems/N  et/'N',  ou  leur  font  strictement  équilibre,  de  sorte 
ïuele  moindre  effort,  appliqué  sur  la  tête  du  coin,  suffirait 
^pourle  faire  enfoncer  ou  détacher. 

î  II  résulte  de  là  que,  selon  qu'on  aura  (i— ^')siny  plus 
grand  ou  plus  petit  que  (/+/')cosy,  c'est-à-dire  selon  que 

tang)/>  ou<-^-— ^. 

'e  coin  sera.repoussé  ou  retenu  plus  ou  moins  fortement  entre 
'ôsdeux  corps. 

24.  Cas  oà  le  mouvement  du  coin  devient  impossible,  — 

^^venant  à  nos  premières  suppositions,  où  le  coin  est  censé 

céder  à  l'action  de  la  puissance  P,  appliquée  perpendiculaire- 

''^^nià  sa  tête  AB  (Jig.  59),  du  dehors  en  dedans,  nous  ferons 

'^nfiarquer  que  le  rapport  de  P  à  N'  (22)  ira  sans  cesse  en 

^''oissant,  à  mesure  que  tanga  s'approchera  d'être  égal  à/,  et 

^^viendra  même  infini  quand  langa  aura  précisément  pour 

'^aieur/;  or  cette  circonstance  est]  analogue  à  celle  que  nous 

'^ons  remarquée  (20)  pour  le  cas  d'un  corps  glissant  sur  un 

*"^n  incliné,  et  elle  prouve  que  le  frottement  ne  peut  être 

'^încu  sur  la  face  ACdu  coin,  quelle  que  soit  l'intensité  de  P; 
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ce  qui  est  évident,  puisque,  en  supposant  P  assigné  d /iriori, 
pression  N',  sur  la  face  BC,  doit  être  nulle  d'après  les  équatioi 

Fig.  59. 


posées  au  (n''  22),  qui  donnent  alors  simplement 


N'==o,     N  = 


cosa  -î-/sina 


=r  Pcosa  = 


v'i  +/' 


attendu  qu'on  a  tanga  =/. 

Dans  le  fait,  la  solution  du  n®  22  suppose  implicitemer 
que  le  coin  ne  lourne  pas,  ce  qui,  dans  le  cas  actuel,  exig 
(ro/rlaNote  annexée  à  ce  numéro)  que  Ton  ait 

P.CK=zN,Cïi^P.cosaC.T    ou    CK  =  CTcosa, 

relation  qui  indique  que  la  direction  de  P  doit  passer  par 
point  T.  S*il  en  était  autrement,  les  conditions  de  la  questic 
seraient  totalement  changées,  et,  la  rotation  tendant  à  se  faii 
autour  du  point  T  sans  glissement  en  ce  point,  il  conviendra 
d'établir  simplement  Téquilibre  entre  les  forces  N',  /'N'  et) 
dans  riîvpothèse  d'un  tel  mouvement  et  sans  égard  à/N,  « 
qui  serait  facile. 

25.  Pt's  coins  combinés.  —  Il  arrive  souvent,  dans  les  art 
qu'on  se  sert  à  la  fois  de  plusieurs  coins  appuyés  les  uns  cont 
les  autres,  pour  comprimer  fortement  certains  corps  capabl 
de  résister  ou  de  céder  plus  ou  moins  à  leur  action  :  c'est  < 
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qui  arrive,  par  exemple»  dans  les  presses  dites  presses  à  coin 
et  dans  tous  les  assemblages  de  corps  qu'il  s*agit  de  lier  par 
leur  compression  réciproque;  or  la  puissance  unique,  ou  les 
diverses  puissances  appliquées  simultanément  et  extérieure- 
ment à  ces  coins  étant  données,  il  sera  toujours  possible  et 
même  facile,  au  moyen  de  ce  qui  précède,  de  calculer  en  va- 
leur de  ces  puissances  les  forces  de  compression  ou  de  réac- 
tion qui  sollicitent  chaque  coin,  et,  finalement,  les  eifons  que 
produisent  les  coins  extrêmes  contre  les  obstacles  considérés; 
.  comme  aussi ,  ces  mêmes  efforts  étant  connus,  on  pourra 
'  trouver  les  valeurs  des  puissances  qu'ils  seraient  capables  de 
\    vaincre  en  forçant  les  coins  à  se  relâcher.  Mais,  en  procédant 

•  i  ce  calcul,  il  faudra  faire  attention  que,  pour  chaque  point 
.  de  contact  ou  chaque  face  commune  à  deux  coins  conligus, 

.'  les  forces  de  compression  réciproque,  telles  que  N  et  N',  et 
■  les  résistances  /N  et  /'N'  qui  en  résultent,  sont  nécessaire- 
ment égales  et  de  signes  contraires,  c'est-à-dire  qu'elles  ont  la 
même  valeur  absolue  pour  les  deux  corps,  la  même  direction, 
mais  sont  respectivement  opposées  entre  elles.  Enfin,  s'il  s'agit 
de  calculer  les  quantités  de  travail  même  des  différentes  puis- 
sances ou  résistances  appliquées  à  ces  coins,  dans  l'hypothèse 
d'un  mouvement  rectiligne  très-lent  ou 'uniforme,  on  n'aura 
<iua  multiplier  l'intensité  de  chacune  d'elles  par  le  chemin 
quedécrit,  entre  deux  positions  données  du  système,  son  point 
^    d'application  dans  sa  direction  propre,  ce  qui  sera  facile, 

*  comme  on  va  le  voir. 

26.  Mesure  du  travail  utile  dans  le  coin,  —  Supposons  qu'il 
s'agisse  du  coin  ABC,  considéré  au  n°  22,  et  dont  tous  les  points 
sont  censés  animés  d'un  mouvement  commun  parallèle  h  la 
direction  de  P.  Soit  de  {fig.  60)  le  chemin  infiniment  petit  dé- 
crit» à  un  certain  instant,  par  le  point  d'application  de  P,  dans 
sa  direction  propre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  distance 
^'^tre  les  parallèles  AB  et  a6,  qui  sont  censées  représenter  les 
"^ux  positions  successives  de  la  tête  du  coin  ; 

sinp— /'cosp 


Si  l'on  veut  comparer  celle  quanlilé  île  travail  Jl" 
développenl  réellement  el  en  sens  coiHraire  les 
normales  N  et  N',  il  ne  s'agira  que  de  remarquer  que 
virtuelle  T/  de  la  première  est  decosx,  el  celle  Vf 
conde  decos^,  de  sorte  que  (22)  i 

N»/ccos«  +  N'(/ecos[3  I 

sera  la  quanlilé  de  travail  dont  il  s'agit,  quantité  qu'i 
drail  immédialement  en  observant  que,  si  l'on  supp 
nuls  dans  la  première  des  équations  du  n"  22,  qu'on 
ensuite  tous  ses  termes  par  de,  elle  devra  donner 
précisément  la  valeur  de  la  quantité  de  travail  cherc 
pression  de  ce  travail  peut  se  mettre  sous  la  formt 

Nrfe    cosa;  -h-rvcosa     =N(/e '      .  -' — ~ — 

\  IS         "^y  sinÛ— f'cos 


&♦ 
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Sff.  Influence  de  la  formé  et  des  dimensions  du  coin  sur 

effet  utile.  —  Celte  expression  montre  que,  si  l'angle  y  du 

anchant  du  coin  est  donné,  le  travail  des  pressions  N  et  N',  ; 

ni,  abstraction  faite  des  circonstances  accessoires  (*),  doit 

Lre  considéré  comme  Teffet  utile,  a  son  minimum  relatif 

uand 

cosacos(3  =  0, 

e  qui  suppose  que  Tun  des  angles  en  A  et  B  soit  droit. 
Par  exemple,  si  (3  est  cet  angle,  le  rapport  ci-dessus  de- 

iendra 

tangy i 

(i-/y-')tangy +/  +  /'-  i -^'-f-(/-f-/')tang«' 

ractlon  qui,  elle-même,  croît  indéfinim^  à  mesure  que  a 

iiminue  ou  que  y  augmente.   ^ 

Au  contraire,  l'expression  générale  du  rapport  de  Tefifei 

lïliJe  à  la  quantité  de  travail  dépensé  sera  un  minimum  quand 

îosacos(3  obtiendra  sa  plus  grande  valeur,  c'est-à-dire  quand 

>n  aura 

cosa  =  cos^; 

OU 

2tanga 


a  =  p,     y  =  2oo°— 23J,     langy 


1  —  lang^'a 


'^qui  répond  au  coin  isoscèle  qu'on  emploie  fort  souvent  dans 
s  ans.  La  valeur  que  prend  alors  le  rapport  dont  il  s'agit  est 

sin  y  — (/-+-/' )cos'a 


siûy(ï-X^'}-+-(/+/')cosy 

^^ 2tanga— /-/' 


-2tanga(i-^')-(/+/)(i-tang'a) 

(*)  On  remarquera,  en  effet,  que  les  pressions  normales  N  et  N'  ne  produi- 
^t  pas  seulement  l'écartement  des  deux  corps  entre  lesquels  le  coin  est  inter- 
^^1  maisBDCore  la  compression,  le  refoulement  sur  elles-mêmes  des  molécules 
^  a^oîsinent  les  points  de  contact  T  etT'  de  ces  corps,  refoulement  qui  peut 
®  étranger  à  l'effet  qu'il  s'agit  réellement  de  produire,  et  qui  augmente  à 
"^ure  que  l'angle  y  du  tranchant  devient  plus  obtus,  de  sorte  qu'il  faut  con- 
^oir  le  travail  P.</e  partagé  en  deux  autres,  dont  l'un  réponde  au  refoulement 

®  la  matière  et  l'autre  à  l'écartement  général  subi  par  les  deux  corps. 


l8l  COUBS   DE  HËGAlflQDB 

Pour  discuter  cette  expression,  nous  supposerons /=:^ 
ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire  des  applications;  elle  c 
viendra  alors  divisible  par  2(tanga  — /),  ce  qui  la  réduir; 
celle-ci 


I  4-/langa 


dont  la  valeur  croît  encore  indéfiniment  à  mesure  que 
diminue. 

28.  Conclusion.  —  Il  résulte  clairement,  tant  de  celte  de 
nière  discussion  que  de  la  précédente,  qu'il  y  a,  toutes  cbos< 
égales  d'ailleurs,  de  l'avantage  à  prendre  y  le  plus  grand  po 
sible;  mais,  comme  cet  angle  est  susceptible  (23)  d'une  limi 
supérieure,  au  delà  de  laquelle  le  coin  serait  repoussé  si  l'a 
tion  de  la  puissance  P  avait  des  intermittences,  comme  1 
différents  usages  auxquels  on  applique  le  coin  exigent  que» 
même  angle  ait  une  certaine  acuité,  afin  de  hâter  la  séparati( 
des  corps  entre  lesquels  il  est  interposé,  on  voit  qu'il  arrive 
toujours  que  les  résistances  nuisibles  absorberont,  en  pu 
perle,  une  portion  notable  du  travail  dépensé  par  la  pui 
sance  P. 

Supposant,  par  exemple,  le  coin  isoscèle  et  ayant  pour  ba 
la  moitié  de  sa  hauteur,  ce  qui  donne 

tang^  =  4; 

faisant  en  outre /=  0,62,  ce  qui,  d'après  les  expériences 
M.  Morin,  revient  au  cas  du  fer  glissant  à  sec  sur  du  chêne, 
trouvera  que  l'effet  utile  n'est  que  les  }  environ  de  la  quant 
du  travail  dépensé. 

29.  yï pplication  aux  presses  à  coin.  —  Considérons  le  s. 
tème  de  la^^.  61,  qui  sert  à  comprimer  de  la  matière  pla< 
en  Q;  la  puissance  P  agit  sur  la  tête  d'un  coin  ABC  qui  p< 
glisser  entre  des  pièces  soutenues  verticalement  et  mobî 
dans  le  sens  horizontal.  On  a,  d'après  ce  qui  précède,  p< 
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exprimer  les  pressions  N  et  N'  en  fonction  de  P,  les  relations 

{&) 

P(sin|3— /'cosp 


N  = 


(I -yj'")siii/ -!-(/+/')cosî' 
P(sini(— /cosa) 


i  (•-;/')sii.j.-t-(/+/')cosy' 

.    d'une  autre  part,  on  a,  pour  la  condition  d'équilibre  entre  les 


pressions  N  et  N',  la  résistance  Q  et  la  pression  N"  exercée 
.*   ^Gnictlement  sur  le  support  de  la  presse, 

Ncosa  +/Nsina:  —  N"—  o, 
.  Nsina— /Ncosa  — Q—/''N''=o. 

F    tfoù 

N"=.N{cos«-(-/sina), 
N(sina  ~/cos«)  =  Q  +/"N[C05a  +/sina). 

''d  en  tire,  en  la  combinant  avec  la  valeur  de  N  en  P, 

J  =/'=/",  ainsi  que  cela  a  ordinairement  lieu,  cette  valeur 


OMRS   se   MËCINIQUI 


de  Q  se  rëduil 


«  =  ; 


P(si 


-(.^T^ysin, 
âe  plus,  si  p  =  ioo°,  c 
P[cosy(i-,f) 


-/cos^l 


[Bina(.-/-)-a/TO!iIf 


(.-/•)sin).  +  2/ci.s/ 


a/cosy  ^ 

y,  elle  devleot  i 


(■-/•(langyn 


Quant  au  travail  utile  de  la  résistance  Q,  il  a  pour  express 
en  appelant  de'  le  chemin  élémentaire  parcouru  par  SOQ.JH 
d'application  pendant  que  P  parcourt  de, 


attendu  que 


0(/e'  =  Qt/etangy, 


par  suite,  le  rapport  de  l'effet  iitileau  travail  dépensé  Pf/e 


Qtansy 
P 


3/tangy 


(.-/•Jtangy+a/- 


tangy.    j 


I 


Dans  les  hypothèses  de /=  0,08,  ce  qui  correspond  à  des,' 
faces  de  bois  bien  graissées  el  de  tangy  ;=  |,  ce  rapport 

o,5S3, 

c'esi-à-dire  que  le  travail  utile  est  les  o,583  du  travail  mole 
mais  ^i,  au  lieu  de  bois  bien  graissés,  on  emploie,  comme  ( 
a  souvent  lieu,  des  bois  mouillés  d'eau,  du  chêne,  par  exem'i 
pour  lequel /=  0,25,  et  qu'on  ail  toujours  tangy=  ;  =  0, 
on  trouve 

£=0,276, 

"ce  qui  montre  l'avantage  d'employer  des  corps  bien  grai^ 
Le  coin  étant  d'un  usage  universel  dans  les  arts  el  form 
la  base  de  tous  les  outils  ou,  instruments  Iranchants,  m 
avons  cru  utile  d'insister  quelques  instants  sur  la  théoi 
dont  nous  verrons  d'ailleurs  plusieurs  applications  dans 
Cours*. 
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Frotti 


des  pièces  maintenaes  dans  une  direotion  inyariable, 
par  des  guides,  des  coulisses,  etof 


30.  Cas  oà  les  forces  soHtMjfnprises  dans  le  plan  des  guides, 
-Soil  [fig.  62)  une  pièce  quelconque  d'une  machine,  dirigée 
dans  son  mouvement  par  une  tige  prismatique  A6,  glissant 
entre  les  guides  ou  prisons  a  et  a',  qui  l'obligent  à  se  mouvoir 

Fig.  62. 


^       N- 


I 


r»-. 


f 


dans  le  sens  de  son  axe.  Supposons  d'abord  que  les  forces  qui 
soiliciient  activement  cetie  pièce  soient  comprises  dans  un 
^^e  plan  passant  par  cet  axe  et  par  les  points  iJi'^PPu^  ^  ^^  ^' 
appartenant  aux  surfaces  de  contact  de  la  tig^|l|^  dâ^  guides, 
surfaces  qui  elles-mêmes  sont  ici  censées  d't^^^etîfe  étendue 
®*  perpendiculaires  au  plan  dont  il  s'agit.  Concevons,  pour  la 
simplicité,  chacune  des  forces  proposées  décomposée  en  deux 
autres,  en  son  point  d'application,  l'une  parallèle  et  l'autre 
perpendiculaire  à  la  direction  de  l'axe  AB  de  la  tige;  il  naîtra, 
^ela  réaction  de  toutes  ces  forces,  des  pressions  N  et  N'  nor- 
males aux  points  d'appui  a  et  «',  et  donnant  lieu  aux  frotte- 
Dttenis /N  et/'N',  qu'on  devra  comprendre  au  nombre  des 
resfsiances  qui  s'opposent  au  mouvement  de  la  tige. 
Pour  montrer  généralement  comment  on  peut  évaluer  N 


ai  Liculier,  l'un 
.■••■*s,  et  nous  noi 

...'.'sanies,  perpend. 
.al  ce  point; 

lire  mb; 

.  :    sur  la  direction  de  1' 

.    .i<  de  regarder  comme 

.  faire  cheminer  la  tig 

.  .i  :i  ainsi,  dans  ce  dern 

*.    ?  le  gauche;  et,  par  sui 

...   f  5  celles  qui  tendraient  ; 

Lv.»  même  tige,  le  sens  de 

:  i.»  par  les  ilèches  de  la  fi^ 

■.  ..i-ra  donc  être  décomposée 

m  lieu  aux  pressions 

\"  X(/--r) 

-  on  (i^     -: -— -  en  a 

l 

}    -V,  on  sait,  d'après  la  th 
.    cUre  remplacée  par  une  fon 
\o  AB,  el  par  un  couple  pe 
.i.:v  pressions  normales 

■  on  a,     ■■''-  ■       en  a\ 

l 

iSîiivMîs  totales  résultant  de  Tac 


\ 

.4 

X 

7 

V) 

\v 

on 

a. 



i 

e 

« 

/ 

l 

•.:  <<ciir  des  tii>-('i  îritidécs-  —  Les  form 

»îv*n>iv>ns  transversales  dos  pièces  guit 

.'    v'.Mituct    sont   supposés    implicitomc 

v"!  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  pratiqi 

.••.*  ia  ii«;e  soit  {;énéi'alenient  très-})eu  e< 

.•  vîo  ne  pas  lu  né^lijjer.  Pour  en  tenir  « 


■■f 
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^^  la  même  manière  pour  toutes  les  autres  com- 
P^PaWèles  ou  perpendiculaires  à  AB,  et  observant 
^ue  celles  qui  agissent  dans  le  sens  propre  de  cet 

^^neni  pas  lieu  à  des  couples,  la  pression  totale 
^^^  ï^eprésentée  par      '' 

V^?^Yf)  en.,    N^-5;(x^ll^.Yf)   en  < 

^  dont  chacune  tendra  d'ailleurs  à  faire  appuyer  la 
Ure  le  guide  de  gauche  ou  de  droite,  selon  qu'elle  sera 
e  ou  négative, 
îsultanie  ou  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  la 

^^  Wopre  de  Taxe.  AB  pouvant,  en  outre,  être  repré- 

par  -^i 

2Y, 

3>  pour  l'équation  d'équilibre  de  toutes  les  forces,  dans 


int  le  mo40  de  raisonnement  adopté  par  l'auteur,  d'ajouter  aux  près- 
)rinales  calculées  dans  le  texte  celles  qui  proviennent  des  frottements 
le  long  des  faces  latéralS  de  la  tige.  Conserrons  les  conventiontrfaltcs 
^te  au  sujet  des  signes;  supposons  le  mouvement  ascendant  et  désignons 
a  largeur  de  la  tige  ;  les  frottements  latéraux  peuvent  être  remplacés  par 
es /Ifj^^' agissant  suivant  l'axe,  et  par  des  couples  dont  le  sens  varie 
qne  Iv  contact  a  lieu  à  droite  ou  à  gauche  et  qui  donnent  lieu  à  des 

8   normales    toujours    représentées   par  y(N-*-N')    en    a  et    par 

^* 
-*-NM  en  a' .  On  iftouve  ainsi 


=  X-]:-Y^-f-^/(N-H]V'),     1N'==X^^H-Y^-^(NH-1V'), 


alte 


]S^N'=::X 


ules  du  texte  sont  donc  rigoureusement  applicables  quand  l'une  des 

ntîtés  Cyfy  X  est  nulle. 

it  établir  plus  simplement  ces  relations  sous  la  môme  forme,  en  écri- 


ai» 
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la  supposition  où  le  mouvement  se  ferait  de  B  vers  A, 

^(Y)=/{N-r-N') 

qui  donnera  la  puissance  en  fonction  des  résistances  et  dai 
laquelle  il  ne  faudra  prendre  que  les  valeurs  absolues  deN' 
de  N'  ou  des  quantités  comprises  entre  parenthèses,  puisqi 
le  frottement  agit  toujours  dans  le  sens  contraire  du  mouv( 
ment,  quelle  que  soit  la  direction  des  pressions  qui  le  fo 
naître. 

S'il  arrive,  en  particulier,  que  ces  quantités  soient  tout 
deux  de  même  signe,  on  aura  simplement,  en  les  addilio 

liant, 

l{Y}=fl(X)i     ■ 

Pliais  cette  circonstance  n'est  qu'accidentelle,  et  il  convienc 
toujours  de  commencer  par  traiter  la  question  dans  l'hypothè 
la  plus  générale,  ainsi  que  cela  sera  expliqué  dans  le  n"  32  < 
dessous. 

31.  Exemple  relatif  au  frottement  des  tiges  de  pilons. 
Supposons,  par  exemple,  que  AB  [Jig.  63)  soit  la  tige  verticî 
d'un  pilon,  dont  Q  soit  le  poids,  y  compris  celui  de  cette  tif 
et  qui  soii  sollicité  verlicalemeni,  de  bas  en  haut,  par  la  pr( 
sion  V  d'une  came  tangente  en  m,  à  la  surface  inférieure, 

vaut  les  tHiUiitions  des  moments  îles  t'orces  qui  sollicitent   la  tige  par  rapp 
il  chacun  dos  deux  points  de  rencontre  de  l'axe  avec  les  horizontales  ]>assant 
K's  points  de  contact. 

l.cs  équations  j'  et  ^  >'  permL?tteiît,  suivant  la  nature  des  données  et  d'a| 
le  >i.;ne  de  leur  second  membre,  soit  de  reconnaître  où  se  trouvent  les  c 
tacts,  soit  d'établir  les  conditions  nécessaires  pour  que  ceux-ci  se  lassent 
deu\  points  vlesijnes. 

Pour  compléter  les  conditions  d'équilibre,  il  faudra,  conformément  au  te 
joindre  aux  équations  ^T  et  ^2)  celle  qui  exprime  que  la  somme  des  \'o 
de  frottement  des  puides  est  ejale  en  valeur  absolue  à  la  somme  des  pro 
lions  sur  l'axe  des  y  des  forces a^'.issant  en  w  et  des  forces  extérieures  dirij 
Nui\ant  Taxe;  cette  équation  est  de  la  forme  S  V  =/(> -t- >'),  et  il  fau 
a>oir  soin  d'y  alVrcter  >  et  \  du  si^^ne  -r-  ou  du  signe  — ,  suivant  que  Je  c 
tact  corivspondanl  est  à  »;auche  ou  à  droite  de  l'axe.     K.) 
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horizontale  mb  d'un  menlonnet.  Cette  pression  donnant  lieu 
à  un  fcottement  qui  s'exerce  suivant  mb  de  droite  à  gauche, 

Fig.  63.  ^ 


et  qui  est  mesuré  par/'P,  si  l'on  désigne  par/'  le  coefficient 
relatif  aux  substances  en  contact,  on  aura  ici 

X=:/'P,       Y=P, 


M 


)  Dans  qet  exemple,  l'inOuence  de  la  largeur  de  la  tfge  est  négligeable;  on 


*»  en  effet  (Note  du  n<»  30), 


/-.r 


.    N=/'P-^-pi-4-//'PÎ,     N'  =  /'P-^-f.P^-//'pî, 

^^Pressions  dans  lesquelles  le  terme  ff  j  Pa  une  valeur  très-petite  par  rapport 

*  celle  des  autres  termes. 

t'Orsque  la  disposition  est  celle  de  \^Jîg'  63,  où  la  came  agit  en  dehors  de 
^  face  latérale  de  la  tige,  entre  les  plans  horizontaux  des  deux  guides,  ce  qui 
'appose  l>y  et  :r  >  tf,  la  tige  porte  toujours  à  gauche  sur  le  guide  inférieur, 
■étendu  que  la  condition  K'  >  o  ou  x>ff'e—f'{l  —  ^)  est  toujours  remplie. 
^  contact  supérieur  sera   à   gauche   ou    à   droite,   suivant   que    Ton    aura 

•9 
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et,  par  suite, 

P-Q=/(pf-/Pf)  +/-(pf +/'P^-^) 

y 
en  observant  que/' P  y  doit  généralement  être  inférieur  îd 

à  —  î  et  par  conséquent  N  négatif.  De  là  on  tire 

p- Qi -Q  +  fQ      ^^+fV-^r^      , 

*'-l-^jx-ff'[^l-^y)-'^-^J-il-^fx-ff'[t-2r) 

expression  qui  monlrç  qu'il  y  a  de'Vavantage,  pour  la  puis- 
sance P,  à  diminuer  jc  et  à  augmenter  la  distance  /  qui  sépare 
les  points  d'appui  a  et  a'. 

Si,  au  contraire, /'P "y  l'emportait  sur  Py»  ou  si  x  était 

moindre  que/'j,  on  aurait  simplement 


valeur  bien  différente  de  celle  qui  précède. 

.r  <  ou  >f'  y  -^  ff  e\  il  résulte  de  là  que,  lorsque  la  tige  est  menée  par   1» 
came  sur  une  certaine  longueur,  elle  peut  porter  en   diagonale  jusqu'à  \kt\^ 

x  -m 

hauteur  donnée  par  y  =.  —  — fe  et  s'appliquer  ensuite  sur  les  deux  guides   de 

gauche;  de  telles  circonstances  doivent  être  évitées,  attendu   que   le  déplace 
ment  des  portées,  pendant  le  mouvement,  peut  occasionner  des  chocs  fâcheu^- 
Lorsque  les  deux  contacts  ont  lieu  du  même   côté,   la    troisième  équation 
(Note  du  no  30)  devient 

P-Q-/(Nh-N')=//'P, 

qui  donne  pour  P  la  valeur  du  texte;  quand  les  contacts  sont  sur  la  diagona^^» 
on  a 

P-Q=/(N'-N), 
d'où  Ton  tire 

P^ Qi 

On  reconnaît  par  là  que,  lorsque  la  distance  de  la  came  h  l'axe  de  la  tige  ^Xé' 
passe  une  certaine  limite,  le  mouvement  ascendant  devient  impossible.  (K-") 
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32.  Observations  relntives  au  cas  où  les  surfaces  frottantes 
des  guides  ont  une  certaine  étendue,  —  Lorsque  les  surfaces 
froitanies  des  guides  ont  une  grande  étendue,  par  exemple  si 
les  guides  distincts  a  el  a'  se  trouvent  remplacés  par  des  rai- 
nures ou  coulisseaux  continus,  les  valeurs  des  pressions  N 
et  W  semblent    être   entièrement   indéterminées,   attendu 
qu'elles  se  répartissent  sur  un  nombre  infini  de  points;  mais 
en  observant  que  les  surfaces  antérieures  et  postérieures  des 
guides  ou  rainures  sont  parallèles  et  laissent  entre  elles  et  la 
tige  un'jeu'indispensable,  il  est  aîtsé  de  se  convaincre  que 
cette  indétermination  n'a  pas  lieu;  car,  de  deux  choses  l'une, 
ou  la  tige  s'appuiera  tout  entière  sur  une  même  face  de  la 
rainure,  ou  elle  s'appuiera,  par  un  bout,  sur  l'une  des  faces 
et,  par  l'autre,  sur  la  face  opposée.  Dans  le  premier  cas,  les 
pressions  N  et  N'  seront  de  même  signe,  et  leur  somme,  re- 
présentant la  pression  totale,  sera  indépendante  de  la  considé- 
ration des  pressions  élémentaires  en  chaque  point  et  se  ré- 
duira simpleq^eni  à  la  somme *2(X)  des   composantes  des 
forces  perpendiculaires  à  l'axe  AB  de  la  tige;  dans  le  second, 
celte  tige  s'appuiera,'  par  ses  faces  opposées,  sur  les  arêtes  qui 
imitent,  vers  le  haut  et  vers  le  bas,  les  faces  des  rainures,  de 
sorte  que  les  pressions  N  ettî'  agiront  en  des  points  déter- 
Dainés,  comme  dans  le  cas  ci-dessus,  où  ces  surfaces  étaient 
censées  trèsipetites;  mais,  attendu  qu'on  ignore  à  l'avance  le- 
queldes  deuJFcas  a  lieu,  on  devra  d'abord  résoudre  la  quesr. 
lion  dans  la-  se(3onde  hyucthèse,  qui  est  la  plus  générale,  et 
s'assurer,  d'après  les  résultats  du  calcul,  si  les  valeurs  qui  en 
résultent  pour  H  et  N'  n'auraient  pas  le  même  signe,  auquel 
^s  il  conviendrait  de  prendre  simplement 

t      *         •      /(N  +  N')=2(X), 

» 

abstraction  faite  de  ce  signe,  ainsi  qu'il  a  été  dit  ci-dessus  (  30  ). 

'  .  Ces  observations  sont  principalement  applicables  aux  châs- 
sis portje-outîls  dés  macfiînes,  qui  sont  guidés  dans  leur  mou- 

I  ^ement  par  des  languettes  en  forme  de  tenons  ou  de  cou- 
leaux,  glissant  dans  des  rainures  ou  feuillures  d'un  profil 
analogue;  mais,  comme  alors  on  a  deux  systèmes  distincts  de 
Soldes  à  considérer,  il  est  bon  de  remarquer  que  le  mode  de 


} 


4  m 
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solution  reste  le  même  que  s'il  n'y  en  avait  qu'un  seul, 
pourvu  que  les  forces  agissent  d'une  manière  symétrique, 
par  rapport  au  plan  perpendiculaire  au  châssis  et  qui  divise 
en  deux  parties  égales  Tintervalle  compris  entre  les  guides; 
or  cela  arrive,  en  effet,  presque  toujours  dans  les  machines 
bien  établies.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  décomposer 
chaque  force  dans  son  propre  plan,  comme  cela  a  été  indi- 
qué au  n**  30,  puis  décomposer  de  nouveau  les  pressions 
perpendiculaires  qui  en  résultent  sur  les^deux  extrémités  du 
châssis  en  d'autres  agissant  en  chaque  point  réel  tl'appui, 
ce  qui  conduirait  à  des  difficultés  particulières  dans  cerlâins 
cas,  cl  dont  on  ne  se  tirerait  qu'en  ayant  égard  à  la  force  de 
ressort  plus  ou  moins  grande  de  l'assemblage  du  châssis. 

33.  Cas  où  le  châssis  est  sollicité  par  une  force  parallèle  ^ 

son  plan  et  perpendiculaire  à   la  direction  des  guides. 

Quant  au  cas  où  le  châssis  serait  pressé  latéralement  par  d^^ 
forces  parallèles  à  son  plan  et  perpendiculaires  à  l'axe  d  «J 
mouvement,  non-seulement  elles  donneront  lieu  à  unepre^--' 
sion  et  à  un  frottement  sur  la  tète  des  languettes,  mais  encof  ^ 
à  des  pressions  sur  leurs  faces  parallèles  au  châssis,  lesquell 

modifieront  celles  qui  proviennent  des  a 
très  composantes  des  forces. 
Soil^g".  64  la  coupe  transversale  du  chi 
r  î      sis,  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  direcii 
des  guides  a  et  a', 


Fig.  64. 
C 


mu-oc-^- >i 


h 


y 


!Z 
A 


a' 


I 


I> 


Z  une  force  agissant  dans  ce  plan,  parallèl 

ment  à  l'axe  CD  du  profil  de  ce  châssis; 
X  la  dislance  mb  de  cette  force  ou  de  s( 

point  d'application  à  Taxe  CD; 
z  celle  de  la  projection  b  de  ce  point  au  poi 

d'appui  de  l'une  des  coulisses; 
/'  enfin  la  distance  entre  les  points  d'api_' 

a  et  a'  mesurée  suivant  CD. 


I 

11 
u 


On  remplacera  la  force  Z  par  une  aa  ^'^^ 

égale,  agissant  dans  la  direction  de  Taxe  CD,  et  produis- S3i^' 
sur  la  lèlc  de  la  languette,  en  a,  un  frottement  qui  pota  ^^^ 
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être  représenté  par  fZ,  el  par  un  couple  agissant  ea  a  et  a' 
perpendiculairement  aux  faces  des  coulisses  dont  la  valeur 
sera 


abstraction  faite  du  signe  qu'on  pourra  déterminer,  dans 
chaque  cas,  suivant  ce  qui  a  été  expliqué  ci-dessus,  et  qu'il 
»  budra  d'ailleurs  combiner  avec  les  pressions  provenant  des 
antres  composantes  des  forces  proposées,  qui  agissent  aux 
extrémités  supérieures  et  inférieures  du  châssis. 


Frottement  dea  toiiriUons  des  pièces  de  rotation. 

3V.  Frottement  dans  les  coussinets  cylindriquet.  —  Les 
pièces  à  mouvement  de  rotation  sont  montées  sur  des  arbres 
ijuîsont  soutenus  en  des  points  convenablement  espacés  par 
des/m/iers  (Jig.  65.et 66);  ceux-ci  sotit  munis  de  coussinets dd' 


CoDpïda  pallar  pir  l'au  it  l'ulira. 


lui  embrassent  l'arbre  le  long  d'une  partie  que  l'on  nomme 
iourillon  et  guident  la  rotation  de  celui-ci  autour  de  son  axe. 
SoilA  {Jig.  67  )  un  tourillon  d'un  arbre  quelconque  tournant 
^ur  lui-même  dans  l'œil  cylindrique  amb  d'un  coussinet,  dont 
^  est  le  centre  ;  soit  Bm  la  direction  indérmie  de  la  résultante 
'^  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ce  tourillon.  En  consi- 
'^érant  le  mouvement  de  la  roue  à  partir  du  repos,  où  le  point 
de  coDtact  du  lourillon  et  du  coussinet  se  trouve  en  m'  et  la 
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résultante  N  dirigée  suivant  le  rayon  m'C,  on  verra  que  l'efC^ 
des  forces  appliquées  à  celle  roue  sera  d'abord  de  faire  roule 

fîg.  67.  ^  4 


■  I 


le  tourillon  A  sur  le  cercle  amb,  de  m'  vers  m,  je  suppose 
et  ce  roulement  aura  lieu  tant  que  la  résultante  N  passera  au 
dehors  du  point  de  contact  m  du  tourillon  sur  le  coussinet,  e^ 
que   sa  composante  langentielle,   en  ce  point,  ne  sera  par 
capable  de  vaincre  le  frottement  provenant'  de  la  pressioB' 
due  à  sa  composante  normale. 
Nommons  donc 

/  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  substances 

en  contact; 
a  l'angle  de  N  avec  la  normale  mC; 
N  cos  a  la  pression  soufferte  par  m  ; 
f  N  cos  a  le  frottement  qui  en  résulte; 
N  sin  a  la  composante  langentielle  de  N. 

On  aura  donc,  pour  déterminer  a, 

/Ncosa==Nsina;  d'où  lang  a=/. 

Par  suite,  l'intensité  du  frottement  aura  pour  valeur 


/"N 

/N  cos  a  =  — -^ =:/'  N,     en  posant 


'-.^r- 


'l'+r 
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et  son  moment,  par  rapport  à  Taxe  A  de  la  roue,  qui  reste  fixe 

Fig.  68. 


tant  que  N  est  invariable,  sera  égal  à 


/ 


P=/'Np, 


p  étant  le  rayon  mA  du  tourillon. 

Lorsque  {fig.  68)  le  tourillon  A  est  absolu- 
ment fixe  et  ne  fait  plus  corps  avec  la  roue, 
celle-ci  étant  percée  en  son  axe  d'un  œillet 
cylindrique  pour  le  recevoir,  l'expression  du 
frottement  est  le  même  que  dans  le  o-as  pré- 
cédent, seulement  le  point  autour  duquel 
tourne  la  roue  n'est  pas  le  centre  du  tourillon, 
mais  celui  du  vide;  dans  l'expression  du  mo- 
ment on  devra  donc  prendre  poui*p  le  rayon  mC  de  l'œillet 
et  non  le  rayon  mA  du  tourillon. 

35.  Frottement  des  coussinets  à  œil  prismatique.  —  Quel- 
quefois le  coussinet,  au  li€^  d'être  cylindrique,  a  un  profil 
polygonal  quelconque  {Jig.  69  et  70;.  11  faui^  alors  décomposer 


Fig.  G9. 


Fig.  70. 


*^  résultante  N  en  deux  autres  forces,  71  et  n',  agissant  aux 
points  d'appui  m  et  m'  des  deux  faces  qui  supportent  direc- 
tement le  tourillon,  et  produisant  en  ces  points  les  froiteN- 
'^ents  fn  et  f'n,  ou  plutôt  il  faut  considérer  le  tourillon 
^omme  une  sorte  de  coin  *mis  en  équilibre  par  les  forces  de 
réaction  n  et  n'  et  les  frottements  fn.fn'.  Nommant,  en  effet, 
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y  Tangle  des  faces  d'appui,  a  el  (3  ceux  que  leurs  perpen- 
diculaires Am,  A  m' forment  respeclivemenl  avec  la  direc- 
tion de  N  et  de  part  et  d'autre  de  cette  direction,  on  trouverait, 
en  raisonnant  comme  au  n*»  22,  et  observant  qu'ici/'  doit  êlre 
remplacé  par — /, 

^^jxj(sinp-f-/cos(3)^ 
('  -+-/^siny 
,       «T  (sina  —  fcostx)     .  .    ,         «,* 

(i  •+•/'; sin y  '  \         rf 

Ces  pressions  produisent  en  m  et  m' le  frottement  total 
/•^ n  -u  nn  —  /«N  sina-hsin;3-/cosa-4-/cosi3 

dont  la  valeur  surpasse  généralement  celle  qui  a  été  trouvées 
ci-dessus.  On  voit  aisément,  en  effet,  pài*  les  règles  con- 
nues, que  celte  valeur  comporte  un  minimum  relatif  au  cas 

oii  Ton  aurait 

tanga=/, 

et,  par  suite  (24), 

N  N       '     ,  ,.  fN 


valeurs  qui  montrent  que  les  choses  se  passent  iciabsolumer 
de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  coussinets  cylindri 
ques  :  dans  ce  cas,  le  tourillon  se  trouve  naturellement 
équilibre  sur  la  face  m,  et  N  passe  par  m  (24);  le  contact 
tend  à  se  faire  ni  sur  la  partie  inférieure  m'  du  coussinet 
sur  la  partie  supérieure  en  m"  (Jlg.  70).  Si,  au  contraire, 
avait  sin  a> /cos  oc,  la  valeur  ci-dessus  de  n'  étant  positiv 
il  y  aurait  à  la  fois  pression  en  m  el  m'.  Enfin,  si  Ton  av£ 
sin  a  </cos  a,  /l' sérail  négatif  et  le  tourillon  tendrait  à  s*a 
puyer  sur  la  face  supérieure  en  m",  de  sorte  qu'il  faudra 
changer,  en  conséquence,  la  valeur  de  (3  qui  entre  dans  Te 
pression  générale  ci-dessus  du  frollement,  en  y  substituai 
notamment  a  à  (3  et  P'  à  a,  P'  étant  Tangle  de  A  m"  avec  N,  d 
la  direction  se   trouve  évidemment  comprise  alors  entre      / 
el  m". 


APPLIQUÉE   AUX   MACHINES.  297 

36.  Limite  de  l'angle  de  roulement  des  tourillons.  —  Révé- 
lant au  cas  de  \^Jig'  67,  nous  remarquerons  que  la  relation 
ang  GL=^f  fixe  entièrement  la  position  du  point  m  sur  le 
coussinet  et,  par  suite,  la  longueur  de  l'arc  mm' .  Nommant, 
3  n  effet,    - 

•-   le  rayon  mC  du  vide  de  ce  coussinet; 

^    l'angle  inconnu  mCm'  que  forment  les  deux  rayons  Cm  et 

Cm';  lu. 

(3  TanglemB/n'  que  forme  la  direction  de  N  avec  celle  de 

m!C  prolongé  ; 

a=:CmB,  p  =  \m  conservant  toujours  les  mômes  signifi- 
cations que  dans  le  n**  34,  on  aura,  pour  déterminer  y  et  mm', 

y  =  a-f-  p,     mm'  =  {a  H-  P)r, 

relanôDs  dans  lesquelles  il  faudrait  changer  le  signe  de  [3,  s'il 
arrivait  que  Tintersection  B  de  Nm  et  m'C  se  trouvât  située 
de  Tauire  côté  de  m\ 

Quant  à  Tangle  qu'a  décrit  le  système  autour  de  Taxe  Â, 
pendant  le  roulement  du  tourillon  de  m' vers  m,  on  remar- 
quera que,  si  Ton  prend  sur  la  circonférence  de  ce  tourillon 
l'arc  mmi  =  mm',  l'angle  dont  il  s'agit  ne  sera  autre  chose  que 
celui  que  forme  la  direction"  prolongée  du  rayon  A/n,  avec  la 
orbite  m'C,  qui  représente  sa  position  primitive.  Nommant 
^ojac  9  cet  angle,  on  aura 

9.                ,^    ,       mnix       mm' 
=zmAmi  —  mCm' =2 

p  /' 

,        ■      ,^.         ="""'(?-7)='--?'(p--'' 

f 

'^rniale  dans  laquelle  tout  est  connu,  puisque  a  =  arc  (tang/). 
La  limite  de  l'angle  décrit  par  un  système  de  rotation,  en 
^epiu  du  simple  roulement  de  ses  tourillons  sur  les  coussi- 
'^eis,  est  principalement  utile  à  connaître  dans  le  cas  où  l'am- 
PUlude  totale  du  mouvement  du  système  est  elle-même  sus- 
ceptible d'une  limite,  comme  cela  a  lieu  dans  les  suspensions 
■  Couteau,  dans  les  balanciers  et  certains  systèmes  articulés; 
^ï*  les  relations  qui  précèdent  mettront  à  même  de  réduire  le 
'"'otiement  du  tourillon  à  un  frottement  de  roulement,  ou  de 


it.  • 


.'.•'   j' 
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la  seconde  espèce,  dont  riniensité  est  beaucoup  moindre  que 
celle  de  la  première  (7),  surtout  pour  les  corps  métalliques 
et  très-durs  qu'on  emploie  dans  ces  sortes  de  systèmes.  Une 
s'agira,  en  effet,  que  d'établir  one  relation  convenable  entre 
les  rayons  p  et  r,  pour  que  l'angle  9  soit  supérieur  ou  tout  au 
plus  égal  à  celui  qui  répond  à  l'amplitude  des  oscillations. 

Quant  au  cas  où  le  mouvement  de  rotation  est  continu,  il 
n'y  a  évidemment  aucun  avantage  sensible  à  difiînuer  l'angleS; 
aussi  donne-t-on  alors  au  rayon  r  des  coussinets  une  valeur 
qui  ne  surpasse  celle  du  rayon  des  tourillons  que  de  la  quan- 
tité strictement  nécessaire  pour  le  jeu,  disposition  qui  aTavan- 
tage  d'augmenter  la  stftbilîté  du  mouvement  et  d'éviter  des 
secousses  nuisibles  dans  les  instants  où  il  y  a  intermittence 
d'action  des  forces. 

Frottement  des  pivots,  des  épaulements  des  axes. 

37.  Moment  et  bras  de  levier  moyen  du  frottement  des 
cercles  et  des  couronnes  circulaires.  —  Soit  NC  [fig*  71  )  l'w^ 
d'un  pivot  cylindrique  terminé  par  une  base  circulaire  ah,  qui 

Fig.  71. 


s'appuie  sur  le  fond  plan  de  rencaslremcnt  abef  d'une  cm' 
paudine,  contre  les  bords  duquel  il  est  épaulé  latéralement; 
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apposons  que  la  résultantes  générale  des  forces  qui  agissent 

ur cet  axe  soit  décomposée  en  deux  autres  dirigées,  Tunesui- 

ant  ce  même  axe,  l'autre  perpendiculairement  à  sa  sur^ce  : 

elle-ci  donnera  lieu  à  un  frottement  dont  l'intensité  el  le  mo- 

^nl: pourront  se  calculer  comme  on  Ta  expliqué  (Si)  pour  les 

]|^Uons.  Quant  à  la  priuiière,  que  nous  noinmerons  N,  et 

ujeil  censée  agir  de  N  vers  C,  elle  produira,  sur  la  tête  ab, 

né  résistance  qui  aura  pour  valeur  absolue  f^»/  étant  le 

oefficienl  du  frottement  pour  les  substances  en  contact,  mais 

ont  le  bras  du  levier  n'est  pas  connu  a  priori. 

Tour  le  détermineir^éé  i^ppose  la  pression  N  distribuée 

niformément  sur  totales  p<|fnts  de  \à  base  ab,  c'est-à-dire 

roportionnelhment  à  l'étendue  de  chacun  de  ses  éléments  ; 

insi,  nétani  la  pression  %ur  lîunité  de  surface,  celle. qui  se 

apporte  au  une  couronne  ou  zone  annulaire,  limitée  par  les 

ayons  p  et  p-^-dp,  sera  représentée  par  alfiTiprfp,  le  frotte- 

oent  de  cette  couronne  par  2fm:pdp  et  le  moment  de  ce  frot- 

cmentpar 

nfnr.^dp, 

.'étant le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Intégrant  ce  moment  depuis  une  valeur  quelconque  r'  de  p 
usqu'à  une  autre  valeur  égalé  à  r,  on  aura,  pour  le  moment 
oial  du  frottement  deja  couronna  compris#entre  les  cercles 
lu  rayon  r  et  r',        4J 


ifnn  f     p^dp-=  \fnr.  (  r^  -  r"< 

^       Jr' 


) 


•»/ 


^ais  la  surface  de  cette  couronne  est  mesurée  par7r(r^— r'^), 
"l  son  frottement  totiil  par 

^OKimant  donc  x  le  bras  de  levier  moyen  de  ce  dernier  frotte- 
"^em,  on  aura 

« 

d'où 

2  r*  —  r'*       2  r^-h  rr'  -h  r'^ 


X  =: 


3  r^—/'-       3         r-4-r' 
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En  représentant,  de  plus,  par  /  la  largeur  de  la  couronne,  e 
par  r,  le  rayon  de  son  cercle  milieu^  il  viendra 

/ 


r=ri-^^l,     r'=:i\  —  \l    et    x=ri-{- 


i2r, 


ce  qui  montre  qu'on  pourra,  sans  erreur  sensible,  prendra  r 
pour  aï  toutes  les  fois  que  /sera  petit  par  rapport  à  r,. 

38.  Frottement  des  pivots  de  différents  genres.  —  Dans  le  cas 
particulier  où  la  base  du  pivot  est  un  cercle  entier  de  rayon 
p,  r'  étant  nul  et  r  =  p,  on  a  simplement 

X  =|p. 

Ayant  ainsi  la  valeur  du  bras  de  le^er  moyen  du  frotiement, 
il  ne  s'agira  plus  que  de  le  multiplier  par /N  pour  avoir  le 
moment  même  de  ce  frottement;  et  si  l'on  veut  apprécier  di- 
rectement la  quantité  de  travail  qu'il  détruit  pendant  une  ré- 
volution entière  de  l'axe,  il  ne  restera  évidemment  qu'à  mul- 
tiplier ce  moment  par  27r.  Enfin,  si  l'on  veut  remplacera 
considération  directe  du  frottement  par  celle  d'une  force X 
tangente  au  cylindre  extérieur  du  pivot,  donir  est  le  rayon  ei 
qui  serait  capable  de  développer  le  même  travail,  il  suffit,  danî 
le  cas  général  d'une  couronne  circulaire,  de  poser 


d'où 


''-'       \         r[r-r-r'}J 


pour  rexpression  de  lu  valeur  moyenne  de  ce  frouement 
censé  agir  à  Texlrémiié  du  rayon  r. 

il  arrive  quelquefois  que,  dans  la  vue  de  diminuer  le  iravai 
du  frollemenl  ou  son  bras  de  levier  moyen  ,  on  lerndin 
(//g*.  7Si)  sa  base  par  une  calolle  sphériquc,  qui  elle-même r€ 
|)0se  sur  une  partie  convexe  du  fond  de  la  crapaudine.  Da^ 
d'autres  cas  (fig.  78),  les  rebords  de  cette  crapaudine  son 
supprimés  et  le  pivot  se  trouve  terminé  par  une  portion  cc 
nique  raccordée  par  une  calolle   sphérique  plus  ou  moin 
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grande,  et  qui  s'engage  flans  une  cavité  pratiquée  sur  la  pièce 
servant  de  crapaudine.  Enfin  souvent  aussi  c'est  la  crapau- 


diae  qui  forme  le  pivot,  tandis  que  l'axe  lui-même  porte 
l'encasu^ment  de  la  tête  de  ce  pivot,  disposition  qui  offre 


l'wantage  de  préserver  la  surface  frottante  des  poussières  qui 
'poorraient  s'y  déposer  lorsque  l'axe  est  vertical,  et  l'inconvé- 
Bleiit  de  laisser  expulser  facilement  l'enduit*').  Dans  tous  ces 


,     CjSoarenl  on  inlarpoae,  entre  le  fond  de  la   crapaudine  el  lajiWot,  une 

^mflUftiiQ^e  en  acier  qui  diminue  les  chance*  de  grippa  ment.  DlTenes  diipo. 

,  '  wHil,  «Aitniei  aoiule  nom  de  crapaudines  hj-drnulî^uet,  de  crapaudiHes  atmO' 

'    '^^ifmi UDt  eiqplojéeB  aujourd'hui  poorsoulnger  levain,  en  diminuant  ta 

^PTMtteile  de  l'arbre.  Ce  résultat  est  obtenu  soit  en  faisant  armer,  entre 

"ptiaetle  pirot,  de  l'eau  a  forte  pression,  soit  en  emprisonnant  de  l'air  entre 

MW  clocha  fixée  à  l'arbre  et  le  fond  de  la  crapaudine.  (K.) 
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cas,  il  sera  sufTisamment  exact,  vu  1^  faible  étendae  de  celle 
surface,  de  prendre  pour  bras  de  levier  moyen  delà  résisUDce 
/N  les  !  du  plus  grand  rayon  au  bout  duquel  elle  agit  '-;.  Qiunt 
au  bras  de  levier  moyen  du  frotiement  qui  provient  des  pres- 
sions transversales  ou  perpendiculaires  à  Taxe,  on  le  suppo- 
sera égal  à  la  distance  de  cet  axe  au  centre  de  graviié  de  li 
partie  frottante  du  pi  vol,  comprise  enire  deux  génératrices  1res- 
rapprochées,  ce  qui  revient  à  admettre  que  ces  pressions  se 


'  ' ,  En  supposant  que  chaque  couronne,  élémentaire  et  concentrique  à  l'axe 
fie  la  surface  frottant^f,  soit  cbar^;ée,  suivant  la  direction  de  cet  axe.  d'une  frac- 
tion tiji  >  proportionnelle  à  l'étendue  de  sa  projection  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  <:it  même  axe  (/voir  à  la  fin  de  cette  Secti>a,  la  Note  II,  lelatiTe  an 
frotUirnent  de  la  vis),  supposition  qui,  ici,  doit  être  sensiblement  conforme 
aux  rrfl'ets  naturels,  puisque  la  pression  normale  est  évidemment  nulle  sur  les 
éléments  verticaux  ;  nommant  d'ailleurs  r  et  r'  les  rayons  extrêmes  de  la  partie 
conique  et  frottante  du  pivot,  R  le  rayon  de  la  calotte  sphérique  qui  la  tenaioe 
et  se  raccorde  êan^rentiellemcnt  avec  elle;  observant  enfin  que  c'  est  lertvoD 
de  la  base  de  cette  calotte,  on  trouve,  pour  le  moment  du  frottement  de  la 
partie  tronçon ique, 

et  pour  celui  de  la  calotte  sphérique 


r 


•' 


ajoutant  entre  eux  ces  moments  et  négligeant  les  puissances  de  — •  supérieures  a 

la  deuxième,  il  viendra,  pour  le  moment  total,  dans  le  cas  où  R  surpaiêede 
beaucoup  r', 

Ces  résultats  ne  seraient  plus  applicables  évidemment  au  frottement  dès  robi- 
nets, des  cônes  de  friction,  dont  la  plus  petite  base  n'est  pas  soutenue,  ^i' 
conviendrait  alors  de  recourir  à  la  théorie  du  coin,  pour  obtenir  les  pressions 
normales  et  les  frottements  sur  chaque  zone  élémentaire. 


r 
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rouyeni  distribuées  uniformément  sur  tous  les  points  d'appui 
e  cet  élément  superficiel. 

39.  Frottement  des  épaulements  des  arbres,  des  anneaux, 
ondelles,  elb.  —  Ordinairement  les  arbres  des  roues,  surtout 
orsqu'ils  sont  en  bois  (Jig.  74),  sont  beaucoup  plus  gros  que 

Fig.  74. 


leurs  tourillons,  dont  le  diamètre^t  la  saillie  sont  réduits  au- 
lantque  le  permet  la  solidité,  afin  de  diminuer  le  bras  de  le- 
nerdu  frottement,  qui  joue  un  rôle  essentiel,  comme  on  Ta 
i^u;  il  arrive  ainsi  que,  quand  les  arbres  sont  sollicités  par  des 
orces  agissant  dans  le  sens  de  leur  axe.  Tune  des  faces  qui  les 
^minent  vient  s'appuyer  latéralement  con^e  les  coussinets 
'4»  et  y  produit  un  frottement  dont  le  bras  de  levier  moyen 
ïevra  être  calculé  par  la  formule  (37) 


«^ 


i2r, 


^tanl  la  largeur  moyenne  de  la  couronne  frottante  sur  Tépau- 
cmenide  Tarbre  et  r,  le  rayon  du  mili.eu  de  cette  couronne  ; 
^^  voit  combien  il  importe  de  diminuer  chacune  de  ces  gran- 
leurs. 
Dans  les  machines  bien  construites,  on  réduit  {Jig.  ']5  et  76) 
^épaulements  ou  parties  frottantes  de  Tarbre  à  des  bourrelets 
^^ anneaux  ce',  66',  dont  le  diamètre  excède  de  très-peu  celui 
'esiourillons  cb'  ou  dd',  soii  que  d'ailleurs  ces  anneaux  fassent 
-oppsavec  Tarbre,  soit  que,  détachés,  ils  forment  ce  qu'on 
^omme  des  rondelles,  dont  on  superpose  souvent  plusieurs, 
î^and  on  veut  éviter  l'influence  des  résistances  accidentelles 


^V    3o4 
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qui  pourraient  s'opposer  au  mouvemenl  de  l'une  d'^nUeelU 
Quelquerois  aussi  on  mainlieni  un  jeu  invariable  eiilre  U 
épaulements  des  arbres  el  des  coussinels,  au  mo^en  de  ta 
forts  coniques  ou  annulaires  pratiqués  sur  le  pourtour  ji 


ebil 


tourillons,  et  qui  olïrent  uo  vide  en  dessous,  afin  que  le 
de  levier  du  froliement  langeiiiiel  de  ceux-ci  ne  soit  pas  il 
tilemeiit  accru. 

Lorsque  l'arbre  est  soumîs.à  des  efforts  considérables d( 
le  sens  de  son  axe,  il  vaut  mieux  terminer  les  tourillons^ 
une  partie  arrondie,  formant  pivot  et  s'appu^aiii  contre. 
épaulemenlestérieup;  il  en  résulte,  en  effet,  qu'on  peut 
minuer,  pour  ainsi  dire  à  volonté,  le  bras  de  levier  dyft 
ment.  Enfin,  dans  les  touft  à  tourner,  les  martinets,  eUN 
arrive  ordinairement  qu'on  supprimejBitièrement  Içs  cou 
nets  des  tourillons  en  faisant  porter Tarbre  uniqueàlem 
les  pointes  des  pivots,  qui,  s'usani  très-vite  alors,  detnand 
que  les  épaulements, ^poupées  ou  supports,  soient  fréqus 
ment  resserrés  au  moyen  de  coins  ou  de  vis  cle  jiression. 

Lorsque  de  grandes  pièces  planes  telles  que  les  écrousi 
grosses  vis,  certains  plateaux  ou  ponts  tournants,  etc.,  doi' 
porter  sur  des  épaulements  en  des  points  situés  à  une  cert^ 
distance  de  l'axe  de  rotation,  on  diminue  le  bras  de  levier' 
frottement  et  son  intensité  en  inlfirposant,  entre  ces  plaie 
el  ces  épaulements  {^g.  77),  une  bande  annulaire  en  fer 
concentrique  à  cet  axe,  glissant  dans  une  crapaudine  à  rebi 
en  cuivre,  qu'un   maintient  pleine  de  graisse.  QuelqueH 


J 
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aussi  on  substitue  l'emploi  des  galets  ou  roulettes  à  celui  de 
labandeannulaîrey  ainsi  qu'on  en  a  des  exemples  dans  les  ponts 
tournants  nouvellement  établis  sur  le  canal  Saint-Martin,  à 

Fig.  77. 


Paris,  et  dans  plusieurs  autres  systèmes  employés  dans  les 
constructions  publiques  et  les  machines;  c'est  pourquoi  nous 
entrerons  dans  quelques  détails  sur  la  théorie  de  la  résistance 
de  ces  roulettes,  qui  sont  sujettes  à  des  inconvénients  fort 
graves  lorsqu'on  leur  donne  de  petites  dimensions,  inconvé- 
nients auxquels  on  n'accorde  pas  assez  d'attention,  et  dont  le 
principal  consiste  en  ce  que,  s'usant  inégalement,  elles  finis* 
sent  bientôt  par  ne  plus  tourner. 

Résistance  des  rones  et  ronlettes  (  *  ). 

W.  Résistance  des  roulettes  à  axe  fixe,  —  Soit  une  roulette 
i  axe  fixe  C  (yîg*.  78),  portant  une  charge  P  posée  sur  un  pla- 
teau AB  que  fait  mouvoir  horizontalement  la  puissance  F;  il 
est  évident  que  cette  puissance  n'aura  autre  chose  à  vaincre 
<p]e  le  frottement  de  glissement  en  C  et  de  roulement  en  T, 
dont  le  dernier  provient  de  la  charge  P  et  l'autre  de  la  résuU 
laDtede  cette  charge,  du  poids  de  la  roue,  que  nous  nomme- 
rons/?,  et  de  la  puissance  F,  résultante  qui  a  ici  pour  valeur 

v'fP -h  p)' H- F*.  Si  la  roulette  n'avait  pas  la  liberté  de  tourner 
autour  de  son  axe  C,  le  frottement  développerait  en  T  une 


(*)  ViÀr^  au  sujet  de  ce  chapitre,  la  Note  du  n*'  7  qui  donne  des  indications 
"lentes  pour  permettre  d'appliquer  à  ces  questions  la  théorie  du  frottement 
^ 'oalement  d'après  les  résultats  de  Dupuit. 

Poar  plus  de  détails,  consulter  le  Cours  lithographie  de  Mécanique  appliquée 
professé  à  r École  des  Ponts  et  Chaussées  par  M.  Bélanger,  et  le  Traité  de  la 
dynamique  des  systèmes  matériels^  du  même  auteur.  (Paris,  i8ôG.)  (K.) 
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actuelles,  pour  le  travail  de  la  puissance  F  le  long'de  e^ 

et  par  suite 

ce  qui  montre  que  l'effort  de  la  puissance  décroît  indéfiniment 
à  mesure  que  le  rayon  de  la  roulette  augmente,  soit  d'une 
manière  absolue,  soit  par  rapport  à  celui  de  Tessieu. 

Toutefois  la  relation  ci-dessus  suppose  que  la  roulette  soit, 
ainsi  que  le  plateau  A6,  convenablement  dressée  et  qu'elle 
tourne  en  effet,  ce  qui  exige  notamment  que  le  frottement 
direct /P  en  T,  par  l'intermédiaire  duquel  la  puissance  F 
transmet  son  action  à  cette  roulette,  et  qui  agirait  seul  dans  le 
cas  où  celle-ci  serait  immobile,  n'ait  pas  une  valeur  au-dessous 
de  la  quantité 

R      -^         R 

Or  le  mouvement  de  rotation  serait  infailliblement  empêché 
si  le  plateau  ou  la  roulette  contenait^  par  suite  de  l'user  ou 
d'accidents  quelconques,  des  aspérités  ou  inégalités  assez 
fortes  pour  que  le  moment  de  P,  par  rapport  à  C,  l'emportât 
sur  celui  du  frottement /P. 

^1.  Influence  des  inégalités  du  sol  sur  le  mouvement  des 
^ulettes.  —  Considérant,  par  exemple  {fig»  79),  un  obstacle 
solide  placé  en  û,  en  arrière  de  T  par  rapport  à  F,  dont  h  soit  la 
saillie  ab  sur  la  circonférence  de  la  roulette,  et  /  la  distance  «T 
au  point  T,  on  remarquera  que  le  roulement,  au  lieu  de  se 
faire  autour  de  ce  dernier  point,  tend  à  s'effectuer  autour  de  a, 
^^  sorte  que  la  puissance- F,  qui  agit,  au  premier  instant,  avec 
le  bras  de  levier  CT  =  C6  =  R,  doit,  par  l'intermédiaire  du 
frottement /P,  qui  se  développe  au  pointa^  vaincre  ou  sou- 
lever la  charge  P,  qui,  elle-même,  agit  en  ce  point,  avec  le 
l^ras  de  levier  CD  =  aT  =  /  par  rapport  à  l'axe  C;  ce  qui  aug- 

''ûente,  à  ce  premier  instant,  la  résistance  /'  (P  -+-  p)  ^  due  à 

20. 
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■axe  C,  de  la  quantité 


lA  éiani  censé  Irés-pelil  par  rapport  à  R.  On  aura  donc  alors 


"=¥+/- 


^  =  Vf 


K        ' 


en  négligeant  la  considération  du  frottement  de  seconde  es— | 
pèce,  qui  se  développe  en  a,  par  suite  du  mouvement  relali  f^ 
du  plateau  et  de  la  roulette,  et  dont  la  vitesse  virtuelle  es-*' 
nulle  ou  infmiment  petite  par  rapport  à  celle  de  ce  plateau. 


Si-cette  valeur  de  F  était  supérieure  au  frottement  dire;  4 
fP,  qui  se  produit  en  a,  dans  le  cas  où  la  roulette  demei»*" 
immobile,  il  arriverait  effectivement  qu'elle  ne  tournerait  pal 
et  que  la  résistance  se  trouverait  mesurée  simplement  porfU 
comme  dans  le  glissement  ordinaire  des  corps  solides. 

Quant  à  la  quantité  de  travail  que  doit  dépenser  F,  pal 
vaincre  l'obstacle,  ou  pour  amener  6  en  T,  elle  est  évldef 
ment  mesurée  par 


PA -i-/'(P  + /»)^arc  frT^  PA  H-/' (P -h/.)  r 


ctangg 


le  cbemin  qu'a  décrit  son  point  d'application  a  dans  sa  difl 
lion  propre  étant  égal  à  «T  =  /,  on  voit  que  cela  supposeT 


3o9 


APPLIQUÉE  AUX  MACHINES. 

sa  part,  un  effort  moyen  mesuré  par 

-y-  +/'(P  -^  p)  j  arciangg 

h  étant  toujours  négligeable  vis-à-vis  de  aR. 

D'ailleurs  la  quantité  de  travail  ci-dessus  n'est  pas  tout  en- 
tière perdue  pour  la  roulette,  et  il  est  même  aisé  de  voir  que, 
lorsque  l'obstacle  aura  franchi  le  point  T,  une  partie  de  ce 
travail,  mesurée  par  P/i,  sera  Testituée  pendant  la  descente 
de  P;  mais,  comme  Tobstacle  ne  peut  atteindre  ou  quitter  le 
plateau  sans  qu'il  y  ait  un  choc,  on  voit  que  l'irrégularité  du 
mouvement  produira  nécessairement  une  perte  de  force  vive 
appréciable  et  que  nous  enseignerons,  par  la  suite,  à  calculer, 
sans  compter  qu'il  arrive  bien  des  cas  où,  le  mouvement 
d'ascension  du  plateau  étant  gêné  par  des  obstacles  invinci- 
bles, il  se  produit  des  arc-boutements  donnant  lieu  à  des  ré- 
sistances qui  peuvent  n'avoir  aucune  limite,  ou  qui,  tout  au 
moins,  rendent  impossible  la  rotation  de  la  roulette. 

4-2 .  Résistance  des  roues  et  roulettes  à  axe  mobile.  —  La 
plupart  de  ces  remarques  sont  applicables  au  cas  d'une  roue 

Fig.  80. 


P-rp 


(y*g«8o),  sollicitée  par  une  puissance  F  appliquée  directe- 
ment à  son  essieu  C,  qui  alors  ne  tourne  pas,  mais  est  trans- 


3lO  COUKS   DK    MECANIQUE 

porté  parallèlemenl  au  sol  de  niveau  AB  en  mèDie  lenips  qiae 
celle  roue. 

Nommani  loujours  P  la  charge,  qui  ici  repose  direciemenj| 
sur  l'essieu,  ei  p  le  poids  propre  de  la  roue,  on  aura  évidem-- 
ment 


\'e  = 


K 


+f^eslV'  +  V;     Fr^ 


si  F'  peut  être  négligé  vis-à-vis  de  P'  sous  le  radical. 

Dans  le  cas  d'un  obstacle  solide  quelconque  ab,  interpose 

entre  le  sol  et  la  circonTérence  de  la  roue,  il  faudrait,  comme 

(P  -^p) 
ci-dessus,  remplacer  le  terme  A  —i^—  ?■"■ 


ou  par 


CT 


=  {P  +  f) 


/ 


/M2U  +  /,1 


^(p-.)VÏ- 


Dans  ces  expressions  h  est   loujours  r 
deR,  et  mesure  la  saillie  de  6sur  AB,  si  l'obstacle  fait  partie  dl 
sol,  la  rotation  tendant  alors  à  s'opérer  autour  de  b,  ou  la  saill  ■ 
de  a  sur  la  circonférence  de  la  roue,  si  l'obstacle  fait  partie  t 
cette   roue  et  que    la  rotation  tende  à  s'opérer  autour  ( 
pointa. 

Ces  expressions  apprennentd'aiileurs  que  l'effort  à  employa 
pour  surmonter  l'obstacle  décroît  en  raison  directe  de  /l 
cela  fait  dire  quelquefois  que  la  puissance  des  ro 
porlionnelle  à  la  racine  carrée  de  leur  rayon  ( '  ). 

43.  Limite  à  laquelle  le  roulement  cesse  d'avoir  lieu  e 
glissement  commence.  —  La  condition  pour  que  les  rouB 


(')  On  trouve  .lans 
imlura.  (K.) 
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essieu  cheminant  le  long  d'un  plan  AB  (Jig.  80)  glissent,  sans 
tourner,  sur  ce  plan,  est  toujours  exprimée  par  l'inégalité 

OU 


R     «^    R  (P  +  /?) 

Or  cette  circonstance  arrive  quelquefois,  même  pour  les 
roues  de  voitures  ordinaires,  quand  ces  roues  sont  basses, 
mal  graissées,  et  cheminent  sur  un  sol  parfaitement  uni,  no- 
tamment sur  un  sol  recouvert  de  glace  ou  de  neige  battue, 
pour  lequel  la  valeur  de/peut  se  réduire  à  o,  0140.  Supposant 
par  exemple 

P  22       ^,  ^         ^         Ti  a 

(TT7)  =  ^'   /=«'•»'    R  =  54'    «  =  '''^' 

on  aura 

F 

p-_— =i,67A  H- 0,0044, 

6UI  faudra  que  cette  quantité  surpasse  o,oi4  pour  qu'il  y  ait 
glissement  sans  roulement,  ce  qui  exige  que  A  soit  supé- 
rieur à 

0,6(0,014  —  0,0044  }  =  o,oo58, 

résultat  qui  ne  présente  rien  qu'on  ne  puisse  admettre.  C'est 
^'^Uleurs  à  cette  prépondérance  delà  résistance  au  roulement, 
Qui  est  encore  augmentée  par  l'épaisslssement  des  enduits 
^^  l'essieu  dans  les  temps  froids,  qu'il  faut  attribuer  l'usage 
exclusif  des  traîneaux  dans  les  pays  soumis  à  des  hivers  d'une 
longue  durée. 

4-4.  Pourse  rendre  compte  apriori  comment  la  condition  ci- 
^^ssus  du  glissement  a  encore  lieu  dans  le  cas  actuel  (•),  bien 


(*)  Lorsque  la  roue  porte  une  saillie  ab\/îg,  80,  n®  42),  telle  qu'un  clou  de 
"AQde,  etc.,  et  que  cette  saillie  vient  à  rencontrer  le  sol  de  niveau  AB,  la  condi- 
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que  la  puissance  F  ne  soit  pas  appliquée  immédiatement  au  j, 

point  de  contact  de  ia  roue  et  du  sol,  il  suffit  de  considérer  que,  > 

si  celle-ci  ne  tournait  pas,  l'effort  F  serait  précisément  égal  à  ■ 
f{P-i-p),  et  que,  si  cet  effort  surpasse  celui 

qui  est  nécessaire  pour  faire  tourner  el  cheminer  à  la  fois  la 
roue,  il  faut  bien  qu'en  augmentant  graduellement  l'énergie  , 
de  la  puissance  F  à  partir  de  zéro  elle  détermine  le  mouve- 
ment de  roulement,  à  l'instant  même  où  celle   énergie  est 
mesurée  par  j 

c'est-à-dire  avant  celui  où  elle  serait  capable  de  vaincre  le 
frottement  direct  f{P  ■+■  p),  qu'on  peut  lui-même  considérer 
comme  composé  de  deux  autres,  dont  le  premier  serait  dû  à 
la  résistance  que  le  sol  oppose  au  refoulement  de  ses  parties, 
en  avant  de  la  roue,  el  le  second  au  simple  glissemenl  lan- 
genliel  de  la  jante  sur  le  fond  de  l'ornière,  glissement  ana-    ' 

lion  pour  qu'il  n'y  ail  pas  {{lissenieiit  ea  a  eit  évidemment  I 

Mais  ai  l'obsWcle  solide  ab  faisait  partie  du  soi,  il  faudrait,  pour  quQ  li  ron" 
pitl,  nu  premier  instant,  tourner  autour  du  point  d'appui  b  sans  glisser  le  looS 
du  plan  langent  en  ce  point,  qu'on  eût  (19),  «  mesurant  d'ailleurs  l'aDgle  d'î"'      , 
clinaisoQ  du  même  plan  aiec  l'horizon,  J 


/lan(i«' 


FXP^j.)*"''^''--^,     d'où    ^^[_P_+f)'"G  — ^ 

pour  qu'dle  ne  tende  pas  à  glisser  en  deaceudant,  la  valeur  de  F  éunlici 
éiidemment 

F  =  (P-r-/.)Un{j=,-i-/'^v'F^ 


r 


rii6 

,  affi- 


lant 


toti 
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logue  h  celui  qui  aurait  lieu,  si  la  roue  ne  faisait  simplement 
que  tourner,  autour  de  son  axe  et  au  même  point  du  sol,  sous 
la  pression  P  4-/>. 

La  dépense  de  travail  que  suppose  le  refoulement  des  par- 
ties situées  en  avant  de  la  roue  étant,  en  elle-même,  indé- 
■ 

pendante  du  mode  par  lequel  ce  refoulement  s'opère,  on  voit 
€|ue,  à  circonstances  semblables  d'ailleurs,  la  résistance  qui  lui 
correspond  doit'  être  aussi  mesurée  de  la  même  manière, 
soit  qu'il  y  ait  du  non  roulenient,  c'est-à-dire  par  la  formule 

A'  — îT"^»  ^^"s  laquelle,  sans  doute,  il  conviendra  d'attri- 

fouer  à  A',  pour  beaucoup  de  cas,  unèriyï^eur  un  peu  plus  forte 
que  celle  qui  se  rapporte  à  l'hypoth&^du  roulement.  Quant 
à  l'autre  partie  de/(P  -+-/?)  qui  se  rapporte  au  simple  glisse- 
ment t&ngentiel  de  la  roue  censée  tourner  sur  elle-même  sans 
cheminer,  on  peut  continuer  à  la  représenter,  d'après  ce  que 
l'on  donnait  de  la  résistance  des  tourillons,  par  une  expres- 
sion de  la  forme/,  (F -h/>),  dans  laquelle /i  a  une  valeur 
moindre  que/;  on  aura  donc,  pour  la  résistance  totale  de  la 
roue  traînée  directement  sur  le  sol, 

On  doit  concevoir  parfaitement,  d'après  cette  discussion, 
comment  la  condition  ci-dessus 

/(p  +;,)  =  ou  >  MP_î:Z)  +/'  1.  ^F^rpi 

^J'ffit,  et  au  delà,  pour  assurer  à  la  fois  le  mouvement  de  rota- 
^on  et  de  roulement  le  long  du  chemin  ;  car,  la  constante  A' 
^î«nt  tout  au  moins  égale  à  A,  on  voit  que  la  condition  se  réduit 
^^ïïiplement  à  celle-ci  : 

/  (F  +  /i  )  ^  ou  >/  ^  n/FmHPS 

Sur  laquelle  on  retombe  directement  quand  on  soumet  géné- 
^lement  au  calcul  la  question  du  mouvement  des  roues,  en 
^oani  compte  des  diffïérentes  forces  de  compression  ou  de 
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réaction  qui  se  font  équilibre,  lani  sur  ces  roues  elles-mème^ 
quesurleursessieux.il  nous  suffil  ici  d'avoir  présenté,  sur  1^ 
théorie  de  la  résistance  des  roues  et  roulelies,  quelques  no^ 
lions  préliminaires  qui  peuvent  recevoir  des  applications  utiles 
dans  le  calcul  des  machines. 

45.  Usage  des  galets  ou  roulettes  pour  diminuer  la  résil- 
tance  des  pièces  frottantes  des  machines.  -^  En  se  servani 
des  données  qui  précèdent,  on  sera  en  état  de  calculer  a|>- 
proximalivemenl  la  résistance  que  présentent  les  galeis  el 
rouleties  employés  pour  diminuer  le  frottement  direct  des 
corps  en  mouvement  les  uns  sur  les  autres,  roulettes  qui  forl 
souvent  portent  une  gorge  angulaire  destinée  à  embrasserles 
languettes  saillantes  qui  constituent  alors  le  chemin,  et  dooi 
les  rebords  empêchent  le  système  de  dévier  laléralemeni.  On 
voit,  par  exemple,  que  s'il  s'agit  de  pièces  douées  d'un  mou- 
vement reciiligne,  telles  que  celles  dont  il  a  été  question  aiiï 
n"  30  el  suivants,  et  qui  seraieni  dirigées,  dans  ce  mouve- 
ment,  par  des  roulettes  adaptées,  soità  ces  pièces  elles-mêmes, 
soit  aux  guides,  on  n'aura  autre  chose  à  faire  qu'à  calculeri 
comme  on  l'a  indiqué  dans  ces  numéros,  la  pression  que  sup- 
porle  tant  l'axe  que  le  point  d'appui  de  chaque  roulette,  puis 
a  rechercher,  d'après  les  considérations  précédentes,  les  ré- 
sistances auxquelles  elles  donnent  lieu  respectivement,  pour 
les  substituer,  dans  l'équation  d'équilibre  du  n°  30,  aux  résh 
tances /N,/N'  qui  résulteraient  du  froilemenl  direct, 

Quant  au  cas  où  les  roulettes  se  trouveraient  interposées 
entre  deux  pi  a  tes- formes,  dont  l'une  fixe  et  l'autre  mobile 
lour  d'un  axe  donné,  il  ne  présentera  pas  de  difficultés  pi" 
grandes,  si  les  chapes  des  roulelies  font  corps  avec  l'une* 
l'autre  de  ces  plates-formes;  car,  quelle  que  soit  la  manié 
dont  se  distribue  la  pression  sur  le  système  de  ces  rouletli 
on  sera  en  état  d'évaluer  la  résistance  absolue  ou  totale  da 
le  sens  propre  du  chemin  décrit  par  le  point  de  la  plale-foraK 
mobile  qui  répond  au  milieu  de  leur  axe,  ei  il  ne  s'agira  ph 
que  de  multiplier  celle  résistance  par  ce  chemin  ou  par! 
distance  à  l'axe  de  rolation  général  du  système  pour  oblfW* 
le  travail  ou  le  moment  par  rapport  a  ce  même  axe. 
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En  effet,  conservant  les  dénominations  des  n"**  41  et  tà^ 
n  aura  approximativement,  pour  chaque  roulette  en  parti- 
ulier, 

i  la  chape  fait  partie  de  la  plate-forme  mobile,  ou 

»  elle  est  liée  à  la  plate-forme  fixe.  P  étant  ici  la  pression 
ndéterminée  supportée  par  la  roulette  de  la  part  de  cette 
iernière,  il  sera  impossible  de  calculer  sa  résistance  indivi- 
luelle  F  ;  mais,  si  Ton  fait,  pour  chaque  cas,  la  somme  de  toutes 
les  résistances  semblables,  on  aura,  dans  le  premier, 

et,  dans  le  second, 

2F  =  ^2{P)+/'g2(P+/>). 

relations  dans  lesquelles  Tindétermination  n'existe  plus, 
puisque  2(P]  indique  la  somme  des  pressions  supportées  par 
les  roulettes. 

W.  Galets  de  plates^f ormes  tournantes.  —  Il  arrive  souvent 
ei  il  convient  même,  pour  éviter  la  résistance  sur  les  essieux 
dé  roulettes,  que  ceux-ci  soient  rendus  indépendants  des 
deux  plates-formes,  et  alors  le  roulement  s'opère,  sur  chacune 
^'elles,  comme  dans  le  cas  du  n^'lO,  si  ce  n'est  que  les  essieux 
<ionnent  ici  lieu  à  un  excès  de  résistance,  dont  l'intensité  est 
en  quelque  sorte  indéterminée  et  dépend  bien  moins  de  la 
pression  réciproque  des  plates-formes  que  des  accidents  par- 
ticuliers ou  des  imperfections  que  présentent  la  surface  des 
roulettes  et  les  surfaces  d'appui,  qu'on  a  soin  d'ailleurs  de 
revêtir  de  bandes  ou  ornières  de  fer  saillantes. 

En  effet,  les  galets  ne  peuvent  point  ici  être  entièrement 
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libres  ou  privés  d'essieux  qui  Jes  dirigeni  dans  leur  course, 
attendu  que  le  moindre  obstacle,  les  faisant  cbeminerinégale- 
ment  ei  dévier  de  leur  roule,  ils  s'embarrasseraient  nmiuelle^ 
ment  et  seraient  plus  nuisibles  qu'utiles.  Afin  donc  d'as5 
Ma  direction  de  leur  mouvement,  on  les  relie  enlte  ,— 
par  deux  grands  anneaux  en  fer,  concentriques  à  l'axeigé» 
nérai  et  auxquels  s'adaptent  transversalement  les  boiilo» 
ou  essieux;  ces  anneaux  sont  d'ailleurs  eux-mêmes  reliésà 
l'axe  dont  il  s'agit  par  des  bras  qui  ont  la  liberté  de  jouef  i 
frottement  doux  sur  son  contour.  Quelquefois  même  cesffli- 
neaux  ou  chapes  générales  sont  articulés  au  droit  de  chaque 
essieu  de  roulette,  afin  d'éviter  toute  espèce  de  gène  dansl» 
mouvement;  mais,  à  moins  d'une  exécution  parfaite  et  ds 
soins  minutieux  qu'on  n'apporte  guère  à  l'entretien  des  rou^ 
lettes  et  des  bandes  frottantes,  on  ne  doit  pas  s'attendre  à  U 
suppression  complète  du  frottement  des  axes,  qui  d'aillem 
ont  à  supporter  le  poids  des  systèmes  de  chapes  et  de  la 
moitié  environ  des  bras  qui  les  relient  à  l'axe  de  rolattM 
général.  Nommant  q  ce  poids,  q'  celui  qui  charge  la  couroni» 
frottante  par  laquelle  les  bras  sont  réunis  à  l'axe  en  questioDi 
on  aura  évidemment,  pour  la  résistance  totale  X  d'un  pareil 
système,  rapportée  au  cercle  milieu  des  axes  de  roulelliS 
d'un  rayon  p. 


A' 


en  conservant  les  conventions  et  dénominations  précédentes, 
et  supposant  d'ailleurs  la  puissance  appliquée  au  plateau  louf 
nant,  ce  qui  est  convenable  si  l'on  tient  à  diminuer  l'intensité! 
absolue  de  la  résistance  en  augmentant  le  chemin  décrit  p»! 
le'  point  d'application  de  la  force  motrice,  et  si  l'on  veut  éviitf 
en  même  temps  les  efforts  de  traction,  assez  grands  et  varil- 
bles,  que  supporteraient,  dans  le  sens  du  chemin  qu'il 
crivent,  les  axes  de  roulettes,  si  cette  force  était  immédisW 
ment  appliquée  aux  anneaux  des  chapes. 

Telles  sont,  au  surplus,  les  dispositions  fort  ingénieusdi 
adoptées  pour  la  manœuvre  des  ponts  tournants  du  canal  Saitil' 
Martin,  à  Paris,  dont  nous  donnerons  une  idée  plus  étendH 
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ans  la  partie  de  ce  Cours  consacrée  spécialement  à  l'étude 
es  machines  existantes. 

47.  Usage  des  roulettes  pour  diminuer  la  résistance  des 
mrillons  des  roues.  —  On  emploie  aussi  quelquefois,  dans  la 
ue  de  détermijier  le  frottement  des  tourillons  des  arbres  de 
lachines,  des  galets  sur  le  contour  desquels  on  les  fait  re- 
osef  directement  :  on  en  a  un  exemple  remarquable  dans  la 
lachine  d'Atwood;  mais,  outre  qu'il  n'a  point  été  fait  encore 
'expériences  directes  pour  apprécier,  dans  ce  cas,  la  résîs- 
mce  tangentielle  au  roulement,  on  doit  aussi  remarquer  que 
3s  chances  de  déformation  des  surfaces  doivent  être  ici  bien 
lus  grandes  que  dans  ceux  qui  précèdent,  attendu  que,  à  con- 
istance  égale  des  matières,  les  impressions  qu'elles  suppor- 
ent  doivent  être  plus  profondes,  et  par  suite  plus  durables. 
Juani  à  cette  résistance  en  elle-même,  on  pourra,  faute  de 
mieux,  en  attendant  des  expériences  concluantes,  la  supposer 

égale  à  la  quantité 

P  R' 

Ai  +  A'^C); 

A  et  A'  étant  des  constantes  censées  dépendre  uniquement 
delà  nature  des  substances  en  contact,  R,  R'  les  rayons  des 
roues,  P  leur  force  de  compression  commune  et  réciproque. 

AP 

Cette  expression  se  réduisant  d'ailleurs  à  —  quand  le  rayon 


(')  Dans  le  cas  d'un  obstacle  très-petit  interposé  entre  les  deux  roues,  et 
^t /serait  la  distance  au  point  de  contact  commun,  la  résistance  tangentielle 
fitotale,  en  supposant,  du  reste.  Tune  de  ces  roues  libre  de  se  soulever  comme 
^^  qui  a  été  considérée  aux  n®^  41  et  42,  aurait  évidemment  pour  valeur 
l'expression 

<N  ne  comprend  pas  d'ailleurs  la  partie  de  la  résistance  provenant  dn  frotte- 
ment des  axes,  s'il  en  existe^  et  à  laquelle  on  arrive  également  en  supposant 
l'obstàele  miiiériel  remplacé  par  une  facette  plane,  commune  aux  deux  roues, 
^  Ui^ar  /et  qui  serait  produite  par  leur  compression  réciproque  sous  la 
clukrge P.  Tloiie  verrons,  dans  la  Section  suivante,  que  la  même  formule  se  pré- 
*vite  quand  il  s'agit  de  mesurer  la  résistance  des  engrenages  de  roues. 


lECANIQDB 

R'  est  itirini,  ou  qae  la  surl'ace  correspondante  se  changeen 
un  plan,  on  se  trouve  conduit  natureliemenl  à  aUribuerà 
chacune  des  constanles  A  et  A'  les  mêmes  valeurs  que  si  le 
cvlindrc  auquel  elle  cori'espond  roulait  simplement  sur  un 
plan  formé  de  la  même  substance  que  l'autre  cylindre;  mais 
il  y  a  tout  lieu  de  croire  que,  dans  la  réalité,  ejles  doivent  êire 
un  peu  moindres,  à  cause  de  la  plus  grande  facilité  qu'oDlb 
surfaces  à  se  dégager  du  fond  de  l'impression  qu'elles  subissent 
par  suite  de  leur  compression  réciproque. 

Dans  le  fait,  ces  suppositions  ne  doivent  être  considériies 
que  comme  des  aperçus  qui  ont  besoin  d'être  vériQéspif 
l'expérience,  et  qui,  en  attendant,  peuvent  fournir  des  in# 
calions  utiles  dans  certains  cas  de  pratique. 

48.  Calcul  de  la  résistance  des  tourillons  à  roulettes.  - 
Pour  montrer  maintenant  le  rôle  que  joueraient  les  galets  it 
tourillons,  s'il  était  permis  de  négliger  leur  résistance  au  roiH 
iement  et  de  faire  abstraction  du  défaut  qu'ils  ont  des'us 
inégalement,  et  d'autant  plus  rapidement  que  les  rayons  fil 
les  arêtes  de  contact  des  couronnes  roulantes  sont  pluspelils, 
nous  supposerons  que  a  {Jig.  8i  )  soit  le  centre  d'un  tourillon, 


de  rayon  r,  sollicité  par  des  forces  dont  la  résultante  gëoéw* 
soit  N  -.  s'il  tournait  dans  un  coussinet  ordinaire,  son  froU** 
ment  serait  mesuré  par/'N,  développant  une  quantité  de  10 
■vail  égale  af^inr,  pour  une  révolution  entière  de  l'arbre^ 
^Mais,  si  l'on  suppose  ce  tourillon  porté  sur  deux  rouleiu* 
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égales  b  et  c,  dont  R  soit  le  rayon  commun  et  p  celui  de  leur 
issieuy  la  pression  N  se  trouvera  décomposée  en  deux  autres 
lassant  par  les  axes  6,  c,  et  qui,  en  supposant  N  symétrique- 
nent  située  par  rapport  à  ces  mêmes  axes,  auroni|4videmment 
)0ur  valeur  commune  la  quantité 

N 
acos|a 

lans  laquelle  a  représente  Tangle  bac. 

Ces  pressions  produisant,  sur  les  axes  b  et  c,  des  frottements 
nesurés  par 

2C0Sja 

oa  voit  que,  en  négligeant  la  résistance  au  roulement,  qui  a 
lieu  en  deie,  la  perte  de  travail  qui  leur  correspond,  toujours 
pour  une  révolution  entière  du  tourillon  «,  sera  mesurée  par 


cosja         R 

puisque  l'arc  développé  aux  points  de  contact  d  et  e,  par  les 
roulettes,  est  égal  à  inr,  et,  par  conséquent,  celui  que  décri- 
vent les  surfaces  des  axes  i  et  c,  à  27rr^-,  donc  aussi  la  ré- 

sisiance  tangentielle  qu'éprouve  à  se  mouvoir  le  tourillon  a, 
et  qui  était/'N  dans  le  premier  cas,  se  trouvera  réduite  à 

/'N      p 


cos^a  R 

<lans  le  second;  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  a  priori,  puisque 
<^eue  résistance  est  la  somme  des  efforts  tangentiels  à  appli- 
quer, en  d  et  e,  pour  vaincre  les  frottements  en  b  et  c. 

49.  Disposition  la  plus  avantageuse  des  roulettes.  —  La  résis- 
^Qce  dont  il  s'agît  et  sa  quantité  de  travail  croissant  d'ailleurs 
^mesure  que  cos|a  diminue,  ou  que  l'angle  6ac augmente  ('), 

C)  On  remarquera  que  le  rayon  p  des  essieux  de  roulettes  a  une  relation 
i^écessaire  avec  celui  r  du  tourillon  de  Tarbre  ;  ce  dernier  supportant  une  près- 
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on  voit  qu'il  importe  de  rappronher  l'un  de  l'autre  les  aies 
b,  c  des  roulettes;   et  c'est  pourquoi,   dans    ceriaias 
on  fait  iinniédialement  porter  {/?g.  82]  le  tourillon  a 


sommité  d'une  roulette  c,  de  façon  que  la  direction  de  ne  soi! 
sensiblement  celle  de  la  résultante  N  des  forces  qui  agissenl 
sur  a;  mais  alors  on  contient  latéralement  ce  tourillon  psr 
deux  autres  roulettes  b  et  b'  dont  la  ligne  des  centres  esl  pw' 
pendiculaire   à  ac.  La  résistance  tangentielle  du  lourilloDii 

se  réduit  ainsi  à  la  quantité/' N^j  ou  la  perte  de  travail,  par 
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révolution,  à/'N27rr:^»  en  conservant  les  mêmes  dénomi- 
nations qui  ci-dessus,  et  supposant  d'ailleurs  que  l'arbre  de  a 
ne  soit  pas  sollicité  par  d'autres  forces  que  N. 

Les  tourillons  de  la  cloche  de  Mute  de  la  cathédrale  de 
Metz  présentent  un  moyen  de  suspension  analogue,  et  qui 
se  trouve  indiqué  par  la  Jig.  82;  mais,  comme  ici  la  cloche 
ne  fait  que  de  courtes  oscillations  de  part  et  d'autre  de  la 
verticale,  les  roulettes  se  trouvent  simplement  remplacées 
par  des  secteurs  circulaires,  dont  ceux  de  droite  et  de  gauche 
sont  dirigés,  dans  leur  mouvement  de  va-et-vient,  par  le 
moyen  d'un  système  articulé. 


> 
1 

L 


Équilibre  du  treuil  en  ayant  égard  au  frottement 
et  à  la  roideur  des  cordes. 

50.  Solution  générale  dans  le  cas  oit  les  forces  sont  com- 
prises dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe,  —  Soit  (^g*.  83  ) 
un  treuil  dont  l'arbre  horizontal  AA'  est  supporté,  vers  ses 

Fig.  83. 


extrémités,  par  deux  tourillons  reposant  sur  les  coussinets 
fixes  A  et  A',  et  sollicité  à  se  mouvoir  par  la  puissance  P  et 
'^résistance  Q,  qui  agissent  par  l'intermédiaire  de  cordes  ou 
^6  courroies  que  nous  supposerons  situées  dans  des  pbns 
Perpendiculaires  à  l'axe  AA';  nommons 

^  le  poids  total  du  treuil,  dont  le  centre  de  gravité  G.  est 

censé  sur  l'axe  AA'; 


r 
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R  el  r  les  rayons  des  rouos,  à  l'exlréniiié  desquels  agissenl 

PelQ; 
p  el  p'  les  rayons  des  lourillons  A  et  A'; 
d  le  diamètre  de  la  corde  solliciiée  par  Q; 
/),  (/,  m  et  /  les  distances  respectives  de  P,  de  Q,  de  M  el  du 

point  d'appui  A  à  celui  A'; 
or  et  |3  les  angles  de  P  el  de  Q  avec  la  verticale  ; 
N  et  N'  les  résultantes  des  efforts  exercés  respectivement  sut 

les  points  d'appui  A  et  A'; 
9  et  9'  les  angles  que  forment  ces  résultantes  avec  la  verticale; 

f 
/,  et  /;  les  valeurs  de  — •         pour  les  tourillons  A  et  A'..,; 

ad*-\-  Arf''»,      .  .  ,        ,  ,.,,., 
-^ la  résistance  occasionnée  par  la  roideurde  lacorile 

qui  s'enroule  du  côté  de  Q. 

On  commencera  par  décomposer  chacune  des  forces  P  elQ 
en  deux  autres,  suivant  la  verticale  et  l'horizonlale,  puis  on 
décomposera,  à  leur  tour,  ces  dernières,  ainsi  que  le  poids  M 
du  treuil,  en  deux  autres  qui  leur  soient  parallèles  el  situées 
dans  les  plans  perpendiculaires,  en  A  el  A',  à  l'axe  du  treuil 
et  à  des  distances  égales  à  la  longueur  de  cet  axe  ;  on  trouvera 
de  celle  manière  : 


Pour  le  point  A  • 


somme  des  composantes  verticales, 
M 

'"  ""  ; 


Qïcosp  +  P£-cosa=Y; 
somme  des  composantes  horizonlaies, 

02sinp-P^sin«  =  X! 
somme  des  composantes  verticales, 

M — -. ^Q — T-^cosp  +  P' — ^cos«=i' 

Pour  le  point  A'  / 

1  somme  des  composantes  horizontales, 
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In  aura  donc,  en  observant  que  les  résultantes  des  forces 
itenues  dans  chaque  plan  doivent  passer  respectivement 
les  points  d'appui  correspondants  des  tourillons,  lorsque 
treuil  est  arrivé  à  sa  position  d'équilibre  ou  de  stabilité, 

/X'"Tr  =  j  v/(M/w-i-Qycosp-+-P/?cosa)='-r(Q"^sinp-P/?siiia)% 


'12 


M(/— /?ï)-hQ(/  — <7)co8p-HP(/— ^)cosap-+-[Q(^  — ryjsin^— P(/— ^)sina]^ 

X  X' 

tang0  =  -,     tange'=Y^, 

eurs  dont  les  dernières  serviront,  conjointement  avec  les 
nés  de  X  et  Y,  de  X'  et  Y',  à  faire  connaître  la  direction  et 
sens  de  l'action  des  résultantes  N  et  N'. 
L'équilibre  devant  avoir  lieu  autour  de  l'axe  G  du  treuil, 
tre  la  puissance  P,  la  résistance  active  Q,  la  roideur  de  la 
pde  qui  s'enroule  du  côté  de  Q  et  enfin  les  frottements 
N>/'i  N',  on  aura,  par  la  théorie  ordinaire  des  moments, 

luation  dans  laquelle  il  ne  faudra  introduire  que  les  valeurs 
solues  de  N  et  N',  et  qui  sera,  en  général,  du  quatrième  dé- 
fi en  P. 

51.  Cas  où,  les  forces  ont  des  directions  quelconques.  — 
ns  le  cas  où  le  système  serait  sollicité  par  une  ou  plusieurs 
■"ces  non  comprises  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe 
^',  il  faudrait  remplacer  chacune  d'elles  par  deux  autres 
issant  au  même  point,  et  dont  l'une,  comprise  dans  un  tel 
ïn,  devra  être  traitée  comme  les  forces  P  et  Q,  ef  dont 
lulre,  parallèle  à  AA',  pourra,  à  son  tour,  être  remph|^e 
T  une  force  égale  dirigée  suivant  cet  axe  et  par  un  couple 
)nnant  lieu  à  des  pressions  eh  A  et  A'  qu'il  faudra  camprendre 
i  nombre  des  autres  forces  qui  sollicitent  ces  tourillons, 
our  obtenir  les  nouvelles  valeurs  des  résultantes  N  et  N'. 

21. 
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Quant  aux  composantes  qui  agissent  suivant  l'axe  AA',  on 
les  composera  en  une  seule,  égale  à  leur  somme,  eldoni  l'in- 
tensité absolue,  étani  mesurée  par  N,,  produira,  sur  l'épaule- 
nienl  contre  lequel  elle  force  l'arbre  ou  la  tète  du  tourillon  à 
s'appuyer  latéralement,  un  frottement  /N,,  dont  le  bras  de 
levier  moyen  devra  être  calculé  comme  il  a  été  expliqué  au 
n"  37,  el  dont  on  ajoutera  le  moment  à  ceux  des  autres  résis- 
tances dans  l'équalion  d'équilibre  ci-dessus. 

52.  Méthodes  abrégées  pour  résoudre  l'équation  d'équilibre. 
—  Afin  de  simplifier  la  résolution  numérique  de  cetie  même 
équation,  on  se  sert  ordinairement  de  la  méthode  des  subsli- 
tutioqs  successives;  on  néglige  d'abord  les  termes  en/,  6lj\ , 
ce  qui  donne 

_       d''[a-hbQ)  _r 


^Q 


on  met  cette  première  valeur,  un  peu  faible,  au  lieu  de  P,  sous 
les  deux  radicaux,  ce  qui  fournil  une  nouvelle  valeur  de  P 
beaucoup  plus  exacte,  et  qu'on  peut  substituer  à  son  tour, 
sous  ces  mêmes  radicaux,  pour  en  obtenir  une  troisième  et 
ainsi  de  suite;  mais,  à  cause  de  la  faible  influence  du  frot- 
tement des  tourillons,  il  arrive  presque  toujours,  dans  les  cas 
de  pratique,  qu'on  peut  se  borner  à  la  première  subsiîlulion. 

Les  résultats  de  la  Note  I,  placée  à  la  fin  de  cette  Section  111. 
mettent  d'ailleurs  en  état  de  résoudre,  dans  chaque  cas,  d'une 
manière  générale  et  avec  un  degré  d'approximation  très-suf- 
fisant, l'équation  dont  il  s'agit,  qui  se  trouve  ainsi  ramenée  à 
une  autre  du  premier  degré,  entre  P  et  Q. 

Considérant,  par  exemple,  \/\--\-Y',  qui  exprime  la  valeur 
de  N,si  l'on  ne  connaît  oullement  le  rapport  de  grandeur 
des  composantes  X  et  Y,  dont  on  ne  doit  ici  d'ailleurs  retenir 
que  la  valeur  numérique  el  absolue,  on  remplacera  le  radical 
par  la  quantité  linéaire  et  rationnelle 

i>,828(X -^  V),     exacte  à  -|  près; 

si  l'on  sait  à  l'avance  que  Y  surpasse  X,  on  le  remplacera  par 
eelle-cl  : 

0.96Y  -i-  o,4X,    exacte  a  ,^  près. 


J 
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Substituant  donc  cette  valeur  approchée  de  N  et  la  valeur 
analogue  de  N'  dans  Féquation  d'équilibre  ci-dessus,  on  en 
déduira  immédiatement  P,  en  fonction  de  Q,  avec  un  degré 
d'approximation  très-sufOsant,  même  dans  la  première  suppo- 
sition, à  cause  de  la  faible  influence  du  frottement  des  tou- 
rillons. 

53.  Simplification  relative  au  cas  le  plus  ordinaire  des  ap- 
plications. —  Dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  on  aura 

P=P'.    /.=/:     et    /.Np4-/:N'p'=/p(N  +  N'); 

de  plus,  les  forces  P  et  Q  agissant  dans  le  même  sens  que 
M  pour  presser  les  tourillons,  les  valeurs  de  Y  et  Y',  de  X  et 
X',  telles  qu'elles  ont  été  écrites  ci-dessus,  sont  toutes  posi- 
tives, de  sorte  que  si,  comme  il  arrive  fort  souvent,  on  a  en 
même  temps  Y  >  X,  Y'  >  X',  on  pourra  prendre,  à  yt  près, 

N4-N'  =  o,96(Y-+-Y')-f-o,4(X-f-X') 

==  o,96(W[  -f-  Qcosp  -h  P  cosa)  -f-  o,4(Qsin p  —  Psina), 

ou,  à^  près  seulement,  si  Ton  ignore  absolument  l'ordre  de 
grandeur  de  X  et  X',  de  Y  et  Y', 

N4- N'=:  o,83  (Y  4- Y' -+- X -+- X') 

=r  o,83(M  -f-  Q  cosp  -4-  P  cosa  -f-  Q  sin^  ~  P  sina). 

L'une  et  l'autre  de  ces  expressions  sont,  comme  on  le  voit, 
celles  qu'on  obtiendrait  directement  si,  au  lieu  de  décom- 
poser chacune  des  forces  proposées  dans  les  plans  perpendi- 
culaires à  chaque  tourillon,  pour  en  chercher  séparément  les 
résultantes  N  et  N',  on  les  avait  supposées,  tout  d'abord,  cçm- 
PHsesdans  un  plan  unique,  et  appliquées  au  même  point,  ce 
Qui  eût  donné,  pour  la  résultante  générale,  l'expression 

\^{JnrQ  cosp -f- P  cosa )^-f-{Qsin|— Psina )2 
==  ^M^*  -I-  Q'  4-  P'  -t-  2  M  (Q  cos  (5  -f-  P  cos  a)  -f-  2  PQ  cos  ( a  -Tp) , 

Qu'on  prend  ordinairement,  en  efifet,  pour  la  valeur  de  la  force 
totale  qui  sollicite  les  tourillons  et  produit  leurs  frottements 
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censésconcentrés  en  unseul;  mais  celle  siipposilion  ne  condmi 
vérilablemenl  qu'à  des  résiillats  plus  ou  moins  approchés,  el 
qui  peuvent  devenir  TauiiTs  toutes  les  fois  que  les  compo- 
santes Y  et  Y',  X  et  X'  tendent  à  faire  presser  les  tourillons 
contre  des  points  opposés  des  coussinets. 

Dans  ce  dernier  cas,  en  effet,  et  attendu  qu'on  ne  doil 
prendre  que  les  valeurs  absolues  des  forces  dont  il  s'agit,  pour 
les  substituer  dans  les  sommes  X  -!-  X'  et  Y  +  Y',  on  se  trou- 
vera obligé  de  changer  le  signe  algébrique  et  naturel  delà 
force  qui  est  négative,  ce  qui  empêchera  la  réduction  ci-des- 
sus d'avoir  lieu.  Par  exemple,  il  se  pourrait  que,  dans  un 
certain  cas,  on  eût  en  même  temps 


Q-tsIn|3>PCsina,     Q 


(/- 


sinl3<P 


cl  alors,  au  iieu  de 

X  +  X'=Qsinj3  — Psina 

on  aurait 

X-HX'  =  Qsin[3  (^^  -.WPsina 


ce  qui  est  bien  différent. 

Ces  observations  sont  entièrement  semblables  à  celles  que 
nous  avons  présentées  à  l'occasion  du  frottement  des  pièces 
rectilignes  contre  leurs  guides  [30)  ;  elles  montrent  qu'il  faut- 
soigneusement  distinguer,  dans  chaque  cas,  le  sens  de  l'aclioti   ^ 
des  forces  et  les  relations  entre  leurs  intensités,  pour  ètreef» 
état  de  prononcer  sur  le  signe  des  composantes  Y,  ¥',  XclX'* 
et,  par  suite,  s'il  peut  être  permis  de  substituer  la  considé — 
ration  d'une  résultante  unique  à  celle  des  résultantes  dis-" 
tinctes  N  et  N';   or  c'est  ce  qui  sera  toujours  possible  quancï  ■ 
les  données  et  les  conditions  du  système  se  trouveront  nu-"' 
mériquement  et  complètement  établies  {voir  le  n"  56  ci-" 
après).  « 

54.  Exemple  relatif  au  treuil  destiné  à  soulever  des  far^ 
de.aux.  —  Dans  le  treuil  destiné  à  soulever  des  fardeaux,  S' 
n'y  a  pas  d'incertitude  :  Q  est  vertical,  |3=:o,el  les  comp»"- 
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santés  X  et  X'  de  N  et  N'  se  réduisent  (50)  aux  forces 


nP    •  n('-"  P)    • 

Py-sina,     P — j-^sina, 


qui  agissent  dans  le  même  sens  pour  presser  les  tourillons  (  '  ). 
L'équation  d'équilibre  peut  être  ainsi  remplacée  par  la  sui- 
vante, en  observant  que  les  composantes  dont  il  s'agit  sont 
respectivement  moindres  que  les  composantes  verticales  Y 
et  Y': 

+  /«P[0'96(M  -f-  Q-t-  P  cosa)  -f-  o",4Psina], 

de  laquelle  on  tire 

p  ^  Qr  +  irf^(a-t-6Q)-t-o,96/.p(M-f-Q)^ 
R  —  yîp  (0,96  cosa -f-  o,4sina) 


(')  Si?  agissait  au  delà  du  touriUon  A'  par  rapport  à  A,  ^  deviendrait  néga- 
tif, et  l'on  prendrait 

N=  0,96  (My-f-Q|  — P  7  cosa]  -t-o/|P  £  sina, 

N'  =  o,96[M^i^)-^Q^ill^+P^^ 

«t  par  suite, 

N-l-N'=  o,96(M  -f-  Q  -h  P  cosa)  H-  o,4  P  ^  "^^^-  sin a, 

^_    Qr-t-i^"(a-f-^Q)-ho,96/»p(M  +  Q) 
R — /,  p  I  o,96cosa-i-o,/|  j-^-  sina  I 

valeur  qui  ne  diffère  de  celle  donnée  dans  le  texte  qu'en  ce  que  sin  a  y  est  rem- 
placé par  ^ "    sin  a  au  dénominateur;  mais,  comme  la  solidité  de  l'arbre 

^^ige»  dans  les  suppositions  actuelles,  que  ta  saillie  p  soit  très-petite  par  rap- 
port à  /,  on  pourra  presque  toujours  se  borner  à  la  valeur  du  texte,  dont  le 
dénominateur  peut  être  simplifié  toutes  les  'fois  que,  l'angle  a  étant  aigu,  on 
*wpa  cosa>  sin  a;  car  alors  le  facteur 

0,96  cosa -f- 0,4  sin  a 

^«'•aàJjppès  égal  à  l'unité. 
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censésconcenlrés  enunseul;înnî«! ''-"■- ^'^^^^"^  P^"^  lesappii- 
vérilablemenl  qu'à  des  pésiiltPi*^ 
qui  peuvent  devenir  fautifs  to"' 
santés  Y  et  Y',  X  et  X'  tendon?  "* 
contre  des  points  opposés  des 
Dans  ce  dernier  cas,  en  i 


r  g- 


prendre  que  les  valeurs  abs«> 
les  substituer  dans  les  soh 
vera  obligé  de  changer  lo 
force  qui  est  négative,  m 
sus  d'avoir  lieu.  Par  o'^ 
certain  cas,  on  eût  <Mi 


\'  devenant  par  elles- 

iiier  où  P  serait  verlical 

-M-aplus  exact  de  prendre 


Q^sin(î>P^sir> 


riiià  numériques  0,96010,4 

tr  la  Note  I  à  la  fin  de  cetle 

V  H  de  Y'  à  X'  deviennent  in- 

.sion,  il  convient  de  ne  pas  ou- 
..  ?^i»oeptibles  de  changer  de  va- 
.  ..  ?  agit. 


et  alors,  au  lion 
on  aurait 

X  4-X' 

ce  qui  es!  ' 

Ces  ol'^ 
nous  av( 
rectiliî. 
soignr 
des  (i 
état' 
et,  ' 
rati 
tin 
les 
m 
a 


..  .ié  parallèle  et  de  signe  contraire 

.   .  .cu  d'être  nul,  était  de  180  degrés, 

._.    rt  iicaiement,  mais  en  sens  contraire 

^-  c^riauon  serait  applicable  en  changeant 

.AU  dénominateur  de  la  fraction  ci- 

_..>  ie  P,  qui  agissent  sur  les  louril- 

. ..'.  itie  valeur  moindre  que  la  somme 

.  :e  M  et  de  Q.  Mais  si,  a  étant  nul 

.^  ,  '.^ail',  {3  égalait  180  degrés,  Q  cos^ 

-   leu  de  considérer  les  expressions 

..  -c  vduisent  alors  (50) aux  suivantes: 


i  Vp       Qq 

^yi-p)      Q(l 


l 


q) 


i 


-  9 


«1  • 


..•1; 


10  prendre  que  les  valeurs  absolues 
équation  générale  d'équilibre. 
...ui-'ic.  que  Texamen  a  priori  des  don- 
.  .  . .  j»pienne  de  suite  que  N  et  N'  sont  es- 

....•s.   '.*  viui  d'ailleurs,  à  cause  de  P  >  Q  ^» 


rVM    AUX    MACHINES.  3^9 

Miand  on  aura  à  la  fois 


1  —  L  Z  >  lzJ[  __  L  [Lzl}y 

1)1       Km       /  —  m       K/  —  m 


.    ..M  +  P-Q,   p.^Q^-^i^-(^  +  *Q)->-/.p(M-Q). 

K— /,p 

lui  suppose  encore  M  h-  P  >  Q,  condition  naturellement 
inportée  par  les  deux  précédentes. 

Si,  au  contraire,  la  discussion  avait  appris  que  N  et  N'  sont 
senliellement  négatifs,  il  suffirait  évidemment  de  changer 
ligne  de/!  dans  la  valeur  générale  de  P. 
Enfin,  si  N  et  N'  étaient  de  signes  différents,  on  aurait 

.*N'=±[m(î=_,)-q(H_,),p(^_,)], 

>ù 

Q;.+  .rf.f«+6Q)±y;p[^M(^-i)-Q(^-i)] 

signe  supérieur  de/  correspondant  au  cas  où  la  quantité 

«(t-)-«(¥-)-'(¥- 

'ait  positive,  et  le  signe  inférieur  à  celui  où,  au  contraire, 
e  serait  négative. 

$6.  Discussion  relative  au  genre  particulier  de  solution  qui 
went  à  chaque  cas.  — •  Cette  discussion  montre  la  nature 
s  difficultés  qu'on  pourra,  en  général,  rencontrer  dans  les 
culs  relatifs  à  l'équilibre  du  treuil  soumis  à  des  résistances 
ssives;  car,  les  quantités  N  et  N'  étant  fonctions  implicites 
la  quantité  P  qu'il  s'agit  de  déterminer,  il  ne  sera  pas  tou- 


f 1 

m  33o  coues  de  sëgahique  ^ 

I  jours  possible  de  distinguer  a  priori  quel  esl  leur  vériuble     I 

■  signe;  mais,  outre  que  les  cas  d'indécision  seront  fort  rares,     | 

on  peut  encore  remarquer  que  ces  cas  ne  se  prêscnieronlque 
lorsque  la  somme  des  termes  tous  connus,  dans  N  et  N',  dif- 
férera assez  peu  du  terme  qui  contient  P  el  lui  sera  d'ailleurs 
opposé  de  signe;  ce  n'est  qu'alors,  en  effet,  que  les  signes  de 
N  et  N'  pourront  être  douteux.  Or,  dans  ce  cas  même,  les  va- 
leurs absolues  des  pressions  dont  il  s'agit  seront  fort  peiiles, 
et  celles  des  frottements  qu'elles  produisent  pourront,  à  la 
rigueur,  être  négligées  vis-à-vis  des  autres  résistances,  à  moins 
que,  pour  plus  d'exactitude,  on  ne  piéfère  les  calculer  en  j 
supposant  P  simplement  égal  a  sa  valeur  approchée 

Qj    ou    ^^iJ„a-^tQy. 

ce  qui  permettra  alors  de  tirer  directement,  et  avec  un  degré 
d'approximation  plus  que  sulTisant  pour  le  plus  grand  nombre 
des  cas  de  pratique,  la  valeur  correspondante  de  P,  de  l'équa- 
tion générale  qui  exprime  les  conditions  de  l'équilibre  aulonr 
de  l'axe  du  treuil. 

Du  reste,  les  mêmes  remarques  étant  applicables  au  cas  gé- 
néral examiné  dans  les  n"'50  et  51,  quant  à  l'indéterminaiiOD 
des  signes  des  quantités  partielles  X  et  Y,  X'  et  Y',  il  n'va 
pas  lieu  de  craindre  qu'avec  un  peu  d'alteniion  on  puisse  ja- 
mais faire  de  fausses  applications  des  méthodes  de  calcul  qui 
y  sont  indiquées;  car,  les  cas  d'indécision  relatifs  au  signe  de 
ces  quantités  répondant  encore  ici  à  ceux  où  leurs  valeur 
absolues  et  individuelles  seraient  naturellement  fort  petites, 
on  en  facilitera  b^ucoup  la  discussion,  en  égalant  séparé- 
ment à  zéro  les  expressions  de  X,  X',  Y,  Y',  puis  comparant 
les  valeurs  qui  en  résultent  pour  P,  soit  entre  elles,  soit  artt 
la  véritable  valeur  de  P,  qu'on  doit  considérer  comme  essen- 
tiellement positive.  En  effet,  celles  de  ces  valeurs  qui  seronl 
trouvées  au-dessous  de  zéro  indiqueront  tout  d'abord  que 
l'expression  d'où  elles  proviennent  est  positive,  el  les  autres 
seulement  que  cette  expression  peut  être  négative,  si  la  va- 
leur effective  de  P,  telle  qu'elle  résulte  des  données  du  pro- 
blème, se  trouvait  notoirement  surpasser  celle  qu'on  a  déduili^ 
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le  réquaiîon  hypothétique  X=  o,  Y  =  o,...,  que  Ton  consi- 
ière  en  particulier. 

Faisant,  par  exemple,  Y  =  o  dans  les  suppositions  générales 
lu  n"  50,  on  en  déduira,  pour  P,  une  certaine  valeur 

-j  ___      Mm -4- 0<7  cos(3 

p  cosa 

listincte  de  la  véritable;  et,  si  cette  valeur  toute  connue  était 
oégative,  ce  serait  un  signe  certain  que  Y  lui-même  serait 
positif;  la  même  chose  aurait  lieu  évidemment  encore  si  cette 
valeur,  étant  positive,  se  trouvait  inférieure  à  la  véritable  ou 

à  P,  et,  a  fortioriy  si  elle  était  au-dessous  de  Q  ^^  ou  de 

Q^ -i-yrfj^(a-f- JQ);  mais  Y  sera  négatif  dans  le  cas  con- 
traire, c'est-à-dire  quand  la  valeur  censée  positive  de  Pi  sur- 
passera P,  dont  on  ne  connaît  point,  en  générai,  de  limite  supé- 
rieure, comme  on  lui  en  connaît  une  inférieure;  ce  qui  fait 
qu*on  ne  peut  pas  non  plus  indiquer  à  l'avance  une  condi- 
tion générale  et  explicite,  qui  permette  d'assurer  que  Y  est 
en  eflfet  <  o. 
Toutefois,  si  P,  surpasse  notablement  la  valeur  approchée 

de  P,  c'est-à-dire  Q  -5-»  par  exemple  s'il  en  était  les  7,  on 

a. 

pourrait  être  certain,  pour  le  plus  grand  nombre  des  cas,  que  Y 

serait  aussi  négatif;  car  il  n'arrive  jamais  dans  les  machines 

que  les  résistances  nuisibles  des  arbres  tournants  excèdent  le 

quart  de  la  valeur  qu'aurait  la  force  motrice  si  ces  résistances 

n'existaient  pas.  L'indétermination  du  signe  de  Y  n'aura  donc 

lieu  que  pour  le  seul  cas  où  P,  différerait  très-peu  de  P  ou 

Q^î  et  par  conséquent  ou  Y  serait  très- voisin  de  zéro,  ce 

qui  confirme  la  remarque  déjà  faite  plus  haut,  et  prouve  qu'a- 
lors on  peut  en  efifet  négliger,  sans  inconvénient,  la  consi- 
dération de  Y,  ou  prendre  simplement  pour  sa  valeur  celle 

qui  répond  à  la  supposition  de  P  =  Q  -5-  • 
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Calcul  des  résistances  dans  les  poulies,  le  trenil  des  Chinoii 
et  le  cabestan. 

57.  De  laponUeJîxe.  ~  Dans. le  cas  parliculier  de  la  poulie, 
les  forces  P  el  Q  agissent  à  la  même  distance  rde-l'aïe,  el 
sonl  comprises  dans  un  plan  qui  partage  en  deux  parties  égales 
l'intervalle  des  tourillons,  de  sorte  qu'on  peut  supposer  que 

Flg.  &j. 


f 


toutse  passe  dans  ce  plan  milieu.  Examinons  d'abord  la  poulie 

fixe  {fig.  84):  nommant 

T  la  tension  du  cordon  sur  lequel  agit  la  puissance  ; 

T'  celle  qui  répond  à  la  résistance; 

f  l'angle  formé  par  ces  tensions,  de  part  et  d'autre  de  la  droite 
qui  joint  leur  poînl  de  concours  A  avec  le  centre  C  deh 
poulie; 

m  ie  poids  de  celte  poulie,  qui  est  toujours  fort  petit  par  rap- 
port à  T  et  T'; 

'ji  l'angle  que  forme  la  direction  de  ce  poids  avec  celle  de  1» 
droite  AC  prolongée; 

conservant,  du  reste,  les  mêmes  dénominations  et  conventions 

qu'aux  n"^  50  et  52,  on  aura,  après  avoir  décomposé  les  forces 

m,  T  et  T'  parallèlement  et  perpendiculairement  à  la  direc- 
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n  de  AC, 


=  Vr 


ir 


/Vv/[(T-HT')coS(p-l-/wcos^^i'-l-[(T  —  ^)sin(p  — /wsin^;]', 


uation  dans  laquelle  (T-f-T')  coscp-f-mcosip  est  évidem- 
înJ5>posilif  et  plus  grand  que  (T  — T'jsincp  —  msinip,  qui, 
hinème,  demeure  au-dessus  de  zéro,  tant  que  sin9  n'est  pas 
!s-petit;  remplaçant  donc  le  radical  par  sa  valeur  approchée 
\i  près  (52),  tirant  ensuite  celle  de  T  en  T',  il  viendra 

^ifl?i^(^H-^r)-+-.rp[(o,96cosy  — o,4smcp)r-+-(o,96cos^^~o,4sin>|/)/w] 

r—/'p (0,96  coscp  -+-  0,4  sia<ï>)  ' 

Si  les  cordons  étaient  parallèles,  c'est-à-dire  si  9  était  nul, 
n  y  aurait  évidemment  autre  chose  à  faire  qu'à  changer  le 
;ne  de  sinij;  dans  cette  formule,  attendu  que  la  quantité 
—  T')sin9  —  msinip  deviendrait  négative;  enfin,  si  ces 
rdons  étaient  tous  deux  verticaux,  au  lieu  de  la  valeur  ap- 
ochée  ci-dessus,  on  prendrait  celle-ci, 

l  = />/      ' 

li  est  entièrement  rigoureuse. 

58.  De  la  poulie  mobile.  —  Dans  le  cas  de  la  poulie  mobile 
îg.  85),  il  sera  plus  simple  de  décomposer  les  tensions  T  et 
selon  la  verticale  et  l'horizontale;  car  la  différence  des 
mposantes  qui  agissent  dans  cette  dernière  direction  devra 
re  naturellement  nulle,  et  la  somme  de  celles  qui  agissent 
livant  la  verticale  diminuée  du  poids  m  de  la  poulie  devra 
re  précisément  égalera  la  charge  Q,  supportée  par  cette  poulie, 
dans  laquelle  se  trouve  compris  le  poids  de  la  chape  et  des 
irniiures;  a  et  (3  étant  d'ailleurs  les  angles  formés  respecii- 
îment  par  T  et  T'  avec  la  verticale,  on  aura  ainsi  les  équa- 
ons 

Tsina— rsinp=o,     Tcosa4- T'cos(3  —  m  =  Q, 
ui  serviront  à  déterminer  les  angles  a  et  (3,  ainsi  que  les  va- 


334  C0UK8   DE   1dËCA.NIQUB 

leurs  de  T  et  T',  conjoiniemiîjii  avec  les  conditions  géomé- 
triques du  système  el  l'équation  d'équilibre  de  la  poulie  au- 


lour  ae  son  centre  C,  équalion  qui  devient  iei  slmplemenl 

attendu  que  Q  représente  la  résultante  des  forces  qui  agissenl 
sur  Taxe  C. 

Pour  tirer  la  valeur  de  T  et  de  T'  de  ces  équations,  on  sub- 
stituera d'abord  celles  que  donnent  les  deux  premières  en 
fonction  de  a  et  de  (3,  dans  la  troisième,  qui  servira  ainsi  à 
calculer  ces  angles  au  moyen  des  conditions  géoméiriques 
qui  lixeni  la  position  du  système  ;  ayant  de  cette  manière  les 
valeurs  de  a  et  de  p,  on  calculera  T  el  T'  par  les  équations 
„,      Tsii 


-  =  (Qh 


sin(a+|3) 


T  =  (Qh 


")^ 


sinfi 


r[cosp  +  cosa}  -H  ^fl'-b  cosa 
Quant  à  la  relation  entre  a  et  (3,  elle  se  réduit  à  la  suivante  ; 
sin|3        _       sing         /        ,  di'bX       ^di'a+  f'pQ 


sin(a  -i-fi)       sin(a  +  [3)  \ 


riQ  +  mi 


A  iL 


J 
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montre  que  sinp  surpasse  sin«  d'une  fraction  en  elle- 
le  toujours  fort  petite. 

ms  le  cas  où  les  cordons  seraient  sensiblement  verticaux, 
pourra,  sans  inconvénient  pour  l'exactitude,  remplacer 
rois  équations  cî-dessus  par  les  suivantes,  en  négligeant 
luissances  de  a  et  ^  supérieures  à  la  première  : 


=  Tr  +  id>'[a 


.,    T^-T'=Q^ 
i-6T')+/'p(Th 


_ir+irf-M(QH 


|(^a+/'pQ 


9.  Treuil  ou  chèvre  de  Lombard.  —  Les  calculs  qui  pré- 
cnt  sont  immédiatement  applicables  à  la  chèvre  de  Lom-  ' 


i  (fig.  86),  que  les  Anglais  attribuent  aux  Chinois,  et  qui 


^ 
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a  été  décrite,  par  Navier,  dansletomel  àe  V  ^4  rchiteclure  hy- 
draulique de  Bélidor,  nouvelle  édilion,  Noie  bi,  page  200.  Eb 
conserviiiil  ici  les  mêmes  dénomînaiions  que  daos  l'arlicle pré- 
cédent, quant  à  ce  qui  concerne  la  poulie  mobile,  el  supposant 
que  ia  puissance  P  agisse  pour  élever  la  charge  Q  langenliel- 
lement  à  la  circonférence  d'une  roue  de  rajon  B,  sous  un 
angle  avec  la  verlicale,  mesuré  par  a;  nommant,  déplus, 

M  le  poids  du  treuil,  y  compris  celui  de  la  roue  et  desi^or 
dages,  dont  le  centre  de  gravité  général  sera  censé  sur  Vm 
de  ce  treuil; 

p'  les  rayons  égaux  des  tourillons  A  et  A'; 

R'  le  rayon  du  tambour  sur  lequel  s'enroule  le  cordon  dont 
la  tension  est  T; 

r'  celui  du  tambour  qui  correspond  à  la  tension  T'; 

(/!■(/(+  bJ)  ,       ._, 

■■     — ^ la  roideur  produite  par  1  enroulement  du  premier 

de  ces  cordons; 

/ 
f,  la  valeur  de  t — "^  pour  les  tourillons  A  et  A'; 

observant  d'ailleurs  que  Q  est  la  résultante  des  tensions  T  t\ 
T'  qui  agissent  pour  presser  verticalement  les  tourillons; 
qu'enfin  ces  tensions  elles-mêmes  peuvent  être  ici  consi- 
dérées comme  sensiblement  verticales,  en  supposant  que  II 
poulie  C  ait  reçu  des  dimensions  convenables,  on  aura  d'abord, 
pour  calculer  T  el  T'  (58), 


T=  - 


ar  +  yd'-b  ' 

-t-Bt)—  ^d*{l—f'pQ 


Jd^T' 

puis,  observant  qu'ici  toutes  les  forces  agissent  pour  presser 
les  tourillons  dans  le  même  sens,  et  que  la  composante  hori- 
zontale Psina  est  nécessairement  une  quantité  fort  petite  pw 
rapport  à  M  -i-  Q  -t-  m  -t-  P  cosa,  et  dont  il  est  permis  de  ité- 
gliger  le  carré,  sous  le  radical  qui  exprime  la  pression  toule 
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es  tourillons  (53),  on  aura  également,  pour  calculer  P, 
R^TR^H^^'^^''^'^,^^^R^— TV+/.p(M  +  Q-f-m-^Pcos«), 


»^_r 


ou  l'on  tirera  immédiatement  la  valeur  de  P,  après  y  avoir 
ibstitué  celles  ci-dessus  de  T  et  de  T'. 
Dans  le  cas  où  le  système  serait  sans  résistances  passives, 
n  aurait  évidemment 

T  =  T'  =  ^.     P  =  (Q  +  m)^"'-/^', 

B  qui  montre  qu'on  peut  diminuer  à  volonté  l'eflFort  de  P, 
n  diminuant  convenablement  la  différence  R'—  r'  des  rayons 
es  tambours  sur  lesquels  s'enroulent  les  cordages  qui  sou- 
ennent  la  poulie  mobile. 

Si  d'ailleurs  il  s'agissait  de  calculer,  pour  une  révolution 
ntière  de  l'arbre  du  treuil,  la  quantité  de  travail  qu'aurait  à 
évelopper  la  puissance  P,  il  ne  resterait  qu'à  multiplier  sa 
aleur  par  la  circonférence  sttR  que  décrit  son  point  d'appli- 
aiion  dans  sa  direction  propre,  ce  qui  donnerait  pour  ce  tra- 
ail,  dans  le  cas  où  il  n'existerait  point  de  résistances  passives, 
'est-à-dire  pour  l'efifet  utile, 

(Q-f-/n)7r(R'-r'), 

xpression  dans  laquelle  7r(R'— r')  représente  évidemment 
a  hauteur  dont  s'est  élevée  la  charge  Q  -f-  m  pendant  cette 
nême  révolution  de  l'arbre. 

60.  Cabestans,  manèges  ou  treuils  à  axes  verticaux.  —  Les 
oluiions  et  équations  relatives  au  treuil  à  axe  horizontal  con- 
iennent  également  aux  treuils  et  aux  systèmes  de  rotation 
juelconques  à  axes  verticaux;  il  ne  s'agit  que  de  faire  M  =  o 
lans  ces  équations,  et  d'ajouter  à  leur  second  membre  un 
erme  de  la  forme  (38)  i/Mp,  pour  tenir  compte  du  frotle- 
iient  sur  la  tête  du  tourillon  ou  pivot  inférieur  qui  supporte 
la  charge  M. 

Supposant,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  du  cabestan  ordi- 
naire (Jig.  87)  sollicité  par  une  puissance  P,  agissant  perpen- 
diculairement à  l'extrémité  d'un  levier  d'une  longueur  R,  pour 

22 


raiticrn  la  rcsisinnce  Q  appliquée  à  la  corde  horizontale  qui 
i'i-nroult;  aiilour  de  l'arbre  verlical  du  treuil;  nommanid'ail- 
eurs  a  l'antîle  formé,  pour  une  certaine  position  du  système, 


imr  la  puissance  P  avec  la  direciion  invariable  de  Q,  et  con- 
!<t>rvAi)l.  du  r«'$t«>,  totiips  les  snires  dénominatiODS  et  conven- 
lton«  *lu  n*  59.  on  obseniera  qa'ici  le  (onrillon  supérieur  esl 
li^n^i«1<'m<'nl  {Jus  tan  que  le  Inurillon  inrérieur,  en  A;  qu'en 
rtMr*  ^  doll  ^li»  rhsnfc  de  sijme;  qu*eoGa  les  composâmes 
tl#  1}  t)«l  aj:is$Mit  sor  ces  tourillons  l'emportenl  sur  celles 
\)ut  pr\t\ i4W(K-at  •}«  U  dècomposilioo  de  P:  on  aura  donc, 
|Ht«r  rÔMMUdr*  !•  ^lagaiwi  Am*s  te  os  da  cabesUn  ordinaire. 


Ht      gr-^ 


<^^«  ^  »Q 


-/>s-/;?v^UV?. 


î*  •  JVWh-*'  •'i^»»*"-  ff^ta^M 


■  va  »  f  —  r*  jl -^  ^j'eos'a 
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valeurs  dans  lesquelles  cosa  devra  toujours  être  pris  abstrac- 
tion faîte  du  signe,  mais  non  pas  sina. 

Lorsq&e  HP  représente  la  somme  de  plusieurs  puissances 
égales  et  symétriquement  distribuées  autour  de  Taxe  AA',  ce 
qui  arrive  dans  le  cabestan  manœuvré  par  des  hommes,  les 
composantes  de  ces  puissances  qui  agissent  sur  les  touril- 
lons s'entre-détruisent  réciproquement,  et  Ton  a  simplement 
alors 

d'où  Ton  tire  immédiatement  la  valeur  de  Q. 

Enfin,  dans  le  cas  où  P  serait  quelconque,  mais/,'  =/, 
p=p,  réquation  d'équilibre  deviendrait 


A 


et  donnerait,  pour  la  valeur  de  P, 

p^Qr-4-irf^(flr-f-&Q)-Vo,96/.pQ  +  i/Mp 
R  -f-/,p[o,96sma  —  0,4 z — -  cosa] 

formule  applicable  à  toutes  les  situations  des  barres  du  ma- 
nège, pourvu  qu'en  attribuant  à  sina  le  signe  qui  lui  convient 
on  ne  prenne  que  les  valeurs  absolues  de  cosa. 

Des  treuils  ou  arbres  tonmants  conduits  par  des  cordes 

et  courroies  sans.  fin. 

61.  Equations  et  données  fondamentales  de  la  question.  — 
Pour  offrir  ui|;-6xemple  de  la  manière  de  calculer  les  résistances 
qui  proviennent  de  la  tension  et  de  la  roideur  des  cordes  dans 
un  pareil  système,  nous  considérerons  les  deux  arbres  de 
roues  A  et  A'  {Jig>  88)  horizontaux,  parallèles  et  qui  se  com- 
muniquent le  mouvement  au  moyen  d'une  corde  sans  fi|i 
BB'D'D,  passant  sur  deux  tambours  de  rayons  différents  R  et 
R'.  Nous  supposerons  que  le  treuil  A  soit  sollicité  par  une 
résistance  verticale  Q,  agissant  à  la  circonférence  d'une  roue 
de  rayon  r,  et  qui  doit  être  ici  censée  comprendre  toutes  les 

22. 
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vaincre  la  résistance  Q  appliquée  à  la  corde  horizonlal 
s'enroule  autour  de  l'arbre  verlical  du  treuil  j  noramanl 
leurs  «  l'angle  formé,  pour  une  certaine  position  du  sjs' 


Fi|;.  87. 


parla  puissance  P  avec  la  dircciion  invariable  de  Q,  el 
servant,  du  reste,  toutes  les  autres  dénominations  et  coi 
lions  du  n"  50,  on  observera  qu'ici  le  tourillon  supériei 
généralement  plus  fort  que  le  tourillon  inférieur,  en  A;i 
outre  ;>  doit  être  changé  de  signe;  qu'enfin  les  compos 
de  Q  qui  agissent  sur  ces  tourillons  l'emportent  sur  l 
qui  proviennent  de  la  décomposition  de  P;  on  aura  1 
pour  résoudre  la  question  dans  le  cas  du  cabesun  or^M 


>It 

=  0,+  -^ 

|i-i-»Q),. 

-^/pN+j 

^;p'N'+î. 

N 

sina  -f-  0,^ 

cosa),      1 

n'=J^[Q^l-q)^\'[l^p)^■m:.]'  +  ^»{l^ 


ma  —  0,4  COS 

J 


•  PT 


\::t\i:r  a?n-  ie:>':  ■- 
i.jLiau-  ai    ^iz.i     : 

qia"-''*    .ni'-    :•    ' 

l.:'î:>5vlUî— ii-p  .:-- 

a!or> 

PR:^-'  - =- 


d'oui"'»!:  in  m: 

EnÛL.  (iaiir  i- 

p'=s,  reciiîaiiMi 


l=Or- 


r/^  ^/  —  ''•  » 


•2  7 


ei  donnerait,  pr-u 


P=:^i 


formule  applica: .-  - 
Kge, pourvu  qu'ri.  :  .- . 
ttûe  prenne  qu-r  .-?-;- 

Des  treuils  ou  arisrs:  z.z 


SI  lacr-ixïE 


v 


-Cv 


fjl.  Équations  e:  J.    ';;.-- 
^^îoîrirunexemî:.'-  .-  .•  r... 
^?TOTlennenideia  >:..t 

'*"^■^"-^  fis-  ^^   -•  "■-  ■ 

^m^a  '.e  mouverri-!. 
«ftason-.xt.:::  doit  «èire    • 


<a- 


'5  : 


•s 
e 
c 

X 

\ 

>T1 
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relation  qui,  combinée  avec  l'équalion  d'équilibre  ci-dessus, 
donnera  îmmédiatemenl  T  ei  T'  en  fonciîon  de  T,  et  de  Q. 

62,  Tension  propre  de  la  courroie.  —  La  tension  T„  pri- 
niHivemenl  donnée  h  la  corde,  est  nécessaire  pour  empêcher 
cette  corde  de  glisser  (tC),  sous  l'action  de  la  résistance  Q, 
dans  ies  positions  les  plus  défavorables  des  tambours,  c'esl- 
à-dire  dans  celles  où  T  —  T'  doit  avoir  le  maximum  de  sa  va- 
leur. En  effet,  considérant  le  système  dans  cette  position,  qui 
est  à  déterminer  pour  chaque  cas  où  l'intensité  des  forces 
serait  susceptible  de  varier,  on  aura,  entre  T,  T'  etT,,  les 
mêmes  relations  que  ci-dessus,  et  de  plus,  pour  que  le  glis- 
sement n'ait  pas  lieu, 

T<T'e"^, 

relation  dans  laquelle  e,f,  S  et  R  ont  les  significations  indi- 


l'état  des  Lensions  aux  divers  points,  la  longueur  naturelle  de  la  courroie  qui 
réponil  à  la  longueur  effective  résultant  du  Iracé  reste  constante.  En  partant  de 
la  loi  de  répartition  des  tensions  sur  les  poulies  indiquée  dans  la  Hôte  du  n"  16, 
et  désignant  par  D  la  distance  des  deux  aies,  pai'  R  et  H' Jes  rayons  des  deui 
poulies,  par  m  et  m' =  su  —  m  les  angles  qui  correspondent  aui  arcs  embrassés 
par  la  courroie,  si  l'on  ciprîme  que  la  somme  des  diterses  lonEueurs  priniî- 
tiics  qui  répondent  aux  brins  rectilignes,  aux  parties  cnioulécs  bhds  clunge- 
ment  de  tension  et  aux  parties  qui  glissent  sur  les  poulies  est  eontunte  et 
égale  à  la  longueur  naturelle  du  parcours  supposé  k  la  tension  nnilorme  T, , 


O-R(m-ilocJ)        n-HH'(m 


R-(-R'  ,      /ï  i-t-KT'\ 


it  le  coefficient  de  raient 
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uées  dans  le  n**  16,  ei  qui  servira,  conjointement  avec  les 
eux  premières,  à  déterminer  la  plus  petite  valeur  qu'il  est 
écessaire  de  donner  à  Ti,  pour  empêcher  le  glissement  d'a- 
oir  lieu,  valeur  qu'il  faudra  augipenter  de  quelque  chose, 
ar  exemple  de  77  ou  j,  selon  les  cas,  pour  parer  à  Tincon- 
énient  des  secousses  et  accidents  quelconques  qui  peuvent 
jgmenter  momentanément  les  résistances  ou  détendre  la 
Durroîe,  la  corde  conductrice. 

Cette  dernière  circonstance  se  présente  ordinairement  pour 
;s  lanières  en  cuir  lors  des  temps  humides,  et  pour  les  cordes 
e  chanvre,  lors  des  sécheresses,  mais  elle  arrive  surtout  dans 
îs  premiers  jours  qui  suivent  leur  installation  sur  les  poulies 
t  tambours  (');  aussi  les  personnes  chargées  de  la  direction 
es  machines  de  cette  espèce  se  voient-elles  obligées  de  re- 
ndre fréquemment  ces  cordes  ou  courroies,  par  les  moyens 


action  k  dont  la  yaleur  reste  comprise,  dans  les  conditions  pratiques  d'instal- 
tioo,  entre  0,98  et  i  (Note  du  n°  15);  Téquation  précédente  devient  donc 

)  rH-AT=:T,(*-hO, 

ms  laqueHe  il  faut  donnera  A  la  valeur  spéciale  à  chaque  cas.  Pour  A  =  i,  on 
îtrouve  la  formule  de  Poncelet  ;  on  voit  que  celle-ci  est  d'autant  plus  exacte 
ue  la  différence  des  tensions  est  plus  faible. 

La  courroie  peut  être  censée  divisée  en  deux  parties,  Tune  à  la  tension  moyenne 
',  l'autre  à  la  tension  moyenne  T  et  telles  que  la  somme  de  leurs  longueurs 
aturelles  l  et  /'  soit  égale  à  la  longueur  naturelle  totale;  on  a  ainsi  la  re- 

ition 

/(iH- aT) -h/' (!-+- aT')  =  (/-h /')  (i -^- aT,), 

[ui,  combinée  avec  l'équation  (i)  donne  l=z  l'k;  si  donc  les  circonstances  sont 
elles  que  k  puisse  être  considéré  comme  constant,  /  et  /'  le  seront  également^ 
rendant  tout  le  mouvement. 

Cette  propriété  permet  d'établir  les  équations  du  mouvement  des  deux  pou- 
ies,  en  tenant  compte  des  déformations  élastiques  de  la  courroie;  ces  équations 
•ont  celles  de  la  P(ote  du  n°  46,  Section  II,  dans  lesquelles  A  doit  être  remplacé 
^^  loL  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,^  mars  1873).  (K.) 

(^)  Pour  éviter  ces  inconvénients  qui  sont  forts  gênant,  lors  de  la  première 
nise  en  marche  d'une  usine,  le  mieux  est  de  tendre  les  courroies,  avant 
^  les  mettre  en  place,  à  une  charge  supérieure  à  celles  qu'elles  auront  à 
apporter  pendant  le  fonctionnement,  et  de  les  maintenir  sous  cette  tension 
^ndant  plusieurs  jours.  Voir^  à  ce  sujet,  Y  Introduction  à  la  Mécanique  indus- 
f^eUcf  3^  édition,  qui  contient  des  renseignements  détaillés  sur  la  résistance  et 
Rallongements  des  diverses  espèces  de  courroies  en  usage  dans  l'industrie.  (  K.) 
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qui  oni  été  indiqués  dans  la  précédente  Section,  et  dont  les 
meilleurâ,  suns  contredit,  consistent  dans  les  poulies  ou  rou- 
leaux (le  pression, qui  permettent  de  graduer  â  volonté  la  len- 
sioii  justju'au  point  où  il  n'y  a  plus  de  glissement.  Mais  le 
plus  souvent,  et  pour  parer  aux  accidents  de  toute  espèce,  on 
donne  aux  courroies  un  excès  de  tension  tel,  que  les  frotte- 
loents  qui  en  résultent  sur  les  tourillons  des  arbres  enléveai 
à  ce  mode  de  communiquer  le  mouvement  une  partie  désavan- 
tages igui  peuvent  y  être  attachés;  d'ailleurs  ce  cas  est  surloui 
i.elui  des  machines  à  actions  ou  à  mouvements  alternatifs,  ei 
qui  sont  dépourvues  d'un  volant  capable  de  maintenir  la  con- 
stauce  de  la  vitesse  des  tambours  qui  portent  les  courroies. 

63,  Manière  de  calculer  la  tension  primUive,  dans  les  différents 
•;ui{'),  —  Dans  le  cas  d'une  machine  toute  construite  elmar- 
cliaat  unirormémeni  avec  courroies  et  poulies  de  tension, 
on  pourra  se  servir  des  relations  du  n"  57,  pour  calculer  direc- 
tement les  efforts  éprouvés  par  les  courroies,  toutes  les  fois 
que  la  pression  de  la  poulie  sera  donnée  ou  déierDiiaabie 
Il  priori,  car  cet  effort  est,  dans  tous  les  cas,  égal  et  directe- 
lueui  contraire  ft  la  résultante  des  tensions  correspondantes. 
.Hais,  s'il  n'existe  pas  de  poulie  de  tension,  il  faudra  recourir 


^  '  )  OtlininimirioH  dei  dimensions  des  coi 

rroies  et  de 

erii/ei.  —  Lorsqu'ils^ 

.UwUii-  une  iransmission  de  raouvemen 
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ine  par  une  étude  prés- 

lnhlo  le  nombre  de  chevauï  que  choque 
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suivant  le 

s  r^les  eiposéesdintls 
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Siiil  N  le  tPBTBil  en  ehevani  qni  doit  èl 

e  transmis 

par  une  courroie,  an  p" 

'IH  «4AI«>  woDié  aur  deux  poulies  do  raja 
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raisanl  rcBpeelivem^n"* 
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)  Texpérience  pour  déterminer  Ti  :  par  exemple,  ayant  àxé  au 
reuil  À'  ijig*  88)  toute  liberté  de  se  mouvoir»  supprimé  Q 
insi  que  l'équipage  par  lequel  cette  force  agit,  on  appli- 
[uera  à  Textrémité  d'un  levier  horizontal»  sufBsamment  long 
t  solidement  lié  à  la  roue  A»  un  contre-poids  justement 
apable  de  faire  glisser  le  tambour  sous  la  courroie,  dans  le 
ens  contraire  à  son  mouvement  naturel;  nommant  Qi  ce 
ontre-poids,  ri  son  bras  de  levier  et  toujours  T,  T' les  ten- 
ions correspondantes  des  branches  BB'  et  DD%  on  aura  évi- 
lemment  (61  et  62) 

Q,r.  =  (T-T')R^/.po,96[M-+-Q.-(T  — T')sin9] 

-^/.po,4(ï  +  T')coso, 

T  =  e^T,     Th-T'=:2T.. 
Pour  tirer  de  ces  équations  la  valeur  de  T,,  on  posera 

l-hT=z{i^e^)T=KT,    T— rr^i^R  — i)t'=K'T'; 
substituant  dans  la  première  des  équations  dont  il  s'agit,  elle 


que  nous  désignerons  par  y.  On  se  servira  à  cet  effet  des  tables  de  coefficients 
de  frottement  déterminés  par  M.  Morin;  en  Toici  quelques  chiffres  : 

Courroies  ordinaires  sur  poulies  en  fonte /=  0^28 

»  humides  »  /=o,38 

9  ordinaires  sur  tambours  en  bois /=o,/|7 

»  neuves  n  .  .    .  /=o,52 

Cordes  de  chanvre  »  /=o,5o 

Od  posera 


T  =  «T 


'» 


'/i 


'^  étant  une  fraction  d'autant  plus  petite  que  le  travail  à  transmettre  est  plus 
irregulier,  et  ({ue  Ton  doit  supposer  égale  au  plus  à  0,90.  D'un  autre  côté,  on 
*  ïa  relation 

T  —  r  =  P. 

On  trouve  ainsi,  pour  la  plus  forte  des  deux  tensions  de  la  courroie, 

T  =  P  ^— . 

tty —  I 

^  section  à  donner  à  la  courroie  ou  au  câble  pour  supporter  cette  tension 


346 

donnera  immédiaiemenl  T'  el,  par  suite, 

■     K'  K  — /  p  (0,9b  K'  sin  <j)  —  o,4K  cosç] 

Généralement  on  n'aura  aucun  moyen  direct  d'apprécier  la 
tension  propre  T,  des  courroies  sans  fin,  et  alors  il  conviendra 
d'opérer  comme  il  a  été  prescrit  ci-dessus  (61  et  62},  pour 
en  calculer  au  moins  approximativement  la  valeur.  Posant 
encore  ici 

(T  -I-  T')  =  (1  -i-  e")  T'  =  KT',     T  —  r  =  (e'^  —  t)  T'  =  K"r, 

mettant  ces  valeurs  de  T  +  T'  et  de  T  —  T'  dans  les  équations 
du  n"  61,  on  en  déduira  d'abord  T',  puis 

Q,.+  iarf^+o,96/,p(M+0] 
'       '      K'R-  5rf''ft+/;p(o,96K'sinœ-o,4Kc05:f)' 

dont,  conformément  à  ce  qui  a  été  exposé  au  n"  62,  la  valeur 
devra  être  prise  pour  la  position  la  plus  défavorable  du  sys- 


se  déterminera  à  l'aide  des  coefficients  de  résistance  dont  on  Irouveru  ia 
labloa  dans  Vliurodnction  à  la  Mécanique  îndusiriellt  i  ordinairemenl  on  ftil 
porter  aui  courroies  en  cuir  j-  de  kilogramme  par  millimètre  carré  de  sertioDi 
mais,  quand  le  trarail  est  bien  régulier,  on  peut  aller  au  double  de  cetlecbBrge. 
L'épaisseur  ordinairo  des  courroies  en  cuir  est  de  li""^,b;  il  eal  rare  (ju'elll 
atlHignaâ  millimèlre»;  d'un  autre  cOté,  leur  largeur  ne  peut  gaèra  dép>9«M 
o'°,iti.  On  est  donc  souvent  conduit,  aoït  à  augmenter  les  ritesses  des  caurraïo 
afin  de  dlmiauer  la  tension,  soil  à  se  seriir  de  plusieurs  courroie»  parallèle, 
ce  qui,  daus  certains  cas,  nuit  k  la  régularité  de  la  transmission,  soit  enfin  ï 
doubler  les  courroies;  ce  dernier  procédé  n'est  pas  sans  incouiénientlicaDSBda 
l'inégale  répartition  des  tensions  dans  une  même  section  et  de  la  rDldeur 
que  présente  une  courroie  de  grande  épaisseur. 

Influence  de  la  longueur  des  courroies  sur  te/onciionnemenl .  "  On  a  établi  cer- 
taines règles  pratiques  pour  déterminer  les  limites  entre  lesquelles  il  coniienl 
de  maintenir  l'éeartcment  des  poulies,  et  par  suite  les  langueurs  do  courroia. 
L'eipérience  démunira  en  eSet  que,  lorsqu'un  outil  est  trop  éloigné  delà  tranS' 
mission  qui  lai  donne  le  mouiement  il  l'aide  d'une  courroie,  son  ronctionac- 
ment  devient  irréc^ller,  par  suite  dos  grandes  oscillations  delà  vitesse;  lorsqui, 
au  contraire,  il  est  trop  rapproché,  le  mouvement  est  dur,  saccadé,  la  counoie 
glisse  et  souvent  tombe  un  se  rompt.  Ces  derniers  faits,  dont  il  n'a  pas  éléteDa 
compte  dans  l'étude  générale  de  lu  régularisation  du  mouvement,  dépendeal 
surtout  du  degré  de  brusquerie  avec  lequel  su  font  tes        '    ' 
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e,  répondant  ici  au  maximum  de  Qr  -f-  0,96 /ipQ,  et,  de 
5,  être  augmentée  de  ~  ou  j,  selon  que  le  mouvement  de 
lachine  sera  plus  ou  moins  régulier. 

4..  Solution  définitive  de  la  question.  —  Ayant  obtenu. 
Ton  ou  l'autre  des  procédés  qui  viennent  d'être  exposés, 
râleur  vraie  ou  approchée  de  Ti,  on  procédera  au  calcul 
tensions  T  et  T',  relatives  à  une  position  quelconque  et 
inée  du  système,  en  éliminant  successivement  ces  ten- 
is,  entre  l'équation  d'équilibre  du  n®  61  et  la  relation 

T-f-T'=2Tt. 

istituant»  par  exemple,  la  valeur  2T,  — T'  de  ï  dans 
[uation  dont  il  s'agit,  on  en  tirera 

T  rti       j-    t       a    '                ,           M       ^''^^       o,q6/!|5(M-l-Q)       Qr 
T.  [R  -/,  p(o,96 sin(ï)-o,4  cos^p)]  -— ^:^^hll )L.  __  ^^ 

R-+-o,96/,  psin<p 


roie,  degré  qui  est  mesuré  par  la  valeur  de  —  (Note  du  n®46,  Section  II). 

iste  donc,  pour  chaque  cas,  une  limite  d  de  l'amplitude  des  oscillations 

dT 
i  vitesse  et  une  limite  r  du  maximum  de  —r-  qu'il  convient  de  ne  pas  dé- 

/  dt 

îr. 

i  général,  la  transmission  principale  d'une  usine  fait  marcher  un  grand 
bre  de  machines-outils  dont  chacune  ne  consomme  qu'une  petite  partie  du 
lil  total  transmis;  dans  ce  cas,  les  variations  de  la  résistance  d'un  outil  en 
iculier  ne  peuvent  avoir  une  influence  immédiate  sensible  sur  la  vitesse  de 
•re  moteur,  en  sorte  que,  si  le  mouvement  de  celui-ci  est  convenablement 
larisé,  on  peut  supposer  qu'il  reste  uniforme  pendant  toute  la  période  con- 
rée  de  perturbation  de  l'outil.  Dans  cette  hypothèse,  en  désignant  par 

i  vitesse  angulaire  constante  de  l'arbre  moteur  ; 

i  Titesse  angulaire  variable  de  l'arbre  de  l'outil  ; 

\  tension  normale  du  brin  menant; 

3tte  tension  à  un  instant  quelconque,  sous  l'action  d'une  variation  q  de  la 

isistance, 

trouve,  d'après  les  Notes  du  n®  46,  Section  II,  et  du  n®  61,  Section  III,  dont 
siutres  notations  sont  conservées, 

T  =  Q-t-yfi  — cos  V     rw  =  Rû  — y  i/—  sin--=« 

es  équations  rendent  compte  des  divers  faits  observés  dans  la  pratique  et 


r 
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et,  par  suile, 

T,[R+./ip{o,96sinT-i-o,.i 
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R  -h  o,g6,/|p  aillai  h —  — 

Comme  ie  terme  (T  —  T')sin(j?,  qui  entre  dans  l'expression dej 
N  (61),  est  généralemenl  fort  petit  à  l'égard  des  autres,  onT 
pourra,  sans  inconvénient  pour  l'exactitude  el  pour  la  simpli-^ 
licatEon  des  calculs,  le  remplacer  par  sa  valeur  approcliéf 

-TT-  sino,  relative  à  l'hypothèse  où  il  n'existe  pas  de  résistances 

passives,  ce  qui  donnera  sur-le-champ 

N  — o.gô^M  +Q  — ^Qsino^j  -i-o,8T,C0S9 

el  permettra  ainsi  de  calculer,  a  priori,  la  voleur  do  terme 
fNp  qui,  dans  l'équation  del'équilibre,  représente  le  momenl 


montrant  rinfliiencB  de  la  loni-ueur  et  de  ralloni-eniont  de  la  courroie 

sur  IB 

variation»  de  la  yilesaa  et  de  la  tension.  D'après  ce  qui  a  êlé  dit  ti-dcssu 

!,  pour 

yh<'  ■■  Vï<'- 

Cea  conditions  peuviiiil  toujours  être  remplies,  quel  que  aoil  lu.  s] 

«.UD< 

valeur  suflisanle;  on  voit  do  plus  que,  si  l'on  fail  l.r.  —  -,  la  Taleur 

QtcesBaira  de  donner  a  m  pour  salisfairo  à  la  fois  aux  deux  condilions  al  " 
raininium.  Il  suit  de  la  que,  quand  la  section  de  lu  courroie  est  dnnoM,  H 
existe  une  valeur  particulière  de  l  qui,  pour  assurer  un  mode  de  Topctiafiiu- 
ment  dèlini,  exige  un  minimum  d'énergie  du  volant.  Il  en  résulte  encore  na, 
lorsque  la  régularité  voulue  a  été  agsurée  à  une  machine-outil,  a  l'tide  d'n 
volant  eonveuHbla,  pour  une  longueur  de  courroie  déterminée,  cette  réeiil>ril> 
o'eiista  plus  au  mèma  degré,  si  l'on  change  la  valeur  de  l'allongemenl  lûltl* 
la  courroie  par  unité  de  charge;  il  faut  donc,  pour  rester  dans  les  mËmesM 
dilioiiB,  EÎ  l'an  augmente  la  dialance  de  la  machine  à  la  tranamisaion,  M 
menter  en  même  temps  lu  section  ou  la  roideur  de  la  courroie  de  lellCDi- 
nière  que  la  reste  le  même;  il  faudrait  la  diminuera!  l'on  voulait  rapprocbir 
les  arbres  )  mais,  comme  on  est  limité  par  la  nécessité  de  conaerier  t  U  nur- 
roie  une  résistance  suQlsanle,  on  sera  toujours  eipoaé  aui  inconvëulenU  d'u 
noavemeat  saccadé,  dès  que  la  distance  des  arbres  aéra  trop  faible.  (K.) 
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du  frottement  développé  sur  les  tourillons  de  Tarbre  A,  que 
Ton  considère. 

Une  fois  ces  calculs  terminés,  tout  ce  qui  concerne  le  treuil 
A',  auquel  est  appliquée  directement  la  puissance  P,  ne  pré- 
sentera absolument  aucune  difficulté;  car  on  aura,  pour  éva- 
luer P,  une  équation  de  la  forme 

H-/,  p  v/[M'-h(T  — T')siny-hPcosayH-[(TH-T')cos<p-Psina]% 

dans  laquelle  tout  sera  connu,  sauf  P,  que  Ton  en  déduira 
par  les  méthodes  déjà  souvent  rappelées. 

Dans  les  applications  de  ces  différentes  solutions  à  chaque 
cas  particulier,  on  pourra  d'ailleurs  remarquer  :  i®  que,  si  les 
cordons  BB'  et  DD'  (Jig.  88)  sont  parallèles,  ou  que  R  =  R',  il 
n'y  aura  aucun  changement  à  opérer  dans  les  résultats  à 
l'égard  des  coefficients  numériques  0,96  et  0,4,  de  sorte 
qu'il  suffira  d'y  supposer  simplement  sin9  =  0  et  cos9  =  i; 
et  7P  que,  si  ces  cordons  forment  entre  eux  un  angle  quel- 
conque, on  aura,  pour  calculei*  directement  sin<p  et  cosf,  les 
relations 

BB'z=  AA'cos(p,    A'B'-  AB  =  R'-  R  =r  AA'sinç, 
dans  lesquelles  BB'  et  A  A'  sont  donnés  a  priori. 

Des  palans  ou  poulies  mouflées. 

65.  Palans  à  poulies  égales  et  à  cordons  sensiblement  paral- 
lèles, —  Les  considérations  qui  précèdent  mettent  en  état  de 
tenir  compte  du  frottement  et  de  la  roideur  des  cordes  dans 
toutes  les  machines  composées,  telles  que  les  mouflesy  les 
chèvres^  les  grues,  etc.,  où  il  entre  des  poulies  et  tamboura 
mis  en  actions  par  ces  cordes;  nous  allons  en  présenter 
quelques  exemples  particuliers. 

Considérons  d'abord  le  palan  (Jlg.  89),  composé  de  deux 
moufles  ou  systèmes  de  poulies  égales,  montées  sur  deux 
axes  séparés,  soutenus  par  des  chapes,  dont  l'une  est  attachée 
à  un  point  fixe  et  l'autre  supporte  une  charge  ou  effort  quel- 


Fifi.  «9- 
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conque.  Nous  supposerons  parallèles  les  différeiils  conloiu 
ou  brins,  el  nous  négligerons  leur  poids  aussi 
bien  que  celui  de  ces  poulies,  qui,  dans  les 
cas  les  plus  ordinaires,  exercent  assez  peu 
d'influence. 

D'après  ces  iijpolhèses  ei  en  consemm 
les  mêmes  dénominations  qu'aux  n"  57  eiâS, 
on  aura,  pour  exprimer  les  conditions  dt 
l'équilibre  d'une  poulie  quelconque,  apparte- 
nant à  l'une  ou  à  l'autre  chape,  l'équalion 


r-f'p  r-f? 

formule  dans  laquelle  on  fera,  pour  abréger, 


^/-pn 


-/'P 


■-fe" 


Cela  f 


ce  qui  donne,  pour  une  poulie  quelconque! 
l'équation 

dans  laquelle  a  et  ^  soni  des  constantes. 
lommons 


Q  la  charge  que  supporte  la  chape  inférieure  du  palan,  y 
pris  son  équipage; 

t„  tu  l,.-  • .,  f,„  '/,+!  les  tensions  des  cordons  successifs, dort 
le  premier  est  supposé  allaclié  à  la  chape  supérieure  ou  fiiîi 
et  dont  le  dernier  est  censé  sollicilé  directement  par  la  pui* 
sance  el  appartenir  à  la  dernière  des  poulies  supérieures,' 

on  aura,  en  observant  que  la  charge  Q  se  trouve  à  la  fois  sou- 
tenue par  tous  les  cordons,  celui-ci  excepté, 


-  (,+  (,- 


-  '.= 
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I 

L'équation  précédente  donne  d'ailleurs,  pour  les  poulies 
successives, 


P'. 


-f.  Pf,  =  a  -h  aP  -h  p'f,  =  a(n-  P)  +  pU^  -f 


=:  a 


=  a. 


i 


( 


:H-p/3=a-hap-hap»-+-p^^,=  a(i-+-S-t-P')-^p'f,-i-...---: 


« 


{ 


-P) 


_£) 


-P 


P'„ 


^-P''„ 


-P 


et  par  suite 

^^f»-'-|3-(3'--  — 13- 


H-(i4-p  +  (3'H-...  +  (3"-')'.'. 


ou 


Q  =  « 


d'où 


('-(3) 


('-(3")-]   ,   (I  -  (3").^       , 


f_n('-(3)      ^/     n  '     \ 


Donc  enfin  on  aura,  pour  calculer  4  et  t„+„  les  formules 


/»=« 


i-(3 


dont  la  première  servira  dans  le  cas  où  le  cordon  sur  lequel 
agit  la  puissance  aboutira  directement  à  une  poulie  de  la 
chape  mobile. 

La  même  analyse  serait  évidemment  applicable  à  toute 
combinaison  de  poulies  égales,  dont  les  cordons  ou  brins  for- 
meraient consécutivement  les  mêmes  angles,  soit  entre  eux, 
soit  avec  la  verticale,  ce  qui  se  présente  quelquefois  dans  les 
machines  destinées  à  soulever  des  fardeaux.  Il  est  évident,  en 
effet,  d'après  les  n^*  57  et  58,  que  Ton  aura  sensiblement,  pour 
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les  poulies  mobiles   comme   pour  les  poulies  fixes,  ei  e 
conservaiu  ies  nolaiions  du  premier  de  ces  numcros. 


T/-=T>-+-^rfi'(£H-6T')+/ps/(T  +  T')'cos'9-t-(T-T7sin'9 
d'où  l'on  lire,  avec  un  degré  d'approximation  irès-suffîsani, 


^rf^&+/'p{o,9Gc. 


-o,4sin9)]T'- 


-/'p>.96cos9  +  o,4sino) 

expression  linéaire  el  oii  il  n'y  a  de  variables,  par  hypothèse, 
que  T  el  T'. 

66.  .application  numérique  au  palan  des  pontonniers.  - 
Le  palan  employé  au  service  des  équipages  de 
pouls  [fig-^o]  est  composé  de  deux  syslèmes  de 
quatre  poulies  égales  en  cuivre,  dont  le  rajon 
commun  r  est  égal  à  o'",o593,  mesuré  à  partir  du 
milieu  de  la  corde  qui,  elle-même,  a  pour  dia- 
mètre d^o"\a\^.  Ces  poulies  sont  percées  d'un 
œil  dont  le  rayon  p=:o'°,oio5;  elles  lournenl sans 
enduit  autour  d'un  boulon  en  Ter,  de  sorte  qu'on  a 
ici,  d'après  les  expériences  de  Coulomb, 

/=o,i55, 


/'-■ 


d'où  l'on  lire 


'",0609,     r  —  fp  - 


0S77. 


Le  tableau  du  n°  12  donne,  pour  une  corde  d« 
diamètre  (/'^o^.oa,  enroulée  sur  un  tambour  de 
I  mètre  de  diamètre, 

(t*a^  o^',22i^G,     d''b^  o^»,oo9-4> 

l'exposant  f/  étant  ici  égal  à  i'",75  environ,  ce  qui 
convient  aux  cordes  presque  neuves.  Supposant 
donc  que  celle  de  notre  palan  soit  dans  le  même  éia'i  oa 
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aura,  d'après  le  n*>  i% 
di'azi^J'H^af^Yi^  0,22246  T-^V  =0,18993   =0,19, 

d^b  =  d'^b  i-^X—  0,00974  /^iLV'''^:  o,oo83i6  =  o,oo83 , 
ce  qui  dopne 

oc  = rprr  =  I  ;646,     p  = j-,' ==  ï  ,1267. 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

eA  observant  qu'ici  /i  m  8  et,  par  suite, 

(3"=  2,596, ,  g;;^  m  1 ,6265, 

il  viendra 

.  /„.».,  =  8,43  -r-  o,2o6Q; 

s'il  n'y  avait  pas  de  résistances  passives,  on  aurait  évidemment 

Ces  résistances  exigent  donc,  de  la  part  de  la  puissance,  un 
surcroît  d'effort  mesuré  par 

8,43 -f- 0,081  Q, 

et  dont  le  rapport  à  la  charge  Q  augmente  indéfiniment  à 
mesure  que  cette  charge  diminue,  circonstance  qui  tient  à  la 
partie  constante  d^a  de  la  roideur  des  cordages. 

Supposant,  par  exemple,  que  le  fardeau  à  soulever  soit  Une 
pièce  de  24  du  poids  de  280^  kilogrammes,  la  puissance  devra 
développer  un  effort  d'environ  585^«,29,  au  lieu  de 

o,i25Q=:35o  kilogrammes 

seulement  qu'elle  aurait  à  exercer  s'il  n'y  avait  pas  de  résis- 
tances nuisibles  :  ces  résistances  absorbent  donc  à  elles  seules 

23 


r 
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les  ^-„>-'  '•  =  o.4o3  de  l'effort  ou  du  travail  moteur,  ou,  ce  qui 
585,20         ^  ^ 

35o 
revient  au  même,  l'effet  utile  est  réduit  aux  ^3^ —  =  o,5^ 

de  la  quantité  de  travail  dépensé,  l'un  et  l'autre  étant  ici 
évidemment  proportionnels  aux  efforts  qui  leur  correspondeol 
et  rapportés  au  même  point  d'application,  au  même  chemin 
parcouru. 


FiE-gi- 


67.  Mouflettes  à  poulies  inégales  et  à  cordons  parallèles.  | 
—  LSiJig.  91  représente  .un  système  de  moufles 
souvent  employé,  dans  les  constructions,  pour 
élever  les  matériaux  au  sommet  des  édifices, 
et  dans  lequel  les  cordons  sont  encore  sen- 
siblement parallèles,  mais  dont  les  poulies  sont 
inégales  pour  chaque  moufle  et  montées  sur 
^  des  axes  diff^enls,  unis  par  la  même  chape; 
les  valeurs  de  «  et  de  ^  changeant  ainsi  d'une 
poulie  à  la  suivante,  il  devient  Indispensable  de 
calculer  de  proche  en  proche  les  tensions  (» 
'a,.  ■  •,  '.„  'pL+i  qui  appartiennent  aux  poulies  con- 
sécutives, en  Tonclion  de  la  tension  l,  du  pre- 
mier cordon ,  de  sorte  que  l'on  a  la  suite  d'équa- 
tions 


P'„  (,=« 


-p,'„  (.= 


n(5._,'„ 


desquelles  on  tirera  la  valeur  de  t„  puis  ensuite 
celle  de  («  et  de  fn+i,  en  posant  encore  l'équation 


-(> 


h  |3„-,)/,. 


Ces  calculs  se  simplifient  dans  la  plupart  des  cas,  attendu  que 
les  poulies,  symétriquement  placées  dans  les  deux  chapes, 
reçoivent  ordinairement  des  rayons  égaux  aussi  bien  que 
leurs  tourillons. 


68.  Calcul  de  la  chèvre  d'artillerie.  — Prenant  pour  exemple 
a  cbèvre  d'artillerie  [fig.  93)  et  conservant  pour  les  pou- 


ies  mouflées  les  dénominations  du  n°  65,  on  observera  que 
e  cordon  de  la  puissance;  dont  la  tension  est  t^,,  n'est  point 
ci  parallèle  aux  autres,  attendu  qu'il  s'enroule  sur  le  treuil  de 
a  chèvre,  de  sorte  qu'il  faudra  considérer  à  part  l'équilibre 
)ul,  sur  la  dernière  poulie  slrp^ieure,  existe  entre  ^^i  et  tn. 
tiela  posé,  on  aura  d'abord,  pour  calculer  la  tension  t„  (6S), 


-(^ 


(P 


•  )P 


-Q. 


puis  (57],  pour  calculer  celle  /^i  du  dernier  cordon  qui  fait 
l'angle  9  avec  la  verticale. 


'qualion  qui, 
ion) 


1  posant  {voir  la  Note  I  à  la  fin  de  cette  Sec- 


v'C»- 


-,  COSlp)'  - 


Csin'ip 


ftleur  exacte  à  y^  près,  attendu  que  t,  +  t,^.,  C039  surpasse  au 

23. 
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moins  le  double  de  /,+,  sin  a,  donne 

"*'  ~  r  — /'p(o,986ros9  +  o, 233  sin  o)    - 

'■-ri 

attendu  encore  que,  asincp  étant  ici  toujours  plus  pelil  que 
cosç,  la  quantité  0,9860059  + o,a33  siftç,  qui  entre  au  dé- 
nominateur, est  à  y;-  près  la  valeur  exacte  de 


La  tension  /,+,  du  cordon  qui  sollicite  le  treuil  de  la  chèvre 
étant  ainsi  connue,  on  procédera  comme  a  l'ordinaire  au  calcul 
de  la  puissance  nécessaire  rappliquera  ce  treuil,  pour  vaincre 
toutes  les  résistances  réunies;  mais  il  se  présente  ici  une 
difficulté  résultant  de  ce  que  les  hommes  qui  opèreni  la 
manœuvre  de  la  chèvre  n'agissent  ni  avec  le  même  effort,  ni 
sous  le  même  angle,  ni  au  même  point  des  leviers,  dont  l'in- 
clinaison varie  d'ailleurs  à  chaque  instant.  C'est  nécessaire- 
ment le  ras  de  se  borner  à  calculer,  d'une  manière  approsi-  . 
malive,  la  valeur  moyenne  de  l'elïort  ou  du  travail  qu'ils 
doivent  développer  sur  les  leviers,  à  chaque  révolution  ou 
dans  un  temps  donné,  pour  vaincre  toutes  les  résistances 
réunies,  et  de  s'assurer  s'ils  sont  réellement  capables  de  cet 
effort  ou  de  ce  travail. 

A  cet  effei,  on  remarquera  que  l'action  des  hommes  sur  la 
machine  peut  toujours  être  censée  décomposée  en  deux  au- 
tres, dont  l'une,  perpendiculaire  aux  leviers,  produit  seule  le 
mouvement,  et  dont  l'autre,  dirigée  suivant  ces  mêmes  le- 
viers, sert  uniquement  à  presser  les  tourillons  dof  ireuil  sur 
les  coussinets,  et  peut,  sans  erreur  sensible,  être  négligée, 
puisqu'elle  n'influe  que  sur  le  frottement  assez  petit  de  ce 
Ireuil.  Nommant  donc 
P  l'effort  perpendiculaire  au  levier; 
a  l'angle  que  sa  direction  forme  avec  la  verticale  ; 
R  sa  distance  moyenne  à  l'axe,  qu'on  peut  supposer  égale  a"'^ 

I  ou  aux  }  environ  de  la  longueur  des  leviers; 


J 
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on  aura,  pour  déterminer  P,  en  faisant  attention  qu'ici  les 
composantes  de  ^„+i,  qui  agissent  sur  les  tourillons,  rempor- 
tent nécessairement  sur  celles  qui  proviennent  de  M  et  de  P, 

PR  =  tn^,  r-\-  ^ d^[a  h-  6/„+,) 

-f-/;  p'  sl[t^x coscp  —  M  —  P  cosa)' -h (/«-M sin9  -—  Psin a)% 

équation  dans  laquelle  r',  // ,  p'  et  M  ont  les  significations  déjà 
souvent  indiquées,  et  qu'on  résoudra  d'ailleurs,  à  la  manière 
ordinaire,  en  y  remplaçant,  par  exemple,  le  radical  par  sa  va- 
leur approchée 

(0,96  cos  9  +  o,4sin<p)  tn^x  —  o,96M  —  (o,96cosa  -ho,4sina)P 
=  tn+t  —  o,96M  —  (0,96  cos  a  -4-0,4  sina)P, 

puisquMci,  l'angle  9  étant  au-dessous  de  45  degrés,  on  a  en- 
core, à  Yï  près, 

0,96  cos 9  -t-  0,4  sin9  =  r. 

Mais  comme  l'angle  a  est  susceptible  de  varier  de  zéro  à  90  de- 
grés environ,  et  que  nous  avons  négligé  le  poids  des  leviers 
et  les  composantes  de  l'effort  qu'exercent  les  hommes  dans  le 
sens  de  leur  direction,  on  pourra  également  substituer,  à  l'ex- 
pression o,96cosa -i- o,4sina,  sa  plus  grande  valeur  i,  qui 
répond  à  l'angle  pour  lequel  o,4cosa  =  o,96sina.  On  trou- 
vera d'après  cela,  pour  l'effort  moyen, 

De  la  résistance  des  chaînes  ('). 

69.  Calcul  du  frottement  des  chaînes  plates,  —  Nous  avons 
vu  qu'au  lieu  de  cordes  ou  de  courroies  on  emploie  quelque- 
fois des  chaînes  pour  communiquer  le  mouvement.  Malheu- 
reusement on  n'a  point  encore  fait  d'expériences  spéciales 
pour  déterminer  leur  résistance  absolue.  Celle  qui  provient 

(')  Ce  Chapitre  ne  figure  que  dans  l'édition  de  1826.  (K.) 
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des  courroies  ne  parall  pas  toutefois  être  consîdérabie,  ainsi 
que  nous  l'avons  expliqué  (15),  attendu  leur  peu  d'épaisseur 
et  leur  flexibilité  naturelle. 

Quant  aux  chaînes,  elles  occasionnent  des  résistances  qu'il 
n'est  pas  toujours  permis  de  négliger  :  celles  qu'on  regarde 
ordinairement  comme  les  plus  avantageuses  sont  les  chaînes 
plaies  à  articulations,  dont  chaque  chaînon  est  lié  par  deuT 
boulonnets  au  chaînon  qui  précède  ou  qui  suit  (voir,  pour  la 
forme  de  la  chaîne,  ^ajïg.  42,  page  2o3). 

Considérant  une  telle  chaîne  passant  sur  une  poulie  ou 
un  tambour  mobile  sur  son  axe  A,  et  sollicitée  à  l'une  de 
ses  extrémités  par  une  résistance  Q  et  à  l'autre  par  une  puis- 
sance P  destinée  à  mettre  le  système  en  équilibre,  on  remar- 
quera qu'en  imprimant  un  mouvement  infiniment  petil  à  la 
poulie,  dans  le  sens  de  P,  l'angle  décrit  par  les  branches  ex- 
térieures des  chaînes  autour  des  boulons  des  chaînons  déjà 
appuyés  sur  la  poulie  est  égal  à  l'angle  décrit  par  la  poulifi 
elle-même  autour  de  son  centre;  mais,  en  nommant  i/slepelil 
arc  parcouru  par  le  point  des  boulonnets  où  s'exerce  le  frot- 
tement, ds  sera  la  vitesse  virtuelle  de  ce  froitement  n 

/ 

v'.+Z''- 

la  poulie,  et  par/'P  pour  le  tourillon  de  celui  qui  la  quille. 
en  sorte  que  f'Qds,  fpds  seront  les  moments  virtuels  res- 
pectifs de  ces  frottements.  Ceux  des  forces  P  et  Q  elles- 
mêmes  étant  PdS,  QrfS,  en  nommant  dS  l'arc  élémenlaire 
décrit  par  le  centre  des  boulonnets  autour  de  A,  on  aura 
l'équation 

PrfS  =  Q(/S-f-/'(P-H  Q)r/s, 

mais  les  arcs  ds,  dS,  qui  mesurent  des  angles  au  centre  égau^ 
d'après  ce  qui  précède,  sont  proportionnels  à  leurs  rayons, 
que  nous  nommerons  respectivement  r  et  R,  et  qui  sont  évi- 
demment ici  le  rayon  du  trou  du  boulon  et  la  distance  du 
centre  A  de  la  poulie  au  point  milieu  tp  de  la  chaîne;  donc 
ré([uation  deviendra 

PR=QK+f{P  +  Q) 


^  Q  ou  /'Q  pour  le  tourillon  du  chaînon  qui  vient  sur 


.=  QK+f{P  +  Q)r;  I 

^         J 
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d'où 

c*esl-à-dire  que,  pour  tenir  compte  de  la  résistance  de  la 

chaîne  clans  l'équation  d'équilibre  de  la  machine  où  entre  la 

if'r 
poulie,  il  faudra  augmenter  la  tension  Q  de  u,      ^^    Q,  abso- 

K  — /  r 

lument  de  la  même  manière  qu'on  l'a  fait  pour  la  roideur  des 

cordes.  En  négligeant  d'ailleurs  le  terme  f'r  vis-à-vis  de  R, 

on  retombera  sur  l'expression 

^frQ_     ^/      rO 

donnée  par  Coulomb  dans  sa  Théorie  des  machines  simples. 

On  remarquera  que  les  chaînes  plates  et  à  articulations  dont 
il  s'agit  ici  peuvent,  lorsqu'elles  ne  sont  pas  rigoureusement 
exécutées,  donner  lieu  à  un  autre  frottement  résultant  de  la 
pression  de  chaque  chaînon  sur  la  gorge  de  la  poulie  à  l'in- 
stant où  l'arrondissement  de  l'extrémité  {wo'irjig.  4^,  p.  2o3, 
pour  la  forme  de  la  chaîne),  venant  à  poser  sur  cette  gorge, 
le  chaînon  continue  à  tourner  autour  de  son  boulon  anté- 
rieur jusqu'à  ce  qu'il  se  trouve  appliqué  en  entier  sur  la 
poulie;  ce  frottement  aurait  évidemment  lieu  pour  tous 
les  chaînons  dont  l'épaisseur  serait  un  peu  plus  forte  que 
celle  des  chaînons  qui,  les  précèdent  ou  les  suivent  immé- 
diatement, et  il  aurait  pour  bras  de  levier  la  demi-épaisseur 
de  la  chaîne.  Il  serait  possible  de  tenir  compte  de  ce  nouveau 
frottement,  mais  il  vaudra  mieux  chercher  à  l'éviter  par  une 
exécution  exacte  et  régulière  des  chaînons.  Nous  ne  parlerons 
pas  des  chaînes  à  anneaux  tors  qui,  outre  ces  inconvénients, 
ont  encore  celui  d'occasionner  des  ressauts  et  secousses  pro- 
venant du  renversement  des  anneaux  tantôt  dans  un  sens,  tan- 
tôt dans  l'autre;  on  doit  les  rejeter  entièrement.  On  diminuera 
d'ailleurs  ces  inconvénients,  ainsi  que  celui  du  frottement  des 
boulons  et  de  la  variation  du  bras  de  levier  de  la  puissance,  pro- 
venant de  ce  que  les  chaînons  forment  un  polygone  autour  de 
la  poulie,  en  augmentant  convenablement  le  rayon  de  cette 
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poulie  etdiminuaniau  contraire,  le  plus  possible,  la  longueur 
des  chaînons. 

ha  disposition  suivante  des  chaînes  nous  paraît  èlie  celle 
qui  esl  la  plus  avantageuse  possible. 

70.  Disposilion  de  la  plus  m'unlageiise  des  chaînes  sur  les 
poulies  ou  tambours,  —  Concevons  une  chaîne  ordinaire 
(fig-^^)  formée  d'anneaux  oblongs,  plans,  d'une  peliie  lon- 
gueur el  perpendiculaires  les  uns  aux  autres;  on  creusera, 

Fie.  qS- 


dans  le  milieu  de  la  gorge  de  la  poulie  ou  du  tambour,  une 
rainure  destinée  à  recevoir  les  maillons  qui  se  présenlent 
perpendiculairement  à  cette  gorge;  les  longues  branches  des 
autres  s'appliqueront  à  plat  sur  la  gorge  de  la  poulie,  sans 
frotter.  On  peut  voir  cette  disposition  appliquée  au  modèle 
du  ponl-levîs  à  la  Dobenheim,  qui  se  trouve  au  cabinet  de 
l'École  d'application;  elle  est  également  employée  dans  des 
machines  en  grand,  notamment  à  certains  ponis-levis  et  à  lo 
grue  de  MM.  Wilson  et  Manby  à  CharentDn;Ia  chaîne  s'enroule 
à  plusieurs  reprises  sur  l'arbre  en  fonte  du  treuil,  qui  porte 
des  rainures  hélicoïdes  pour  recevoir  les  maillons  qui  se  pré- 
sentent d'équerre  :  cet  arbre  forme  ainsi  une  véritable  vis  à 
filets  carrés. 

11  est  à  remarquer  que  dans  ce  système,  qui  réunit  les  avan- 
tages de  la  solidité  et  de  la  simplicité,  le  frottemenl,  au  poinl 
de  contact  de  deux  maillons  consécutifs,  peut,  dans  certains 
cas,  être  réduit  à  un  simple  roulement. 
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Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  qu'il  se  passe  ici  exac- 
tement la  même  chose  que  lorsqu'un  tourillon  roule  dans  un 
palier,  ou  lorsque  l'œil  d'une  roue  roule  sur  un  tourillon, 
c'est-à-dire  que  le  point  de  coniact  m  (Jig.  94)  des  deux  chaî- 


Fig.  gâ- 


tions, qui  d'abord  est  en  a  dans  l'axe  de  l'anneau  mobile,  se 
déplace  quand  cet  anneau  vient  à  rouler  sur  la  branche  trans- 
versale de  l'anneau  précédent  ad,  supposé  fixe  et  déjà  placé 
sur  la  poulie  :  or  la  quantité  de  ce  déplacement  est  relative  à 
l'angle  formé  par  les  axes  ab  et  ad  de  ces  chaînons;  si  donc 
2ei  angle,  parvenu  à  sa  plus  grande  valeur,  est  tel  que,  pour  la 
30sltion  correspondante  du  point  de  contact  m,  le  frottement 
3n  ce  point  suffise  encore  pour  empêcher  le  glissement,  ou 
jue  la  tangente  de  l'angle  bmc,  formé  par  le  rayon  cm  de  l'an- 
leau  et  la  direction  bm  du  chaînon  suivant,  soit  plus  petite 
jue/,  il  n'y  aura  eu  que  simple  roulement  ou  frottement  de 
la  seconde  espèce,  dont  la  valeur  est  tout  à  fait  négligeable  à 
l'égard  de  l'autre. 

On  pourrait,  d'après  cela,  rechercher  quels  sont  les  rapports 
à  établir  entre  les  dimensions  des  anneaux  et  celles  de  la  poulie 
pour  que  le  frottement  devînt  nul;  il  nous  suffira  de  remar- 
quer ici  que  l'arc  am,  décrit  par  le  point  de  contact  m  sur  le 
chaînon,  sera  d'autant  plus  petit  que  l'angle  extérieur  formé 
par  deux  chaînons  successifs  placés  sur  la  poulie  le  sera  lui- 
même  davantage  et  qu'il  y  aura  plus  de  différence  entre  la 
grosseur  du  tourillon  ou  du  fer  rond  qui  forme  les  anneaux 
et  le  rayon  cm  du  cercle  qui  termine  ces  mêmes  anneaux. 
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Manière  de  tenir  compte  dn  poids  des  cordes  et  courroiss 
dans  les  équations  d'éqnililire. 

71,  Loi  générale  des  tensions  en  chaque  point  d'une  corde 
pesante,  soutenue  par  des  rouleaux  ou  surfaces  quelconquti. 
—  Soit  abcd. .  .g  (Jlg.  gS)  une  rorde  sollicilée,  à  ses  exlré- 
niilés,  par  des  forces  quelconques  et  passant  sur  des  poulies 


ou  rouleaux  de  renvoi  A,  B,  C  mobiles  autour  de  leurs 
centres.  On  conçoit  que  le  poids  de  celle  corde  influera  sot 
les  condjUonsde  l'équilibre  ;  1"  en  ce  qu'il  chargera  les  poinis 
d'appui  A,  B,  C  qui  la  supporieni;  2°  en  ce  qu'il  modifiera  1» 
tension  naturelle  en  ciiaque  point.  Cela  posé,  nous  admet- 
trons que  les  forces  étrangères  qui  sollicitent  la  corde  soient 
assez  grandes  pour  que  l'on  puisse  la  considérer  comme  exsfr 
tement  appliquée  sur  chaque  rouleau  et  comme  a  peu 
tendue  en  ligne  droite  d'un  rouleau  à  l'autre,  c'est-à-dire 
de  b  en  c,  de  d  en  e,  ce  qui  a  presque  toujours  lieu  dans 
applications  :  par  exemple,  nous  supposerons  que  l'exlré- 
mité  inférieure  g  de  la  corde  supporte  un  poids  Q,  eique 
son   exlrémilé  supérieure  a  soil   liée  à  l'arbre  d'un  ireuil 
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oUicité  par  une  puissance  P,  qui  met  tout  le  système  en 
quilibre^^y  compris  les  résistances  passives. 

Nommant  p  le  poids  du  mètre  courant  de  la  corde,  celui 
'un  élément  quelconque  mn  =  ds,  appartenant  ou  non  à  la 
urface  des  rouleaux,  sera  pds,  et  si  a  désigne  l'angle  formé 
arcetélémentavec  la  verticale,  on  pourra  concevoir/>rf5décom- 
osé  en  deux  forces  :  l'une  pds  cosa,  qui  agira  dans  le  sens  de 
I  corde  pour  l'entraîner  vers  l'extrémité  la  plus  basse  de  mn; 
autre  pds  sina,  qui  agira  perpendiculairement  à  sa  direction 
t  servira  simplement  à  modifier  la  pression  sur  les  appuis 
Ly  B,  C,  de  sorte  qu'elle  sera  détruite,  soit  directement  par  la 
ésistance  qu'ils  lui  opposent  en  chaque  point  des  rouleaux, 
oit  indirectement  par  la  rigidité  propre  de  la  corde  ('),  dans 
es  parties  libres  ou  interposées  entre  chaque  couple  de  rou- 
eaux. 

Considérant  d'abord  l'ensemble  des  premières  composantes, 
m  remarquera  que  chacune  d'cllesprf^cosa  exprime  le  poids 
l'une  portion  de  corde  pareille,  égale  à  la^projection  m'n'  de 
'élément  mn  sur  la  verticale  quelconque  LM,  c'est-à-dire  à 
a  hauteur  dh  de  cet  élément,  et  sollicitant  la  corde  dans  le 
ens  de  la  pesanteur;  la  tension  croît  donc  progressivement, 
epuîs  le  point  le  plus  bas  de  chaque  rouleau  jusqu'au  point 
e  plus  élevé  de  la  corde  sur  ce  rouleau  ou  sur  les  rouleaux 
djacents,  et  cela  de  quantités  pA  proportionnelles  à  la  hau 
3ur  h  de  chaque  point  au-dessus  du  point  le  plus  bas  dont  il 
'agit,  quantités  qui  sont  ainsi  indépendantes  de  la  nature  de 
I  courbe  formée  par  la  corde  ou  celle  des  surfaces  qui  la  sup- 
ortent.  En  général,  si  nous  nommons  tx  la  tension,  en  un 
oint  quelconque,  dont  Ai  est  la  hauteur  au-dessus  d'un  plan 
lorizontal  et  inférieur  donné,  t  celle  qui  a  lieu  à  un  autre 
loint  également  quelconque  et  dont  l'élévation,  au-dessus  de 


(*)  Pour  les  parties  qui  forment  chaînettes,  le  -poiàs pds  de  chaque  élément 
«t,  comme  on  sait,  égal  et  de  signe  contraire  à  la  résultante  des  tensions  con- 
écntiTcs,  et  la  composantes^/.;  sina  est  détruite  par  la  somme  des  composantes 
le  ces  tensions  suivant  la  normale,  ou  par  la  force  tdO  =  tdoc,  t  désignant, 
ïomme  dans  la  Note  du  n^  16,  la  valeur  de  la  tension  au  point  considéré,  et  dd 
la  variation  de  l'angle  de  contingence,  évidemment  égale  à  celle  de  l'angle  a. 
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ce  plan,  soil  h,  on  aura,  eu  égard  seulemeni  au  poids  de  1» 

corde. 


^r- 


ilh  —  t,-^p{/i  —  /i,). 


quaniilé  dont  le  second  terme  sera  positif  ou  négalif  seloD 
que  h  sera  plus  grand  ou  plus  peiit  que  h„ 

Ainsi,  par  exemple,  la  tension  au  point  le  plus  élevé  du  ro* 
leauB,ou  le  plus  bas  du  rouleau  A.ouenQnau  point  d'atiach» 
0  de  la  corde  sur  ce  dernier  rouleau,  peut  être  censée  coQP 
posée  de  deux  autres,  dont  l'une,  égale  à  celle  qui  aurait  liett 
en  ce  môme  point  si  la  corde  était  sans  pesanteur,  ett'aulK 
égale  au  poids  d'une  corde  pareille  ayant  pour  longueur  II 
dirtérence  positive  ou  négative  entre  la  hauteur  de  ce  mèmi 
point  et  celui  g  qui  sert  d'attache  à  Q;  ce  qui  revient  à  din 
notamment  que  /a  tension  qui,  en  a,  ferait  équilibre  au  poiét 
seul  de  la  corde,  est  équivalente  au  poids  en  question,  et  afft 
pour  favoriser  la  puissance  P  ou  la  résistance  Q,  selon  que  et 
point  se  trouve  siiué  au-dessous  ou  au-dessus  da  poiat 
d'attache  g, 

72.  Indication  de  la  marche  à  suivre  dans  les  divers  cat, 
pour  calculer  l'influence  du  poids  des  cordes. —  En  parliculleii 
si  les  deux  bouts  de  la  corde  se  rejoignent  exactement,  ou  si 
celle  corde  était  sans  fin,  son  poids  ne  ferait  que  presser  les 
appuis  et  n'augmenterait  ni  ne  diminuerait  en  rien  l'aciionde 
la  puissance,  principe  évident  et  doni  on  pourrait  se  servir 
pour  établir  celui  qui  précède  :  le  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles en  fournirait  une  autre  démonstration  très-simple. 

Lorsque  l'extrémité  g  de  la  corde,  au  lieu  d'être  libre  ou 
simplement  sollicitée  par  un  poids  Q,  est  solidement  altacbée 
-  à  un  point  fixe,  le  poids  du  cordon  qui  lui* correspond  se 
trouve  ordinairement  détruit  parla  résistance  de  ce  point, el 
alors  il  faut  considérer  l'équilibre  de  la  porde  à  partir  du  poinl 
le  plus  bas  de  ce  cordon.  Ce  cas  est  notamment  celui  des  pa- 
lans et  de  la  chèvre  d'artillerie.  Prenant  donc,  pour  chacune 
des  positions  du  système,  la  hauteur  comprise  entre  lepoîm 
inférieur  des  poulies  mobiles  et  l'extrémité  de  la  corde  qui 
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répond-à  la  puissance,  multipliant  cette  hauteur  par  le  poids 
de  Tunité  de  longueur  de  cetle  corde,  on  aura  la  quantité 
dont  il  faut  augmenter  ou  diminuer  la  tension  t^+x  du  dernier 
brin,  selon  que  la  moufle  mobile  se  trouvera  au-dessous  ou 
au-dessus  de  l'horizontale  du  point  dont  il  s'agit. 

Quant  au^  composantes  normales /?(/5sin a,  qui  contribuent 
à  augmenter  les  frottements  sur  les  appuis  ou  tourillons  des 
poulies,  on  peut  pi^esquc  toujours  les  négligea  vis-à-vis  des 
pressions  qui  résultent^  sut  ces  mêmes  appuis,  des  tensions 
que  font  naître,  aux  différents  points,  les  forces  P  et  Q  appli-; 
toquées  au  systèmef.  Si  d'ailleurl^  on  voulait  opérer  rigoureuse- 
meoiy  il  faudrait  considérer  ce  qui  se  passe  d'un  cordon  au 
coraon  suivant,  à  partir  de  celui  qui  soutient  immédiatement  le 
poids  Q  du  qui  est  attaché  au  point  fixe,  et  détermiaer  ainsi,  de 
prdche  en  proche,  la  tension  de  la  corde  ë&  ses  points.de 
contact  <6ur  les  diverses  poulies  et  les -pressions  qui  en  ré- 
sultent^ur  chaque  tourillon,  ce  qui  tend  à  compliquer  un  peu 
les  calais  et  n'offre,  du  reste,  rten  de  oien  difficile,  quand 
léS  cordons  sont  à  peu  près  tendus  en  ligne  droite. 

HBi  les  cordons  des  palans  sont  verticaux,  il  sera  suffisam- 
ment exact  de  supposer  les  tourillons  de  chacune  des  pouli.^ 
supérieures  chargés  du  poids  entier  des  deux  cordons  qui 
aboutissent  à  cette  poulie,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  sup- 
posera, dans  les  équations  d'équilibre,  les  tensions,  aux  points 
de  contact  de  chacun  des  cordons  avec  les  poulies  supérieures, 
augmentées  du  poids  de  ces  mêmes  cordons. 

Si  les  cordons,  au  lieu  d'être  verticaux,  étaient  inclinés 
d'une  manièr^quelconque,  les  tensions  en  leurs  extrémités 
supérieures  seraient  encore  déterminées,  au  moyen  de  celles 
<ie  leurs  extrémités  les  plus  basses,  d'après  le  principe  du 
n*7i,  c'est-à-dire  que  les  premières  surpasseraient  respecti- 
vement les  secondes  de  quaqfités  égales  au  poids  de  portions 
de  corde  ayant  pour  longueur  la  hauteur  comprise  entre  les 
extrémités  de  chaque  brin;  mais  on  aurait  de  plus  à  tenir 
compte  des  composantes  normales  pdss\na(7i),  qui  produi- 
sent un  surcroît  de  pression  sur  les  appuis  ou  tourillons  des 
poulies;  cela  ne  présentera  aucune  difficulté  si  les  cordons 
peuvent  être  censés  tendus  sensiblement  en  ligne  droite, 
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entre  leurs  points  de  contact   respectifs  sur  ces  poulies,  ca 
qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire  des  applications. 

A  l'égard  des  portions  de  cordons  embrassant  les  gorges  de 
poulies,  CD  pourrait,  sans  inconvénient,  négliger  toialemeDi 
leur  poids;  mais,  si  l'on  veut  en  tenir  compte,  on  lesuppu- 
I  sera  réuni  à  celui  de  ces  poulies,  dans  le  terme  qui  coDceroe 
3  Trottement  des  tourillons,  et  l'on  ajoutera  son  momealà 
celui  des  autres  forces,  en  observant,  d'après  le  principe  du 
n°Tl,  qu'il  a  pour  valeur  le  produit  du  rayon  des  poulies  par 
(p  poids  d'une  portion  de  corde  pareille,  égale  à  la  projection 
de  l'arc  embrassé  et  agissant  à  l'extrémité' la  plus  basse  de 
cet  arc. 

Frottement  de  la  vis  à  filets  carrés. 

73.  Expression  du  moment  des  résistances  par  rapport  à 
l'axe  de  lavis.  —  Soit  [Jig-  96)  AB  l'axe,  supposé  yerlical, 


d'une  vis  à  filets  carrés,  destinée  à  soulever  un  poids  Q  par 
l'intermédiaire  d'une  puissance  horizontale  P  appliquée  à 
l'extrémilé  du  bras  de  levier  R,  de  sorte  que  l'écrou  ab  esl 
ici  censé  fixe.  On  peut  toujours  supposer  que  la  charge  Q 
soit  distribuée  uniformément  sur  un  certain  filet  hélicoïde  de 
la  vis  ou  de  l'écrou,  que  nous  nommerons  Jllel  moyen,  e\ 
s'y  trouve  posée  comme  sur  un  plan  incliné  formant,  avec  l'ho- 
rizon, un  angle  égal  à  celui  des  plans  tangents  à  ce  Qle(. 


\ 
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Nommant  donc 


.t 


'1.       ♦. 


-"le  rayon  ducylin^ffe  qui  contienl  rhélîce  ou  le  ûlet  moyen 

dont  il  s'agit;      i 
f  la  force  horlzontaley  tangente  à  ce  cylindre,  qui  serait  ca- 
pable de  vaincre  le  poids  Q  et  les  frottements  qui  en  ré- 
sultent sur  la  surface  du  Qlet  moyen  ;  ^       * 
ï  la  hauteur  du  pas  de  la  vis  ou  de  ]'écrou  ;       .^ 
r  ==  3 ,  1415926  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre;^ 
c  Tangle  d'inclii^aison  constante  du  filet  moyen  In'horizon; 
^le  coefficient  du  frottement  pour  les  substances  en  contact, 

>D%ura,  d'après  le  n^  18, 

Q  tang^  +/  ^  Q  ^  +  ^^/^ 
"  I — /tanga  27rr— /A'  "* 

■m 

lont  le  moment,  par  rapport  à  Taxe  de  la  vis;<est 

^     tang<x  -h  f      ^    As-  27r/r 
^  I — /tanga*    ^     7.nr—fh 

ITest  ce  moment  qu'il  faudra  introduire  dans  l'équation  d'équi- 
!ibre(n*>*SO  et  suivants)  des  forces  qui  sollicitent  la  vis  ou 
'écrou  dans  soh  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  fixe 
AB. 
La  valeur  ci-dessus  de  p  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^,  ^ifeiH- tangua      ^    h         ..^      A'4-47r'r^ 

f 

on  voit  que  la  portion  de  p,  employée  seule  à  vaincre  le  frot-    , 
tement,  a  pour  expression 

^     iH-tang»« 
•^      ir-/tanga' 

dont  la  valeur  croit  progressivement  avec  tang  a,  jusqu'à  de- 
venir infinie  quand  tanga  =  -7^9  limite  passé  laquelle  la  puis- 
sance horizontale  p  et,  par  suite,  la  force  P  appliquée  à  l'ex- 
trémité du  bras  de  levier  ne  pourraient  plus  faire  mouvoir  la 
vis  en  l'élevant  le  long  des  filets  de  l'écrou  (19). 
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Il  semblerailjti'après  cela,  qu'il  diil  y  avoir,  en  général,! 
l'avantage  h  diminuer  l'angle  d'incliaaison  «  des  hélices;  ma 
on  arrivera  à  une  conséquence  tout  opposée  si  l'on  considère 
que  le  rapport 

/(.  +  lans's=) 


taDga:(i— /langa;)       sinso:  — /[i  —  C05  2k) 

du  terme  p  relatif  au  froilemenl  à  celui  qui  représente  la  po^ 
tion  utilisée  de  la  puissance  décrotl  conslamment,  depuis  l< 
valeur  0  de  x,  qui  le  rend  infini,  jusqu'à  la  valeur  de  «  répon- 


se conclut  aussi  directem'ent  de  la  comparaison  de  1a  quanllté 
de  isavail  utilisée  à  celle  dépensée  par  p,  ei  dont  le  rapport 
est  ici  évidemment 

tango:(:-r/taogg)  „  siii 


:ï^/{.  +  C0S2s.) 


Ce  rapport,  dont  le  maximum  répond  à  tangax  =  j.,  devient 

'  nul  pour  la  valeur  de  x  qui  répond  à  tango:  =.->  c'est-i-dire 

pour  la  même  valeur  qui  rend  infinie  l'expression  du  frolie- 
ment.  ' 

Supposant,  par  exemple,/=o,i2,  ce  qui  convient  au  cas 
où  l'écrou  serait  en  cuivre  et  la  vis  en  fer,  les  surfaces  élan! 
onctueuses;  puis  tanga  :=  -fç,  ce  qui  se  présente  souvent,  nih 
tamment  dans  les  pressoirs  à  vi^  le  rapport  ci-dessus  de- 
viendra 0,249;  flinsi  le  travail  dépensé  par  la  puissance  pouf 
élever  la  charge  Q  serait  presque  quadruple  de  celui  qui  ré- 
pond à  l'effet  utile.  Si  tanga:  était  égal  à  \,  le  même  rapport 
deviendrait  o,655:  ces  résultats  mettent  d'ailleurs  en  étî- 
dence  l'énorme  influence  exercée  par  le  frottement  des  ïis  et 
des  écrous. 
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Ik,  Propriétés  et  emplois  divers  des  vis*  —  On  conclut  aussi 
de  ce  qui  a  été  dit  (18  et  lO),  pour  le  cas  du  plan  incliné,  que 
si  tangaest  au-dessus  de/,  la  vis  non-seulement  ne  tendra 
pas  à  descendre  d'elle-même  bu  à  se  desserrer  sous  l'effort 
qu'elle  supporte,  mais  encore  exigera,  pour  être  entraînée 
par  la  puissance  p  supposée  agir  dans  le  sens  contraire  de 
celui  qu'elle  avait  précédemment,  un  effort  mesuré  par 

^/— tanga        ^^  (i -+- lang'a)      ^. 

»  =  Q  ^ — 7î— 2 —  =:/Q TT-^^ — '  —  Q  langa. 

'^       ^i-f- /langa      -^  ^  i-h /langa       ^       ® 

Ce  cas  est  précisément  celui  des  boulons  d'assemblage,  qui  doi- 
vent maintenir  l'état  de  compression  réciproque  de  certains 
corps,  après  que  la  puissance  a  exercé  son  action  sur  la  vis  ou 
récrou.  On  sait  qu'il  en  est  tout  autrement  des  vis  de  balanciers 
à  découper,  à  étamper  ou  à  battre  la  monnaie,  et  qui  portent  des 
filets  doubles  ou  triples  afin  de  pouvoir  donnera  leurs  hélices 
moyennes  une  grande  inclinaison  sur  Taxe.  Quelquefois  d'ail- 
leurs il  arrive,  même  pour  les  vis  où  la  relation  tanga  <;/est 
satisr9ite,  que  les  secousses  ou  vibrations  éprouvées  par  les 
boulons  d'assemblage  font  desserrer  tes  écro us;  ce  qui  exige 
qu'on  s'oppose  à  cet  effet  en  plaçant  deux  écrous  l'un  sur 
l'autre,  ou  mettant  directement  obstacle  au  mouvement  de 
l'éeroa  simple,  par  un  moyen  facile  à  imaginer. 


*■ 


75.  Frottement  latéral  de  la  vis  dans  le  cas  où  elle  est  uni- 
quement  guidée  par  l'écrou.  —  Les  résultats  exposés  dans  le 
n?  73  resteraient  évidemment  les  mêmes  si  la  puissance  P 
était  immédiatement  appliquée  à  Técrou;  mais,  en  général,  la 
valeur  de  i^Ue  puissance  variera  suivant  son  bras  de  levier  R, 
et  la  manière  dont  lavis  elTécrou  seront  supportés  ou  guidés 
dans  leur  mouvement.  Il  se  présente,  en  etei,  divers  cas  à 
examiner. 

Supposant,  par  exemple,  l'écrou  ab  (fig.  96)  complète- 
ment fixe,  il  se  peut  que  la  vis,  n'ayant  pour  objet  que  de 
soulever  un  poids  qui  a  la  faculté  de  tourner  avec  elle,  soit 
uniquement  guidée,  dans  sa  course,  par  l'écrou;  alors  la  puis- 
sance  P,  agissant  à  une  certaine  distance  de  l'axe  AB,  tendra 
à  faire  appuyer  la  surface  extérieure  et  cylindrique  des  filets 

a4 


coms  Dx  «ËcitnQUK 

vis  contre  la  surface  correspondante  de Técrou;  il  faudra 

ne  décomposer  la  puissance  P  en  deux  autres  parallèles, 

agissant  dans  les  plans  qui  limitent  cet  écrou  vers  le  haujei 

vers  le  bas,  et  qui  contiennent  les  filets  de  vis  soumis  à  la 

pression  latérale. 

Nommant  a  et  b  les  distances  du  plan  dans  lequel  agit  F 
aux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  de  la  vis  qui  limitent  lé- 
crou,  /  la  dislance  de  ces  deux  plans  ou  l'épaisseurde  l'écrou, 
on  aura:  pour  la  composante  agissant  dans  le  plan  supérieur 
dans  le  sens  de  P, 

Pi 


pour  la  composante  agissant  dans  le  plan  inférieur  dans  le  sens 
contraire  de  P, 


Ces  pressions  donnant  lieu  aux  froitemenls/P  v:  fP  j  qui 

s'exercent  sur  la  surface  cj-lindrique  extérieure  des  filets 
auront  pour  bras  de  levier  le  rayon  /■'  de  cette  surface,  un  peu 
supérieur  à  r;  on  aura  donc,  en  observant  que  les  pressions 
normales  et  les  frottements  tangentiels  à  la  surface  bélicolde 
des  filets  de  la  vis  sont  distribués  symétriquement  tout  autour 
de  son  axe,  de  sorte  qu'ils  ne  tendent  nullement  à  en  changer 
la  direction,  on  aura,  dis-je,  l'équation  d'équilibre 


PRi- 


langa: 


-/tang 


^/{■^'- 


Si,  d'ailleurs,  la  puissance  P  se  composait  de  deux  ou  plusieurs 
forces  égales  agissant  symétrîcjuement  autour  de  l'axe  de  I' 
vis,  le  dernier  terme  de  l'équation  ci-dessus  serait  évidem- 
ment nul. 

'  76.  Frottement  des  guides  ou  collets  de  la  vis,  —  Quand  In 
vis  est  guidée  par  des  collets  particuliers,  ce  qui  arrive  sou- 
vent pour  éviter  que  les  pressions  -r-i  -y-  et  les  froiteraenis 
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qui  en  résultent  n'acquièrent  une  trop  grande  influence^  on 
doit  remplacer  ces  frottements  par  ceux  qui  ont  lieu  sur  les 
arêtes  extérieures  de  ces  collets;  a,  6,  l  expriment  alors  les 
distances  qui  les  séparent,  soit  du  plan  de  la  puissance  P»  soit 
entre  elles. 

T7.  Frottement  du  collier  et  des  guides  de  la  charge,  — 
Lorsque  le  poids  Q  ne  doit  pas  tourner  librement  avec  la  vis, 
et  qu'il  est  contraint  à  se  mouvoir  parallèlement  à  lui-même, 
il  ne  se  trouve  lié  à  elle  que  par  un  collier  ou  anneau,  qui  donne 
lieu  à  un  frottement  dont  le  bras  de  levier  s'évaluera  d'après 
ce  qui  a  été  dit  au  n°37et  dont  le  moment  sera  représenté  par 
une  expression  de  la  forme 

'-^^      9-^9'     ' 

qu'on  ajoutera  au  second  membre  de  l'équation  ci-dessus; 
mais,  comme  ce  frottement  peut  donner  lieu  à  une  pression 
sur  les  guides  du  poids  Q,  il  sera  nécessaire,  dans  certains  cas, 
de  tenir  compte  de  la  résistance  qui  en  résulte. 

Nommant  (32)  L  la  distance  de  l'axe  4^  1^  ^^s  à  laquelle  il 
agit;/''  le  coefficient  qui  lui  est  relatif,  son  intensité  absolue 
sera  mesurée  par  l'expression 

f'f  iffCi  ^9' -^'99' -^9'')  _  2  (p'H-pp^-4-p")  ^  x.,,^ . 
J    'J  ^      (P  +  P')i-     ^à      (p-f-p'}L     -^-^  ^' 

car  le  moment  de  la  pression  qui  y  donne  lieu  doit  être  évi- 
demment égal  à  celui  du  frottement  sur  le  collierdela  charge; 
l'expression  ci-dessus  devra  d'ailleurs  être  ajoutée  à  Q  dans 
l'équation  d'équilibre  de  la  vis,  c'est-à-dire  qu'on  devra  y 
remplacer  Q  par 


O^  .   *  9!_±99[_^  9'"  ff  fA 


quantité  à  laquelle  il  faudra  en  outre  ajouter  le  poids  propre 
de  cette  vis  et  de  son  équipage,  pour  obtenir  la  charge  totale 
de  l'écrou. 

24. 
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78.  Frottement  du  pivot  des  vis  de  compression,  —  U  ar- 
rive quelquefois  que,  l'écrou  restani  fixe,  l'objet  de  la  vis  esi 
de  presser,  comprimer  ou  reTouler  certains  corps  vers  son  ex- 
irémilé  inférieure  B  (_yîg-,  96)1  celte  extrémité  formant  alors 
pivot  donne  lieu  à  un  frottemeiit  dont  on  tiendra  compte  en 
ajoutant  (3S)  un  terme  de  la  forme 

J/.Qp 

au  second  membre  de  l'équaiion  d'équilibre,  p  étant  le  plus 
grand  rayon  de  la  partie  frottante,  Q  la  force  de  compression, 
et  par  conséquent  Q— 7  la  charge  agissant  réellemenl  pour 
refouler  l'écrou  de  bas  en  haut,  q  désignant  le  poids  de  la  vis. 

79.  Frottement  des  guides  de  l'écrou  mobile  suivant  l'axe. 
—  Dans  d'autres  cas  {/ig.  97),  la  vis  est  seulement  susceptible 


de  tourner  autour  de  son  axe  AB,  sans  que  celui-ci  se  dé- 
place, l'écrou  abcd  étant  seul  mobile  le  long  de  cet  axe,  sans 
pouvoir  tourner;  alors  la  vis  frotte  sur  un  pivot  inférieur  ou 
sur  des  épaulemenls  B  placés  aux  extrémités,  tandis  que 
l'écrou  est  maintenu  dans  une  direction  parallèle,  au  moje" 
de  guides  à  oreilles,  de  coulisses,  etc.;  on  ne  sera  donc  point 
embarrassé  d'établir  l'équation  d'équilibre  pour  ce  cas,  e" 
observant  que  la  charge  de  b  vis  se  compose  du  poids  Q  àe 


iS_k 
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récrou  ei  de  son  équipage,  ainsi  que  du  frottement  des  guides, 
dont  la  valeur  sera  ici  évidemment 

reip  ayant  les  significations  indiquées  au  n"*  73,  et  L  étant  la 
distance  du  point  d'appui  des  guides  à  l'axe  de  la  vis,  de  sorte 
qu'on  aura,  dans  le  cas  actuel,  pour  déterminer  la  valeur  de  p, 

d'où 

P  =  Q '^^^^ --> 

1— /langa— -^(langa-^/) 
valeur  qu'il  faudra  introduire  à  la  place  de 

^  I— /langa' 

dans  l'équation  d'équilibre  du  n®  75  ci-dessus. 

Quant  à  la  pression  verticale  supportée  par  l'épaulement  su- 
périeur ou  inférieur  de  la  vis,  elle  sera,  q  étant  le  poids  de 
cette  vis  et  de  son  équipage,  en  supposant  que  la  vis  ait  à  sou- 
lever la  charge  Q, 

i  — /langa  —f"  j-  (langa  +/) 

d'où  il  est  facile  de  conclure  le  moment  du  frottement  de 
l'épaulement. 

80.  Cas  où  la  puissance  est  directement  appliquée  à  Vécrou. 
—  Enfîn  il  peut  arriver  que  la  puissance  soit  directement  ap- 
pliquée à  l'écrou,  qui  alors  tourne  sur  lui-même  en  frottant 
sur  une  rondelle  ab  (fig.  98]  ou  sur  une  bande  annulaire, 
comme  dans  les  vis  des  portières  d'écluses,  des  grilles  de  fer- 
metures ou  dans  les  boulons  d'assemblage;  il  est  évident  que 
l'équation  d'équilibre  du  système  pourra  s'établir  d'une  ma- 


r 
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nière  absolument  semblable,  en  ayani  égard  aux  diverses  cir- 
constances dans  lesquelles  se  trouvent  placées  les  parties 
rroilanles  du  système. 


En  général,  les  formules  qui  précèdent  mettront  à  même  de 
calculer  les  différentes  résistances  el  d'en  diminuer  l'influence, 
le  plus  possible,  par  des  dispositions  bien  entendues  :  en  di- 
minuant leur  moment  par  rapport  à  l'axe  de  la  vis,  et  en  sub- 
stituant notamment  le  frottement  des  pivots  à  celui  des  épau- 
lemenls  ou  bandes  annulaires  dont  le  bras  de  levier  moyen 
ne  peut  jamais  être  très-petit  et  doit  toujours  être  comparable 
au  rayon  moyen  de  la  vis  et  de  l'écrou.  On  voit  d'ailleurs  com- 
bien il  importe  d'amoindrir)  dans  chaque  cas,  autant  que  faire 
se  peut,  ce  rayon  sans  nuire  à  la  solidité  de  la  vis  et  de  l'écrou, 
et  de  se  conformer,  en  conséquence,  aux  règles  d'économie 
que  prescrit  la  tiiéorie  de  la  résistance  des  matériaux. 

81.  Dimensions  à  adopter  pour  les  vis  à^lels  carrés  (').  — 
Soient  R,  le  rayon  de  l'hélice  intérieure  ou  du  noyau.  Ri  celui 
de  l'hélice  extérieure;  on  donne  ordinairement  à  la  saillie  i 
des  filets  une  longueur  égale  à  leur  épaisseur  e  mesurée  dans 
le  sens  de  l'axe,  et,  pour  la  facilité  de  l'exécution,  on  fait  les 
vides  égaux  aux  pleins.  D'après  cela,  s'il  n'y  a  qu'un  filet  de 
vis,  le  pas  A  sera  égal  k  is  =.  le;  s'il  y  avait  deux  lîlets  dis- 
tincts, le  pas  serait  double  ou  ^e.  On  emploie  ainsi  plusieurs 
filets  de  vis,  aHn  de  pouvoir  faire  varier  le  pas  sans  changer  la 
grosseur  du  noyau,  qui  a  des  dimensions  déterminées,  comme 
on  va  le  voir. 

Les  vis  à  filets  carrés  étant  souvent  en  Ter  el  les  écrons  en 
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cuivre,  le  noyau  et  les  filets  doivent  avoir  une  solidité  suffi- 
sante pour  ne  pas  rompre  sous  le  poids  Q  de  la  charge  qui  les 
sollicite  parallèlement  à  Taxe;  or  la  surface  de  rupture  du 
noyau  étant  7rR|  et  chaque  millimètre  carré  de  cette  surface 
pouvant  porter  moyennement,  sans  se  rompre,  45  kilogrammes", 
que,  pour  la  sécurité,  on  doit  réduire  à  6  kilogrammes,  on 
aura  67:R  î  =  Q,  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  Ri  en  millimètres. 
Admettant  ensuite  que  Técrou  ne  doit  pas  embrasser  moins 
de  trois  filets  successifs,  afin  que  Tengrènement  soit  conve- 
nable et  qu'il  s'use  moins  vite,  son  épaisseur  sera  égale  à  6e 
ou  6s,  et  la  surface  de  rupture  des  filets,  le  long  du  noyau, 

6é 
sera  —  27rRi,  parce  qu'il  y  a  autant  de  plein  que  de  vide; 


2 


comme  la  charge  pourrait  agir  tout  entière  sur  les  extrémités 
des  filets,  et  qu'elle  aurait  ainsi  un  bras  de  levier  s  double  de 
celui  de  la  surface  de  rupture  des  filets,  on  ne  devra  prendre 
que  la  moitié  de  la  quantité  ci-dessus,  c'est-à-dire  S^ttRi;  la 
résistance  de  la  matière  qui  compose  l'écrou,  différant  géné- 
ralement peu  de  celle  du  fer,  on  devra  égaler  la  quantité  ci- 
dessus  à  la  surface  TtRJ  de  rupture  du  noyau,  d'où  l'on  tirera 

la  saillie 

s=z  e:r=  jRa  cnvirou. 

Il  est  évident  que  ces  dimensions  ne  sont  pas  tellement 
absolues  qu'on  ne  puisse  aucunement  s'en  écarter  ;  très-cer- 
tainement l'usure  et  le  frottement  seraient  moindres  en  aug- 
mentant la  hauteur  de  l'écrou  et  en  faisant  la  saillie  s  plus 
petite  que  l'épaisseur  e. 

Quant  à  la  valeur  qu'on  devra  attribuer,  dans  les  calculs, 
au  rayon  rde  l'hélice  moyenne  du  filet,  il  est  évident  que, 
dans  la  plupart  des  cas,  il  sera  suffisamment  exact  de  le 
prendre  égal  à  la  demi-somme  des  rayons  extrêmes  du  filet; 
mais  comme  il  peut  arriver  que  la  différence  de  ces  rayons, 
ou  l'épaisseur  des  filets,  soit  très-comparable  à  la  grosseur 
du  noyau,  notamment  dans  les  vis  qui  agissent  par  trac* 
tion,  il  parait  évident  aussi  qu'on  risquerait  de  66  tromper 
d'une  manière  notable,  si  l'on  continuait  à  attribuer  une  telle 
valeur  au  bras  de  levier  moyen  r;  c'est  pourquoi  nous  avons 
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cru  Utile  d'examiner  à  part  ce  cas  dans  la  Note  II,  qu'on 
trouvera  annexée  à  cette  Section. 

Frottement  dans  la  vis  à  filets  tTiangnlaires. 

82.  Conventions  et  exposé  de  la  question.  —  Soient  MM'Q 
iJ'S-'J^)  ''""S  d'une  telle  vis  supposée  verticale;  AH  l'élé- 
ment hélicoïde  qui  correspond  au  filet  moyen  de  celle  vis, 


élément  qui,  vu  la  petitesse  du  fllet  par  rapport  au  noyau,  sera 
encore  ici  censé  supporter  toute  la  charge  de  la  vis.  Soient  Aï 
la  tangente  en  un  point  quelconque  A  de  l'hélice  qui  appar- 
tient à  cet  élément;  MAC  la  génératrice  correspondante  ren- 
contrant l'axe  delà  vis  en  M;  enfin  A  A'  une  verticale,  parallèle 
à  l'axe  MM',  passant  par  A.  Nommons  B,  C,  A'  les  points  de 
rencontre  de  ces  droites  respectives  avec  un  plan  horizontal 
quelconque;  A'B,  A'C,  projections  de  AB  et  AC  sur  ce  plan, 
seront  les  directions  respectives  de  la  tangente  et  du  rayon  su 
point  A'du  cercle  de  base  du  cylindre  qui  conlieni  l'hélice  AH, 
et  le  plan  ABC  sera  langent  en  A  à  la  surface  hélicoïde  du  filet 
de  vis.  Si,  de  plus,  on  abaisse  du  point  A'  la  perpendiculaire 
A'O  en  0  sur  ce  plan,  et  des  points  B  et  A  les  perpendicu- 
laires BI,  AE  sur  les  droites  AC  elBC,  ces  dernières  passeront 


^ 
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lemment  par  le  point  0,  et  les  angles  A' AE  et  A'BI  seront 
IX  que  forment  respectivement  le  plan  tangent  ABC  avec  la 
ticale  AA'  et  l'horizontale  A'B  ou  Ap. 
lela  posé,  nommons 

t  vp  respectivement  ces  deux  derniers  angles  A'AE,  A'BI; 

l  b  ceux  que  forme  la  verticale  AA'  avec  la  tangente  AB  et 

)  génératrice  AC  relatives  au  point  A  ; 

3  rayon  AG  =  A'M'  du  filet  moyen  de  la  vis; 

e  pas  commun  à  tous  les  filets; 

a  charge  totale  supportée  par  ces  filets  ou  le  filet  moyen 

lH,  parallèlement  à  l'axe  de  la  vis; 

)  puissance  horizontale  qui,  appliquée  à  l'extrémité  du 

>ras  de  levier  AG  ou  r,  serait  capable  de  faire  remonter  la 

harge  Q  le  long  de  AH. 

^a  vis  pouvant  être  considérée  comme  un  corps  libre  assu- 
i  seulement  à  tourner  en  glissant  le  long  de  l'axe  fixeHM', 
irvu  qu'on  ait  égard  aux  pressions  normales  qu'elle  sup- 
te  de  la  part  de  l'écrou,  en  sens  contraire  de  la  charge  Q, 
si  qu'aux  frottements  qui  en  résultent,  il  est  clair  que  l'é* 
libre  entre  toutes  ces  forces,  la  force  p  et  la  charge  Q,  sera 
Qplétement  assuré  si,  après  avoir  décomposé  chacone 
Iles  en  deux,  l'une  verticale  ou  parallèle  à  l'axe,  l'autre 
izontale  ou  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe, 
exprime  :  i®  que  la  somme  de  toutes  les  composantes  pa- 
èles  à  l'axe  est  égale  à  zéro  ;  2,^  que  la  somme  des  moments 
composantes  horizontales  qui  tendent  à  faire  tourner  le 
lème  autour  de  l'axe,  dans  un  certain  sens,  est  égale  à 
les  des  moments  des  composantes  horizontales  qui  tendent 
I  faire  tourner  dans  un  sens  contraire.  Maiâ  comme  cette 
nière  équation  est  assez^difficile  à  établir,  nous  lui  substi- 
rons  celle  que  donne  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 
iliqué  au  mouvement  effectif  de  la  vis  ou  de  l'écrou,  en 
ant  ainsi  abstraction  des  pressions  normales  qui  rendent  ce 
uvement  obligatoire. 

13.  Calcul  de  la  puissance  horizontale  capable  de  main- 
iir  la  charge  en  équilibre.  —  Nommant  </N  la  pression  nor- 
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maie  qui  solliciie  l'un  quelconque  A  des  élémeiUsdu  Glelhélk 
coïde  AH,  elle  Tera  naître  le  frotiemenl  /rfN  agissant  le  long 
de  la  tangente  AB,  au  point  correspondant  de  l'hélice;  ces 
deux  forces  ayant  pour  composantes  verticales  rfN  sia?, 
fdîi  cosa,  on  aura  pour  première  équation  d'équilibre,  en 
observant  que  la  composante  i/N  sin<p  et  toutes  ses  semblables 
agissent  en  sens  contraire  de  Q, 

Q  =  /  sinip  (/N~/  /  cosarfN  -jN(sino  — /coso). 

dans  laquelle  N  représente  la  somme  /  dti  de  toutes  les  pres- 
sions normales  qu'on  peut  supposer  concentrées  en  une  seule, 
suivant  la  normale  en  A  au  filet  moyen  de  la  vis. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pareillement  pour 
les  conditions  de  l'équilibre  relatives  au  mouvement  elfeclit 
de  la  vis,  considéré  pour  un  tour  entier,  ce  ijui  est  ici  permiSi 


J  cosa'' 


A 


d'où  l'on  tire,  en  mettant  pour  N  sa  valeur  déduite  de  la  pré 
cédente  équation. 


=  Qcot«+/Q- 


isa(sinip  -^fco&n) 

t  _  (sinocoifl^ 


sinrt(sino  —fcosa)  siiiîp  — /cosû 

En  observant  qu'on  a 

A 

coin  = ' 

an/' 

et  par  conséquent 


il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  sintp  en  fonclioB 

des  quantités  connues,  pour  èire  en  étatde  calculer  celle  de/"* 

Or  les  triangles  OIA',  OAA'  rectangles  en  0  et  le  iriaagl* 
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^'I  rectangle  en  I  nous  donnent 

sin9r=sinOAA'=  tt>~ Tv =  sm6cos4i. 

A  cause  des  triangles  A' BI,  A' BA  rectangles  en  A',  nous 

ons  aussi 

A;1  _  _AVsin^*_  sin6  , 

"^*  "■  A'B  ""  AA'unga  ""  tang^ ' 

»nc 

.    ,  sin6  Asin6 

sinvp  =  -=====  =  i 

v/sin'6  H-  tang'a       ^/A*sîn'6  -+-  47r'r* 

,               tang/z                          27rr 
cos^  = ^ — 


Vsin'6 -f- lang'a       v/A*sin'/> -+-471^'*» 

partant 

tangasin6  27rrsin6 

^sin^6  -+-  langea       VA*sin*6  H-  4?^^ 

1  arriTera  aux  mêmes  résultats  par  les  principes  connus,  si, 
enant  pour  axes  positifs  des  x^y^  z  les  droites  A'B,  A'C, 
A,  qui  se  coupent  rectangulairement  en  A'^  on  observe  que 
8  projections,  sur  les  plans  des  xz  et  des  yz^  de  la  perpen* 
culaire  A'  0  aa  plan  tangent  ABC,  sont  elles-mêmes  perpen- 
colaires  aux  traces  BC  et  AC  de  ce  plan,  de  sorte  qu'elles 
Ht  pour  équations 

sur  xz x^=^z  cota, 

sur  yz y=^z  cot6  ; 

en  résulte,  en  effet,  qu'on  obtiendra  les  angles  de  la  perpend- 
iculaire A'O  avec  les  axes  des  x  et  des  z  par  les  relations 

cosOA'B=:sin^=  ^^^^ 


>j\  -+-  COt'ft  4-  COt»a 

sin  6  A  sin  6 


V^sin'é -h  tangua       s[h}€\ïi^b'\-l^T}r^ 

cosOA'A  =  sincp  =  —=====z===z 

Vi-hcot*6-4-cot'a 

tangasin6      _        27rrsin6 


Vsin'6  +  ung'a      ^A'sin*6-4-4^''** 
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qui  sont  les  mêmes  que  celles  trouvées  ci-dessus.  Subsl 
tuani  donc  la  valeur  de  sin^,  celles  de  sina  et  de  costidai 
l'eTpression  dep,  il  viendra  finalement 


P-Q 


COt«  -H /s 

mai/i 

+  cot' 

fl  +  coi'6 

.-/™ 

+  4.rV 

col'« 

-hcoVb 

Asîn&v//|' 

/■/VA'sin'é 

+  4^^ 

r' 

I 


84.  Nouvelle  méthode.  —  Cette  formule,  qui  est  duel 
M.  le  professeur  Persj,  ne  s'accorde  point  avec  celles  qu'oM 
obtenues  d'autres  auteurs;  mais  il  est  aisé  de  faire  voir  qu'ellt 
est  la  seule  rigoureuse,  et  que  l'inexaciilude  des  formuli 
dont  il  s'agit  provient  de  fausses  décompositions  des  forces 

Il  est  bien  permis,  en  effet,  de  supposer  la  charge  Q  loifl 
entière  appliquée  au  point  A  de  l'hélice  moyenne  ei  repo- 
sant sur  le  plan  langent  en  ce  point  comme  sur  un  plan  iD> 
cliné  le  long  duquel  elle  serait  élevée  en  vertu  de  l'aciioodc 
la  force  horizontale  p;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  It 
point  d'application  A  est  contraint  de  demeurer, 
mouvement  sur  ce  plan,  à  une  distance  invariable  r  =  AG  de 
Taxe  MM'  de  la  vis;  ce  qui  suppose  l'intervention  de  certaines 
forces  agissant  suivant  les  rayons  horizontaux  ÂG  de  l'hélice 
moyenne,  et  qui  sont  détruites  par  la  rigidité  de  la  vis  ou  de 
l'écrou. 

D'après  cela,  il  est  évident  que,  pour  exprimer  les  c( 
tions  de  l'équilibre  entre  les  forces  N, /N,  Q  et  ^  qui 
censées  solliciter  la  vis  au  point  A,  il  sera  nécessaire  de 
composer  la  force  N  en  trois  autres,  agissant  parallèlemi 
aux  axes  A' A,  A'B  et  A'C,  et  dont  la  dernière  sera  cens 
détruite  par  la  rigidité  de  la  vis,  tandis  que  les  deux  premièi 
mainiiendronl  à  elles  seules  en  équilibre  la  force  horizoni 
/)  et  le  frottement  tangentiel  /N.  Nommant  donc,  comme  ci- 
dessus,  f  ei<\i  les  angles  formés  par  le  plan  tangent  en  A,  avec 
la  verticale  AA'  et  l'horizontale  A'B  ou  A.p,  on  aura  évîdeitt-i 
ment 


Q  =  Nsinip  — /Ncosoi, 


=  Ni 


nij(  +/Nsinfli 
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}ii  l'on  tire 

xr__  Q  .  „      sini};4-/sina 

sincp  — /cosa      '^       sinç— /cosa 

< 

I,  en  remplaçant  sin99  sinij;,  sina  et  cosa  par  leurs  va- 
iirs  (92), 

N  =  Q « 

•I— /cosay^i-hcot'ft  -h  col*a 


^  cola  H-  f  sinfl  i/i  -f-  coi'/>  -r  coi*/ï 

p=:Q ^- îi ^        ■  y 

I  —/cosa  \/i  -+-  coi'é  -+-  coVa 

mules  dont  la  dernière  est  précisément  celle  à  laquelle 
us  sommes  arrivé,  par  une  autre  voie,  dans  le  numéro 
^cèdent. 

(5.  Comparaison  de  cette  solution  avec  celle  qu'on  obtient 
"  un  mode  différent  de  décomposition  des  forces,  —  Si,  au 
a  d'opérer  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  eût  décom- 
ié  la  force  horizontale/?  et  le  poids  Q  suivant  la  normale  à 
surface  du  filet,  et  qu'on  eût  pris  la  somme  p  sin  ^  +  Q  sin  9 
\  composantes  ainsi  obtenues,  pour  la  pression  normale, 
par  suite,.. .,/(/?  sin  tj;  -f-  Q  sin  9)  pour  la  valeur  du  frot- 
nent  le  long  de  l'hélice  moyenne,  puisqu'on  eût  égalé  cette 
eur  à  la  différence  /?  sina  — Q  cosa  des  composantes  dep 
de  Q  suivant  cette  hélice,  on  serait  parvenu  à  la  formule 

_^  cosa+/sin9  _  ^      cosa  y/ 1  -h  coiv^  -4-  cot^6  -4-/ 
""     sina— /sin +~"     sina y/i  +  coi^a -+-  cot»6  —/cola' 

L diffère  essentiellement  de  la  précédente,  bien  qu'elle 
retomber  sur  celle  trouvée  au  n®  73,  quand  on  y  suppose 
=  90*  ou  cot6  =  o;  or  rien  ne  justifie  le  mode  de  décom- 
sition  des  forces  p  et  Q,  admis  en  dernier  lieu. 
Pour  découvrir  en  quoi  consiste  la  différence  de  ces  solu- 
ms,  il  n'y  a  qu'à  supposer  h  ou  cota  nul  dans  les  deux  for- 
ules,  hypothèse  qui  réduit  les  surfaces  hélicoTdes  de  la  vis 
de  l'écrou  à  deiS  surfaces  coniques  circulaires*  dont  b  est 
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l'angle  formé  par  la  génératrice  ovec  l'aXe  ;  1: 
ainsi 

p:=Qfs\nb, 

et  la  précédenie  * 

de  sone  que  ceile-ci  donnerait  p  ^  !x>  précisemenl  quand 
l'autre  conduirait  à  la  valeur  p  —  o,  résullats  dont  le  premier 
paraît  plus  conforme  d'ailleurs  à  la  manière  dont  on  envisagf 
ordinairement  les  choses  dans  la  théorie  du  coin,  a  laqueiif 
se  rapporte  évidemment  le  cas  particulier  qui  nous  occupe 
(21  etsuiv.). 

En  effet,  l'écrou  emboîte  ici  la  vis,  comme  le  ferait  unr 
binet  conique  dans  son  enveloppe,  de  sorte  que,  pour  délt 
miner  la  pression  sur  celte  enveloppe,  il  ne  s'agit  pas  simple 
ment  de  prendre  la  composante  QsinA  de  la  charge  Q  suivaul 
la  normale  du  cône,  mais  bien  de  décomposer  Q  suivant  uh 
Inflnilé  de  forces  normales  aux  surfaces  de  contact  et  dont 

somme  est  évidemment  - — t'  si  l'on  néclige  la  considéralioa 

du  frottement  qui  agit  le  long  des  génératrices  pour  s'opposer 
à  l'action  du  poids  Q,  c'esi-à-dire  a  sa  descente  produite  pif 
la  compressîbilité  plus  ou  moins  grande  de  la  substance  de 
l'enveloppe. 

86.  Nécessité  d'avoir  égard  à  l'élasticité  des  matières  dek 
vis  et  de  l'écrou,  démontrée  par  l'exemple  des  cônes  frot- 
tants. —  Cette  dernière  observation  prouve,  au  surplus,  qui' 
la  formule  de  M.  Persy  n'est  point  entièrement  exempte  df 
reproches,  et  qu'il  devient  nécessaire,  pour  les  applications 
pratiques,  de  la  modider  conformément  aux  théories  exposéet 
dans  les  numéros  21  et  suivants. 

En  effet,  considérant  {Jig.  loo)  un  cône  a  base  circulaire, 
ABC,  dont  l'axe  est  vertical,  et  qui  tourne  exactement  dans 
une  boîte  pareillement  conique  abcd,  contre  laquelle  il  fsi 
pressé  en  vertu  de  la  charge  verticale  Q,  il  est  évident,  d'après 
les  résultais  du  n°22,  que  la  somme  des  pressions  normito 
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souffertes  par  la  surface  de  contact  sera  mesurée  par  l'ex- 
pression 

K^^Q  cosfc-/sin6  ^  Q 

(i— /')sin2^-H  2/COS26      sinft-+-/cosft' 

qui  ne  devient  plus  infinie  quand  on  y  suppose  sin6=:o, 
maïs  bien  égale  à  ^5  ce  qui  donne,  pour  le  frottement  qu'au- 
rait à  vaincre  la  force  horizontale  p^  agissant  tangentielle- 

Fig.  100. 


V 


ment  à  la  circonférence  moyenne  de  la  surface  de  contact» 
supposée  ici  d'une  étendue  très-petite,  l'expression 

/Q 

sin6-t-/cos6' 

dont  la  valeur  se  réduit  simplement  à  Q  pour  6  =  0. 

Le  cas  particulier  qui  nous  occupe  comprend  évidemment 
aussi  celui  de  deux  surfaces  de  révolution  quelconques  qui 
s'emboîteraient  l'une  dans  l'autre,  en  se  touchant  suivant  un 
cercle  dont  le  rayon  devra  être  pris  pour  le  bras  de  levier  de 
la  puissance  p  ou  du  frottement.  Quant  aux  bouchons  coni^ 
ques,en  général,  aux  robinets  tournants  ou  aux  cônesdefric^ 
tion  employés  dans  les  machines  comme  moyen  ^embrayage 
ou  de  suspension  du  mouvement,  et  dont  les  surfaces  de 
contact  ont  une  certaine  étendue,  on  devra  adopter,  confor- 
mément au  contenu  de  la  Note  II  de  cette'^ection,  pour  bras 
de  levier  moyen  du  frottement,  l'expression 


.'a 


t  ^n 


2  r"-}-  r  r  -^  r 

3  rV^ 


.^î 
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d'os  oblieni  pour  les  couronnes  circulaires 
L  lnDinaU9(37.  etdaas laquelle  r'  et  r"  sont  les  rayons  extrèmei 

B  C40UCI. 

en.  au  surplus,  que  ce  qui  précède  suppose  qi 

'  T'Hu  -i*  «wipression  réciproque  des  cônes  provient  unique 

1  le  !»ctioo  de  la  charge  Q.  et  n'est  point  dû  à  une  cause 

i-tnaçere.  qui  aurait  primitivement  agi  pour  refouler  l'un  dei 

ourpi  ilaus  l'aalre  et  mettre  en  jeu  leurs  actions  moléculaireJ 

{  «tdvKSSort:  car  l'état  de  tension  de  ces  ressorts  pouvant, 

s  ce  qui  a  été  dit  au  n"  23,  se  maintenir  même  lorsque 

ea  cessé  d'agir  et  pourvu  que  l'angle  2b,  au  sommet 

s  cte«s.  salisfasse  à  la  condition 

-r 


iaDga6<;- 


fi<;arc(uin6  =/j, 


U  paraît  évident  que  la  résistance  à  vaincre  par  la  puissance/»; 
I  du  utûius  dans  les  premiers  instants  et  jusqu'à  ce  que  les 
cor)(s  fussent  convenablement  dégagés,  pourrait  avoir  aussi 
une  valeur  quelconque  indépendante  de  P  et  uniquemeal 
i-ttlaiivç  à  l'énei^ie  de  la  compression  primitive. 

8J,  Stflutiom  générale  du  problème  de  la  vis  à  filets  triait 
jfuliùfts,  en  ayxint  égard  à  l'influence  de  l'élasticité  des  met- 
liint,  —  D'après  ces  diverses  considérations,  relatives  aui 
surfiic*^  coniques  frottantes,  il  sera  facile,  en  reprenant  l'anfr 
Ijsa  Ju  u"  84,  d'avoir  égard  au  frottement  qui,  dans  le  sens 
«ick  l^tfttératrices  de  la  vis  à  filets  triangulaires,  s'oppose  à 
t»HU)tivssiuu  réciproque  de  cette  vis  et  de  l'écrou,  ou,  si  l'c 
^iWiil,  a  te  que  cette  même  vis  puisse  descendre,  sans  tourner 
Lwur  *ie  sou  axe,  par  l'effet  du  refoulement  dont  il  s'agit; 
l|iit«a»itc  tibsolue  de  cette  force  étant  mesurée  par/N  et 
P  twttilo  qu'elle  forme  avec  la  verticale  ou  l'axe  b,  elle  donners 
t«;:oiu^i^Hkute/.Ncos6  suivant  cet  axe,  qui  s'opposera  à  l'ac- 
li^u  J«  y  iMJ  s'ajoutera  à  celle  de  N,  ei  la  composante  liorizon- 
I  W-^  .'  \Ni»4,  qui  tendra  à  modifier  la  pression  soufferte  par 
ÏVvtf  d»  1»  vts.Omiura  donc,  pour  déterminer  N  el  p,  en  rai- 
t  r««te,  comme  au  numéro  cité. 


-  S»4»»#  .■/Ncos&~/Ncosa,     /)  =  Nsin4'-r-/Nsiu( 
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d'où  résulte 

TV  Q sin^^-f-/sintft 

sin9  -T-f(coso  —  cosa)      ^         sinc^ -^j  (coso  —  cosa) 

eXf  en  remplaçant  sin<p,  sin^*»  sina^  cosa  par  leurs  valeurs 
respectives  (83), 


^      cot «  -h  fsin  rt  v^ I  -h  cot'  û  H-  cot^  // 


=  Q 


1  —  f(cosa  —  cosb)  /i  -ir  coi^a  -h  cot'^ 

h  sin ^ v/A*-f-47r^r* h-  iizrfyjh^  sin^^-f-4^V 

2  71  r  sin^  y/A'-h  47rV^  — /(^'  —  cosô  //^'-^-  4^"''^  )  /^'  sin' 6-+-  4?^^/'^ 


formule  qui,  en  y  faisant  a  =  go"",  redonne  celle  ci-dessus, 
relative  aux  cônes  de  friction,  ce  qui  doit  être,  et  coïncide 
exactement  avec  celle  du  n°  73 ,  concernant  la  vis  à  filels 
carrés,  lorsqu'on  y  suppose,  à  son  tour,  6  =  90*»;  ce  qui  dé- 
montre, chose  d'ailleurs  évidente  en  soi,  que,  pour  cette  sorte 
de  vis,  l'élasticité  des  matières  n'exerce  aucune  influence  di- 
recte sur  l'inlensilé  du  frottement. 

88.  Comparaison  des  résultats  donnés  par  la  nouvelle  for-- 
mule  et  les  précédentes  —  Si  maintenant  on  veut  se  former 
une  idée  de  la  limite  des  écarts  que  peuvent  présenter  les  ré- 
sultats des  formules  obtenues  dans  les  trois  hypothèses  exami- 
nées, on  devra  remarquer  que,  dans  la  pratique,  l'angle  b 
n'est  jamais  au-dessous  d'un  demi-angle  droit,  et  ne  lui  de- 
vient même  égal  que  pour  les  vis  et  écrous  en  bois  peu  ré- 
sistants, tels  que  le  chêne,  tandis  que,  le  plus  ordinairement, 
l'angle  aigu  des  filets  étant  au  plus  les  |  de  90  degrés,  6  sur- 
passe 60  degrés.  Quant  à  l'angle  a,  sa  cotangente est  ra^ 

27rr 

rement  au-dessus  de  |;  mais  elle  peut  décroître  indéfiniment, 
et  il  arrive  même,  dans  beaucoup  de  cas,  qu'elle  est  au-des- 
sous de  0,04.  Faisant  donc,  en  premier  lieu,  dans  les  formules 
dont  il  s'agit,  ^ 

cott  =  1,    sine  =:C0s6  =  0,7071,    cota  =  o,5, 

sin  a  =  o  ,8944»     cosa  =  o  ,447^  5 

supposant  d'ailleurs /=  0,1,  nombre  qui,  d'après  les  expé- 


r 
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riences  de  Coulomb  et  les  nouvelles  expériences  de  M.  MoriQ, 
exécutées  à  Metz,  en  i83a,  représente  assez  exactemenl  la 
valeur  moyenne  du  rapport  du  Troltenieni  à  la  pression  pour 
les  divers  bois  ou  métaux  glissant  l'un  sur  l'autre  avec  inter- 
position d'enduit  gras,  en  faisant,  dis-je,  ces  suppositions 
dans  les  formules  ci-dessus,  on  trouvera 

par  la  première. .-     /)  =  o,50-(-o,i8  Q^o,68  Q, 
par  la  deuxième- .     p^=o,5Q  4-0,0970  =  0,5970, 
par  la  troisième.. .     /;  =  D,5Q4-o,n5Q^o,6i5Q. 
Quant  à  la  formule  du  n"  73  relative  aux  vis  à  filets  car- 
rés, elle  donne,   dans  les  mêmes  suppositions  de  /"0,i, 
cota  =  langa  =  o,5, 

/>  =  o,5Q-i-o,i3Q  =  o,63Q. 

Faisant,  en  second  lieu,  coia=:o,o4  seulement,  afin  d'ac- 
quérir une  idée  des  écarts  que  présentent  les  formules  pour 
les  très-faibles  inclinaisons  des  filets  de  vis,  et  supposant 
d'ailleurs  que  les  autres  données  restent  les  mêmes,  on  trou- 
vera également 

par  la  première..  .  -     p  =;o,o4Q  -f-  o,  1424Q  ^  o,  t824Q' 

par  la  deuxième. . .     ;7^o,o4Q  -f-  0,07070  =r  Ojiii^Q, 

par  la  troisième. . .     p  =  o,o40  +  o,i258Q  =  o,i658Q: 

enfin  par  celle  qui  se  rapporte  à  la  vis  à  filets  carrés 

p  =  o,o40  +  o,ioo6Q  ==  o,i4o6. 

89.  Conséquences  qui  résultent  de  cette  comparaison.  — 
Le  rapprochement  de  ces  divers  résultats  conduit  aux  consé- 
quences suivantes  : 

i"  Les  formules  des  n"  83  et  87  donnent  des  résultats  qui 
diffèrent  d'autant  moins  entre  eux  que  l'angle  d'inclinaison 
a  de  l'hélice  moyenne  des  filets  de  la  vis,  sur  l'axe,  est  plus 
petit,  de  sorte  que,  pour  ces  petits  angles,  on  peut  sans  in- 
convénient, dans  les  applications  pratiques,  se  servir  de  l3 
première  de  ces  formules,  qui  est  un  peu  plus  simple. 

2"  La  formule  du  n"  85  conduit  à  des  résultats  qui,  en  gé- 
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néral>  diffèrenl  trop,  en  moins,  de  ceux  que  fournit  la  formule 
obtenue  en  dernier  lieu,  pour  qu'il  soit  permis,  en  aucun  cas, 
d'en  faire  usage  dans  les  calculs,  d'autant  plus  qu'elle  conduit, 
pour  les  vis  à  filets  triangulaires,  à  des  valeurs  de  p  plus 
faibles  que  celles  qui  se  rapportent  aux  vis  à  filets  carrés,  ce 
qui  visiblement  est  inadmissible. 

3"  Enfin  toutes  ces  formules  s'accordent  à  prouver  que  le 
frottement  joue  un  rôle  considérable  dans  les  différentes 
espèces  de  vis;  mais  celle  du  n**  87,  qui  mérite  une  entière 
confiance,  montrant,  comme  celle  du  n**  83,  que  ce  rôle  est 
moindre  pour  les  vis  à  filets  carrés,  à  circonstances  semblables 
d'ailleurs,  il  en  résulte  que  l'on  doit  accorder  à  ces  dernières 
la  préférence  dans  l'établissement  des  machines  qui  ont  pour 
objet  l'économie  du  travail  moteur. 

90.  Dimensions  à  adopter  pour  les  vis  à  filets  triangulaires(  '  ). 
—  Dans  la  vis  à  filets  triangulaires  en  bois  dont  la  dureté 
n'est  pas  très-grande,  comme  le  chêne,  l'orme,  etc.,  on  prend 
ordinairement  pour  triangle  générateur  un  triangle  isoscèle 
rectangle.  Lorsque  la  vis  est  en  bois  dur,  tels  que  le  buis,  le 
cormier,  le  sorbier,  le  charme,  on  prend  pour  le  profil  un 
triangle  équilatéral  (fig.  loi);  on  agit  de  même  quand  la  vis  est 

Fig.  loiu 


en  fer  et  l'écrou  en  cuivre  :  dans  tous  ces  cas,  le  pas  est  me- 
suré par  la  base  du  triangle  s'il  n'y  a  qu'un  filet,  par  deux  fois 
cette  base  s'il  y  en  a  deux,  etc. 
Il  convient  encore,  dans  le  cas  actuel,  de  prendre  l'épaisseur 


(')  Extrait  de  Tédition  de  i8a6. 


25. 


r 
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de  récL'Du  égale  au  moins  a  trois  fois  le  pas;  mais,  commeltl 
surface  de  rupture  le  long  du  noyau  est  ici  double  de  ce 
qu'elle  est  dans  la  vis  à  Ciels  carrés,  il  semblerait  qu'on  dût 
prendre  seulement  la  saillie  des  filels  égale  à  ^  du  rayon  du 
noyau,  ce  qui  ne  serait  point  exact,  attendu  que  la  base  des 
filets  n'est  pas  la  surface  qui  présente  la  moindre  résistance 
par  rapport  à  une  puissance  qui  serait  censée  agir  au  sonimei 
parallèlemeiil  à  l'axe  de  la  vis;  c'est  pourquoi  on  doit 
encore  prendre,  pour  la  résistance  proportionnelle  des  fileisJ 
la  rupture,  une  surface  tout  au  plus  moitié  de  celle  occupée 
par  ces  filets  sur  le  noyau,  en  sorte  que  la  saillie  esl  toujours 
I  du  rayon  du  noyau.  Quant  à  la  grosseur  du  noyau,  on  la 
déterminera  de  la  manière  déjà  indiquée,  en  observant  que, 
pour  le  cas  du  bois,  on  ne  doit  pas  supposer  la  résistance 
supérieure  à  o'",8o  par  millimètre  carré- 
Ces  remarques  ne  concernent  que  les  vis  destinées  à  sup- 
porter de  grands  efforts.  Dans  les  instruments  de  précision, 
dont  les  vis  sont  en  fer  ou  en  acier,  on  donne  à  la  saillie  ou 
hauteur  du  triangle  générateur  jusqu'à  deux  et  même  trois 
fois  la  base,  afin  de  rendre  la  surface  frottante  plus  grande  et 
l'usure  moindre.  Les  vis  à  bois  ou  clous  à  vis  offrent  égale- 
ment des  lilets  irès-àigus,  dans  la  vue  de  les  faire  mordre  faci- 
lement et  d'augmenter  le  frottement  et  la  force  nécessaire 
pour  les  arracher. 

Su  frottement  dans  les  engrenages. 

91.  Considératiom  préliminaires.  —  Avant  d'indiquer  II 
marche  à  suivre  pour  calculer  la  quanti  lé  de  travail  consommée 
par  le  l'rottemenides  engrenages, nousallons  exposer  quelques 
considérations  préliminaires  sur  lesquelles  elle  est  fondée. 

Considérons  deux  rouleaux  cylindriques  G  et  C  [Pt,  II, 
fig.  8),  qui  se  touciient  en  ni  et  sont  pressés  l'un  sur  l'aiilre 


(  '  )  1.3  [hcoi'ie  du  frottetnent  des  ciigrena|T(>B  est  oipoaiie  daas  les  feuîHei  li- 
thoBPiiphiées  de  iSaS-iSuG;  olle  n  élé  reproduile,  en  i835,  avec  quelques  M'- 
JiUcaliana.  dan»  un  cnhier  spécial  ;  c'est  celle  dernière  rédaction  qui,  u»' 
\i  le  texte.  (K.) 
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par  une  force  N.  Si  le  rouleau  C  roule  sur  le  rouleau  C,  sup- 
posé immobile  sur  son  axe,  ou  s'ils  roulent  simultanément 
Tun  sur  l'autre,  en  développant  à  leur  contour  des  arcs  égaux, 
il  ne  se  produira  qu'un  frottement  de  roulement  que  l'on 
pourra  négliger  dans  la  plupart  des  cas  et  surtout  dans  celui 
des  engrenages  ordinairement  formés  de  corps  peu  compres- 
sibles; mais  si,  au  lieu  de  rouler,  le  cylindre  C  glissait  sur  C, 
supposé  immobile,  il  se  produirait  au  point  de  contact  un 
frottement  de  glissement  /N,  et  si  l'on  désigne  par  ds  le 
chemin  élémentaire  mm'  parcouru  dans  dt^  ce  frottement  dé- 
velopperait une  quantité  de  travail  élémentaire  mesurée 
par/Nrf5. 

Si  le  rouleau  C',au  lieu  d'être  immobile,  tournait  autour  de 
son  axe  dans  le  même  sens  que  C,  et  que  l'arc  mm"  •=!  ds  fût 
parcouru  dans  l'élément  du  temps  dt  à  sa  circonférence  par 
le  point  m,  il  est  clair  que  les  deux  cylindres  auraient  roulé 
l'un  sur  l'autre,  tout  en  glissant,  d'une  quantité 

mm'  —  mm"  =  ds  —  ds\ 

Ainsi  le  chemin  parcouru  par  le  point  d'application  de  la  ré- 
sistance au  roulement  serait,  pour  les  deux  rouleaux,  égal  au 
plus  petit  des  deux  arcs  mm'  et  mm"y  et  le  chemin  parcouru 
par  le  point  où  s'exerce  le  frottement  de  glissement  serait  la 
différence  de  ces  deux  arcs;  par  conséquent,  la  quantité  de 
travail  élémentaire  développée  par  ce  second  frottement  serait 

mesurée  par 

/N(rf5  — rfs'), 

celui  du  frottement  de  roulement  étant  considéré  comme  né- 
gligeable par  rapport  à  l'autre. 

Enfin,  si  le  rouleau  C,  au  lieu  de  tourner  dans  le  même 
sens  que  C,  marchait  en  sens  contraire,  il  est  clair  qu'il  n'y 
aurait  plus  de  roulement  et  que,  s'il  avait  décrit  dans  ce  sens 
un  arc  élémentaire  mmi  =  ds',  le  chemin  parcouru  par  le  point 
d'application  du  frottement  de  glissement,  dans  ce  déplace- 
naent  simultané  de  deux  rouleaux,  serait 

mm'  -+-  mwx  =z  ds  -\-  ds', 
^t  que,  par  conséquent,  le  travail  développé  par  cette  résis- 
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lance,  en  sens  contraire  du  mouvemeiil,  sérail  mesuré  par 

Concluons  de  là  que,  selon  que,  dans  le  monvemeni  des 
courbes  de  ces  rouleaux  l'une  sur  l'autre,  le  point  de  contact 
primitif  se  trouvera  sur  chacune  d'elles  d'un  même  côté  du 
nouveau  point  de  contact  ou  d'un  côté  opposé,  le  travail  dé- 
veloppé par  le  froHemenl  de  gUssemenl  devra  être  exprimé 
par 

fS{,is~i/s'}    oupar    /N((/s -^  rfs'). 

92.  Glissement  relatif  des  dénis.  —  Cela  posé  (PI.  Il,  fis-  9)i 
soient  amb,  a'mb'  deux  courbes  de  dents,  satisfaisant  à  la  con- 
dition géométrique  du  tracé  que  leur  normale  commune  passe 
par  le  point  de  contact  (  des  cercles  primitifs,  et  supposons 
que,  par  suite  d'un  déplacement  infmiment  petit,  elles  vien- 
nent à  se  toucher  en  un  nouveau  point  m,.  Soient  aussi 

C(  ^=  R  le  rayon  du  cercle  primitif  dont  le  centre  est  C; 
C'f  =  R'  le  rayon  du  cercle  primitif  dont  le  centre  estC; 
tCm  =^  ô,  tCm^  S'  les  angles  décrits  à  l'instant  que  nous 

considérons  à  partir  de  la  ligne  des  centres  CC; 
N  la  pression  normale  de  l'une  des  dents  sur  l'autre. 
iiim,b,  eia\m,b\  étant  les  nouvelles  positions  des  courbes  don- 
nées, rapportons  par  des  arcs  de  cercle  mni'  et  mm"  décrits  des 
centres  C  et  C  le  point  de  contact  précédent  sur  ces  courbes. 
Il  est  clair,  d'après  l'inspection  de  la  figure,  que  si  le  point 
de  contact  se  trouve,  pour  la  position  que  l'on  considère,  plus 
près  du  point  /  que  le  milieu  de  la,  corde  formée  par  le  pro- 
longement de  la  ligne  tm,  les  deux  points  m'  ei  m"  se  irouvi 
ront  d'un  môme  côté  de  m,,  et  qu'au  contraire,  si  ce  point  esl 
.TU  delà  du  milieu  de  cette  corde,  le  point  m'  se  trouvera 
côté  et  le  point  m"  de  l'autre  côté  de  m,;  par  conséquent. 
dans  le  premier  cas,  le  chemin  élémentaire  parcouru  dans  le 
sens  du  frottement  de  glissement  ou  de  la  tangente  com- 
mune aux  deux  courbes  sera  m,  m' — mim"  et  dans  le  second 
m,  m'  -4-  m,  m";  mais  on  remarquera  en  même  temps  que,  dans 
le  premier  cas,  cette  tangente  commune  passera  entre  les deui 
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centres  C  et  G',  et  que,  dans  le  second,  elle  les  laissera  tous 
les  deux  d'un  même  côté.  Celle  observation  est  importante  à 
cause  des  changements  de  signe  qui  en  résultent  pour  cer- 
taines quantités. 

Nous  allons  d'abord  examiner  le  premier  cas  et  nous  ferons 
voir  ensuite  que  le  second  conduit  aux  mêmes  résultats.  Pro- 
jetons les  arcs  élémentaires  m^m'  et  m^m"  sur  la  tangente 
commune  en  m  aux  deux  courbes,  ces  projections  mni^  et 
mrrHy^  seront  égales  aux  arcs,  attendu  que  le  déplacement  est 
supposé  infiniment  petit.  Or  on  a,  dans  les  triangles  mm!m\ 
Qimm"m\  rectangles  en  m',  et  m% 

mm\  =  mm'  cosm'  mm!^     et    mm\  =:.mm"  cosm^mm", , 

et  comme  tm  est  perpendiculaire  à  la  tangente  commune  ou  à 
mm!^  et  mm\  et  que  Cm  et  Cm  le  sont  respectivement  à  mm' 
et  mm'\  on  a 

cosm'mm'j  i=  cosCm/    et    cosm^mm",  =  cosC'm^ 

De  plus, 

mm'  =Cmd9    et    mm"  =  G  mdO'  ; 

par  conséquent,  le  chemin  parcouru  par  le  point  d'application 
du  frottement  a  pour  expression 

mm\  —  mm\  =  CmcosCmtdO  —  C'mcosCmtdO. 

Prolongeons  la  tangente  commune  de  part  et  d'autre,  et  des 
centres  C  et  C  abaissons  sur  cette  ligne  les  perpendiculaires 
CP  et  C'F,  nous  aurons,  pour  les  triangles  CmP  et  C'mP', 

CP  =  CmcosmCP  =Cmcos/mC, 
C  P'=  Cm  cosmCF  =  Cm  cos/  mC, 

et  par  suite 

mm\  —  mm'[  =  CPrfô  —  C  9'd9. 

Mais  on  a,  d'autre  part,  au  moyen  des  triangles  Cpt  et  C'p't, 
et  appelant  n  la  longueur  de  la  normale  tm, 

CP  =:  n  -h  C/  cos/ CP  =  n  -4-  R  cosf  CP, 
CF  =^  C/  cosr  CP'  —  /i  r=  R'  cos/  CP  —  n 


m   ...,.._ — 

r         et,  par  conséquent, 

mm\  -  mm\  =  n{dB  -\-  clB')  -h  cos/CP(R£/0  —  RVA'); 

mais,  puisque  les  vitesses  sont  transmises  comme  si  lescer- 
clés  primitifs  roulaient  l'un  sur  l'autre,  on  a 

Re=I\'6'     ou     B(/S  =  R't/S', 

et  par  suile 

mni-,-mm;  =  n(dQ  +  dB']. 

V  Nous  venons  de  raisonner  en  supposant  que  le  point  m  se 

I,  trouvait  plus  près  de  t  que  le  milieu  de  la  corde  Formée  par 

tm  prolongé;  nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  contraire,  le  che- 
min parcouru  par  te  point  d'application  du  frottement  eùlélé 

mm'  +  mm"; 

mais,  attendu  qu'alors  la  tangente  commune  en  m  laisse  les 
deux  centres  du  même  côté,  on  a 

Cl>  =  n  +  Rcos/CP    et     C'P'  =  re  —  K'cosf  CP', 

cl  il  s'ensuit  qu'on  trouve  encore 

mm'-\-mm''z=mm\+mm;=CÇdB  +  C'V'dB'  =  n{d9+d&]{'). 

Ainsi,  dans  )'un  ou  dans  l'autre  cas,  on  arrive  à  la  même 
expression  du  chemin  élémentaire  parcouru  par  le  point  d'ap- 
plication du  frottement. 

La  relation 

Rt/e  =  R'dS' 


donne 


■"■='¥ 


{'•)  Note  de  Vrditionde  iSiG.  —  H  serait  facile  da  dëmanirer  ces  mulUU 
d'unv  manière  direcls,  en  reraorv[uanl  que,  si  l'on  suppose  le  cercle  (C)  il»- 
mobilc,  et  que  l'on  fasee  rouler  JnlînEment  peu  le  cercle  (C)  sur  lui,  lepoial 
de  CDDIacl  ut  décrira,  dans  ce  moaiemeiil,  l'irc  élémealaïra  mm'  ay*nt  pMr 
caaire  le  point  de  eonuol  c  des  deui  cercles,  et  correspondant  k  un  iTi%\t  "X" 
è^*\  k  calul  que  tend  k  décrire  la  normsle  mt.  Or  on  voit  lisémenl  que  MtM 
droite  et  toulea  celles  qui  sont  liées  iaiariablemeni  ta  cercle  C  décriienl. 
daus  co  mouTemeul,  un  anele  «gai  »  d6-i-  Jd'.  ' 


J 
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3  qui  conduit  à 

/  //  "  "^  **'  jo 

mm'  —  mm  =  n  — ^^ —  dQ 

K 

ins  le  premier  cas,  et  à 


mm'  -4-  mm'  =.  n  — rr-, —  dB 

K 


ains  le  second. 


93.  Travail  élémentaire  consommé  par  le  frottement  des 
^grenages  dans  un  déplacement  infiniment  petit.  —  Le  frôl- 
ement dû  à  la  pression  N  étant /N,  si  l'on  désigne  par/  le 
ipport  du  frottement  à  la  pression,  il  s'ensuit  que  la  quantité 
s  travail  élémentaire  développée  dans  dt  par  le  frottement 
s  l'engrenage  aura,  dans  tous  les  cas,  pour  expression 

/N  n  ^  de. 

Si  nous  appelons  Q  l'effort  qu'il  faut  exercer  tangenlielle- 
lent  aux  cercles  primitifs,  pour  vaincre  la  résistance  qui 
oppose  au  mouvement  de  la  roue  conduite,  et  9  l'angîe  de 
I  normale  avec  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres,  nous 
urons  évidemment 

NXCK  =  QR  ('), 

NC0S9  =  Q,      d'où      N  rz:  ■  > 

^  COS9 

•G  qui  donne,  pour  le  travail  élémentaire  du  frottement, 

R4.R'    dB 


fQn 


4ji'      coscp 


Dans  celte  expression,  la  force  Q  est  ordinairement  connue  : 
'esireffort  moyen  qu'il  faut  exercer  à  la  circonférence  pri- 
mitive de  la  roue  conduite,  pour  vaincre  toutes  les  résistances 


(')  Dans  cette  relation  on  néglige  le  frottement  sur  les  dents,  ce  qui  re- 
^ent  à  négliger  le  carré  de/* dans  le  travail  du  frottement.  (K.)       « 


r 
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autres  que  le  froitemcni  de  l'engrenage,  mais  les  quaolilés  n 
eiç  varient  avec  l'angle  6,  et  il  faul,  dans  chaque  cas,  connatlre 
leur  valeur  exacte  ou  approximative  en  Tonclion  de  cet  angle 
pour  pouvoir  intégrer  cette  expression  du  travail  élémenuire 
ei  en  déduire  la  quaniiLé  toiale  de  travail  consommée  par  le 
frottement  de  l'engrenage  pendant  toute  la  durée  du  conlacl 
des  deux  dents;  c'est  ce  que  nous  allons  cherchera  obtenir 
en  appliquant  celle  formule  aux  diverses  formes  d'engrenage 
employées. 

94.  Application  à  l'engrenage  à  épicycloldes.  —  ComraeD- 
çons  par  l'engrenage  à  épicjcioïdes  d'une  roue  conductrice 
et  d'un  pignon  (P/.  I,Jig.^),  on  a,  dans  ce  cas,  9  ~  0',  puisque 
la  normale  tm  esl  perpendiculaire  au  flanc  Cm,  et,  de  plus, 

n  =  R'sin0'; 

par  conséquent,  l'expression  dir  travail  élémenloire  du  frolie- 
ment  de  l'engrenage  est 


lange'  rfâ', 


■'  '         K'  cos9'  ■'^ 

à  cause  de  RofÔ  =  R'</S'.  On  sait  d'ailleurs  que 


et,  par  conséquent,  toutes  les  fois  que  l'angle  6'  sera  assez 
petit  pour  que  l'on  puisse  se  borner  au  premier  terme  de  li 
série,  on  prendra 

En  intégrant  alors  depuis  9'  —  o  jusqu'à  la  valeur  de  6',  H"' 
correspond  au  plus  grand  écartement  du  point  m  à  partir  de'' 
ligne  des  centres,  on  a,  pour  le  travail  total  développé  pendant 
cet  intervalle  par  le  frottement, 


/Q^^R' 
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Sî  les  dents  se  prenaient  avant  la  ligne  des  centres,  pendant 
un  intervalle  correspondante  un  angle  &'  ^  on  aurait  de  même, 
pour  le  travail  consommé  dans  cette  période, 

et,  par  conséquent,  pour  Tamplitude  totale  9' H-  6",  parcourue 
pendant  le  contact, 

95.  Avantage  que  l'on  trouve  à  faire  conduire  les  dents  au- 
tant avant  qu* après  la  ligne  des  centres,  —  Cette  dernière  ex- 
pression montre  que,  pour  une  amplitude  égale  de  contact, 
ou  pour  un  déplacement  angulaire  donné  6' -h  Q'\  il  est  avanta- 
geux, sous  le  rapport  de  l'économie  du  travail  consommé  par  le 
frottement,  que  les  dents  se  prennent  avant  et  après  la  ligne 
des  centres,  puisque,  si  la  conduite  n'avait  lieu  qu'avant  ou 
après  celte  ligne,  le  travail  développé  par  celte  résistance 
aurait  eu  pour  expression 


/O  — jj—  R  — ^— 


2 
9 


comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

La  quantité /Q — |r —  Yi'  Q'B",  souslractive  de  la  précé- 
dente, indique  l'économie  produite  par  l'engrènement  avant 
et  après  la  ligne  des  centres,  et  comme  elle  est  évidemment 

un  maximum  pour  6'==  0"— ^  6'-+-  Q"  étant  l'angle  to- 

tal  donné,  il  s'ensuit  qu'il  convient,  sous  le  rapport  que  nous 
considérons  actuellement,  de  faire  conduire  les  roues  d'en- 
grenage autant  avant  qu'après  la  ligne  CC 

96.  Effort  moyen  à  exercer  tangentiellement  à  la  circonfé- 
rence  primitive  pour  vaincre  le  frottement  des  engrenages,  — 
Il  importe  souvent,  pour  la  facilité  des  calculs,  de  trouver  la 
valeur  de  l'effort  moyen  tangentiel  aux  deux  cercles  primitifs 
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en  /,  qui  développerait  une  quantité  de  travail  suffisante  pour 
compenser  ceilc  que  consomme  le  frottement  de  l'engrenage. 
Or  le  chemin  parcouru  depuis  la  ligne  des  centres  jusqu'à  la 
dislance  angulaire  8'  est  R'9',  dans  le  sens  de  l'effort  nioyea 
cherché  ;  nous  aurons  donc,  en  appelant  a  le  pas  de  l'engre- 
nage, supposé  égal  à  R'9'  =  R9,  pour  la  valeur  de  cet  effet 
moyen, 

■'^       R        2        '^      RR'      ^ 

Si  les  dents  se  conduisent,  avant  la  ligne  des  centres,  d'une 
quantité  angulaire  6"  et,  après  celte  ligne,  d'une  quantité  6',  le 
cheminu  parcour  par  l'effort  moyen  cherché,  dans  sa  direction 
propre,  étant  R'(5'  +  6"),  on  aurait,  pour  la  valeur  de  tel 
effort, 

'=/Q 


R 

-h  R 

R 

'(6'  +  6'i 

-  R"8'cl 

H 

KR' 
+  R 

[5 

(S'+6')       R'S'S'l 

R'(9'H-9') 

Cet  eflort  moyen  est  évidemment  plus  faible  que  l'effort 
moyen  nécessaire  pour  vaincre  le  frotlemenl  dans  le  cas  où 
l'angle  G'+  6"  serait  décrit  d'un  même  côté  de  la  ligne  des 
centres,  puisque  celui-ci  aurait  alors  pour  valeur 

Dans  le  cas  où  6'=  9",  ce  qui  correspond  à  la  différence 
maximum,  on  voit  que  l'effort  moyen  à  exercer,  quand  les 
deux  roues  se  conduisent  avant  et  après  la  ligne  des  centres, 


■'"     KR'       a 
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et  que,  dans  celui  où  la  conduite  aurait  lieu  entièrement  après 
la  ligne  des  centres,  à  une  distance 

il  serait 

/Q  -^^^  a, 

c'est-à-dire  double  du  précédent. 

Dans  la  plupart  des  cas,  l'engrenage  ayant  lieu  avant  et 
après  la  ligne  des  centres,  nous  adopterons,  pour  la  valeur  de 
l'efiforl  moyen  nécessaire  pour  vaincre  le  frottement  et  qu'il 
faut  exercer  tangentiellement  aux  deux  cercles  primitifs  en  /, 

sauf,  dans  les  autres  cas,  à  recourir  à  la  formule  qui  leurcon- 
irient. 

Le  nombre  des  dents  étant  m  pour  la  roue  du  rayon  R  et 
m'  pour  la  roue  de  rayon  R',  on  a 


d'où 


/7?«r:=27:R,       /??'«=:  27rR', 


a      T,  ft      T. 

2  R       m       7.\M       m' 


et  par  suite 


C'est  sous  cette  forme  que  nous  emploierons  le  plus  fré- 
quemment l'expression  de  cet  effort  moyen,  parce  que  les 
nombres  de  dents  sont  toujours  donnés  immédiatement  par 
l'observation  dans  les  machines  établies.  Elle  nous  montre 
que  cet  effort  sera  d'autant  plus  faible  que  le  nombre  des 
dents  sera  plus  grand  et  que,  par  conséquent,  il  y  a,  sous  ce 
rapport,  avantage  à  augmenter  ce  nombre. 

97.  Engrenage  d'une  roue  et  d'une  lanterne.  —  Les  expres- 
sions précédentes  s'appliquent  immédiatement  au  cas  où  une 
lanterne  à  fuseaux  cylindriques  est  conduite  par  une  roue  en 
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supposant  que  l'arc  décrit  à  la  circonférence  primilive  soii 
égal  au  pas,  ou  à  l'intervalle  entre  l'axe  de  deux  fuseaux  con- 
sécutifs. 

98.  Engrenage  d'un  pignon  placé  dans  l'intérieur  d'uM 
roue.  —  Dans  le  cas  d'un  pignon  intérieur  à  une  roue,  il  esl 
facile  de  voir,  par  l'examen  de  la  Jîg.  lo,  PI.  II,  dans  la- 
quelle C  et  C  sont  respeciivemeni  les  centres  de  la  roue  eidu 
pignon  ,  que,  quand  le  point  de  contact  m  des  deux  courbes 
se  trouve  sur  la  normale  commune  tm,  considérée  comme 
corde  du  cercle  primitif  intérieur,  en  deçà  de  son  milieu 
vers  t,  la  tangente  commune  doit  passer  en  dehors  des  deux 
centres,  et  que,  au  contraire,  quand  ce  point  m  esl  au  delà  du 
milieu  de  la  corde,  celte  tangente  passe  entre  les  deux  centres, 
ce  qui  esl  tout  a  fait  l'inverse  des  engrenages  extérieurs. 

On  voit  alors,  en  conservant  les  mêmes  désignations,  qu'on 
a  dans  le  premier  cas,  pour  les  expressions  successives  du 
chemin  parcouru  par  le  point  d'uppltcalion  du  frottement, 

m,m'  ~  mim"=  m',m^  m]m==  mm'  cosC ml  —  m«i"cosC'n'' 
—  CmdBcosCml  —  C  m  dô' cos  C  mt, 
CmcosCmt  :^CP  =  RcostCP  ~  n, 
C'mcosC'ml  =  C'P'=  R'  COSfCP  —  n, 


-R'de']coslCP-^n{c 


»!t^^ 


puisque 


HdO^R'dB'. 
Dans  le  second  cas,  au  contraire,  on  a 
mim'—  m,m''=  m'  m+  m"nt  =  mm'cosCml  -i-mm"cosC''n' 
=  CmdQ  cosCml  -i-  C mdB' cosC mt, 
Cm  cosCm(  =  CP  =  Rcosi  CP  —  n, 
Cm  cosC'mi  =  C'P'=  n  —  R'cosiCP, 
et  par  suite 
m,m'—m,m"={RdÔ—Vi'de')coslCP+nidô' 


R-R'^, 


K' 

J 
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insi,  dans  les  deux  cas,  le  chemin  élémentaire  parcouru 
le  point  d'application  du  frottement  a  la  même  exprès- 
,  et  le  travail  consommé  par  cette  résistance,  pendant 
tant  dt,  est 

;t  engrenage  ne  s'exécute  que  par  des  courbes  épicy- 
lalesy  et  Ton  retrouve,  de  même  que  précédemment,  pour 
aleur  approximative  du  travail  consommé  par  le  frotte- 
it  pendant  que  les  roues  décrivent  un  arc  R'9'  à  leur 
onférence  primitive, 

■ 

,^R  — R'  R'9" 

ntité  évidemment  beaucoup  plus  faible  que  celle  qui  cor- 
)ondrait,  dans  les  mêmes  circonstances,  à  des  engrenages 
Prieurs  de  mêmes  dimensions. 

es  conditions  du  tracé  montrent  que,  si  la  roue  doit  con- 
re  le  pignon,  celui-ci  ne  doit  avoir  que  des  flancs  en  ligne 
ite  et  que  Tengrenage  ne  peut  avoir  lieu  qu'après  la  ligne 
centres.  Si  l'arc  R'6'  parcouru  pendant  le  contact  est 
I  au  pas  a,  ce  qui  convient  pour  qu'il  y  ait  toujours  au 
ins  une  dent  en  prise,  on  a,  pour  l'efifort  moyen  que  la 
e  doit  exercer  afin  de  vaincre  le  frottement  de  l'engrenage, 

»  —  R'  R'  6'       _  /  1        1  \  a       ^^    m--m' 


^^R-R'R'ô'       .^(i       i\a      .^ 


mm 


appelant  toujours  m  et  m' les  nombres  de  dents  respectifs 
a  roue  et  du  pignon. 

9.  Engrenage  à  développantes.  —  Lorsque  les  courbes  des 
ts  sont  formées  par  des  développantes  (PL  lyjig*  5)  dont 
rayons  sont  les  perpendiculaires  CK  et  C'K'  abaissées  des 
1res  G  et  C  sur  la  direction  constante  et  donnée  de  la  nor- 
e  commune  tm^  l'expression  générale  de  la  quantité  de 
ail  élémentaire  consommée  par  le  frottement  de  l'engre- 
e  devient  susceptible  de  s'intégrer  rigoureusement.  En 
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»    effet,  dans  celle  expression 

la  longueur  n  de  la  normale  tm  éiani  égale  à  l'arc  développé, 
on  a 

n  =  i/ii  =  CKS     el  de  plus     N  -.■:  CK  =  QR, 

ce  qui  donne  ' 

doni  l'iniégrale 

exprime  le  iravail  total  consommé  par  le  frouemeni,  pendant 
que  les  roues  ont  décrit  à  leur  circonférence  primitive 
arcRe. 

L'efforl  moyen  à  exercer  tangenliellemeni  à  ces  circonfé- 
rences primitives  en  /,  pour  vaincre  celle  résistance,  a  donc 
pour  expression 

'  -^     KU'       a        ■"-      un       a    '  '' 


biE 

a  voulu 

me  communiquer 

a  ce  sujet  la  Hôte  sui 

engrenage 

.  -  SI,  n».!' 

pa 

Poncelel,  en  restreignant  U  question  su  eos  d'on  conU 
l  et  d'autre  de  la  ligne  des  centrée,  est  conduit  auï  mêmes  1 
s  principaux  types  d'engrenaees  employés  dans  l'industrie 
point  de  Yue  général,  on  arrive  facilement  h  ce  nisullat. 

Soient  (P/./, /g.  r) 

■t  peu  ctenJ»  * 
En  se  pl»C"l' 

P  l-efforl  m 
Q  la  force 
K  el  K' les 

otEur  langent  à  la 
angenteàcette  mè 
iroJBCtions  des  cei 

circonférence  primili 
très  G  et  C  sur  la  n 

e  deC; 

Tolente  a  la  mialm» 

rmale  commune! 
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aurait  lieu  d'examiner  le  cas  où  l'engrenage  se  fait, 
avant  et  partie  après  la  ligne  des  centres,  et  d'en  com- 
tes résultats  à  ceux  du  cas  où  il  n'a  lieu  que  d'un  seul 
ît  l'on  arriverait  encore  exactement  à  la  même  conclu- 
lu'il  y  a  avantage  à  ce  que  les  dents  se  conduisent  autant 
qu'après  cette  ligne. 

introduisant  aussi  dans  l'expression  ci-dessus  de  l'effort 
1  les  nombres  de  dents  m  et  m'  de  la  roue  et  du  pignon, 
âent,  pour  l'expression  de  l'effort  moyen  cherché, 

/ 1         i\a       ^^    m-h  m' 


mm' 


ans  ce  cas,  est  tout  à  fait  rigoureuse. 

.  Engrenage  d'un  pignon  et  d'une  crémaillère.  —  Lors- 
pignon  doit  conduire  une  crémaillère,  il  suffit  de  faire 
) ,  dans  l'expression  précédente  de  l'effort  moyen  qui 
aincre  le  frottement,  et  l'on  trouve  pour  sa  valeur 


2R 


prenant  les  moments  par  rapport  aux  centres  C  et  C, 

PR'=  N.C'K'-h/N.mK',     QR  =  N.CK  -+-/N.mK, 

=  N  Uinç»-i-/^co8y»-i-^jJ»     Q  =  n|  sinç»-f-/f  cosp  — gjj 


iny-+-/(cos/j-<-|7J 
/(ces,,-,  g 


p       8in 

sinj> 

f  était  nul,  on  aurait  P  =  Q  ;  la  force  tangentielle  équivalente  au  frot- 
est  donc 

F=P-Q  =  Q ^^JL/        . 

sinî>H-/^cosç»— Ij 

ient 

le  chemin  élémentaire  décrit  par  l'une  ou  l'autre  des  circonférences 
itives  ; 

26 
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101.  Frottement  d'une  came  et  du  mentonnel  d'un  pHoa. 
—  Quand  une  came  en  développante  de  cercle  pousse  le 
mentonnel  d'une  lige  guidée  dans  des  coulisses  ou  rainures 
{Jig.  -j,  PL  II),  si  l'on  désigne  toujours  par  9  l'angle  décril,  ou 
plutôt  par  a  le  clieinin  parcouru  dans  la  direction  de  la  tige, 
on  a  encore,  pour  l'effort  moyen  qui  doit  vaincre  le  Trolie- 
ment,  l'expression  rigoureuse 

R'  étant  le  rayon  du  cercle  développé  ou  tangent  à  la  ligne 
droite  parcourue  par  le  point  de  contact. 

102.  Cames  en  épicycloldes.  —  Pour  transmettre  à  un 
levier  mobile  autour  d'un  axe  un  mouvement  continu,  de 
manière  que  les  vitesses  transmises  restent  dans  un  rapporl 
constant,  on  donne,  comme  nous  l'avons  dit,  à  la  came  la 
forme  d'une  épicycloïde,  qui  conduit  à  partir  de  la  ligne  des 
centres.  Dans  ce  cas,  le  grand  développement  de  la  courbe 


Le  travail  du  frattement  e: 


■  En  négligeant  le  carrd  iof,  oa  a  simplDnieot 

Si  le  contact  esl  peu  élendu  de  part  el  d'aiilro  do 
fùra  peu  da  sa  valeur  p,  lorsque  le  contact  commCDi 

eipreasion  qui  roiienl  à  celle  du  texte,  a  [K.) 


J 
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ne  permet  pas  de  se  borner  à  remplacer,  dans  l'expression  du 
travail  élémentaire 

/QR'^^tangô'dÔ', 

la  tangente  de  0'  par  la  valeur  approchée,  réduite  au  premier 
terme  de  la  série, 

langô'— e'+y  4-..., 

et  il  faudra  prendre  au  moins  deux  termes  de  cetHe  série,  ce 
qui  donne,  pour  la  quantité  de  travail  consommé  pendant  que 
le  cercle  primitif  de  la  came  parcourt  un  arc  R'6', 

/QR'  5^  (^  +  ^) 
et,  pourl'effort  moyen  nécessaire  po'ur  vaincre  ce  frottement. 

Si  Tangle  &  est  de  45  degrés,  on  a 

6'  =  -V  ^  ==  o»,  785,     —5  —  o-»,  io3, 
100  '  2.3 

quantité  qui  n'est  pas  négligeable,  par  rapport  à  l'unité. 

103.  Cas  oà  la  forme  des  cames  ne  satisfait  pas  à  la  con- 
dition de  l'uniformité.  —  On  rencontre  souvent,  dans  les 
machines  soufflantes  {Jig.  looi),  des  cames  dont  la  courbure, 
déterminée  par  des  considérations  spéciales,  ne  satisfait  pas 
à  la  condition  de  transmettre  aux  tiges  qu'elles  conduisent 
une  vitesse  qui  soit  dans  un  rapport  constant  avec  celle  de 
l'arbre  de  la  came.  Il  faut,  dans  ce  cas,  recourir  à  des  mé- 
thodes approximatives,  et  voici  la  manière  d'opérer  : 

Soient 

dmb  une  courbe  quelconque  qui  pousse  la  tige  d'un  piston 
de  machine  soufflante,  dans  une  direction  constante; 

Q  le  poids  de  celte  tige  ou  l'effort  qu'il  faut  exercer,  dans  le 
sens  de  sa  longueur,  pour  la  faire  marcher; 

26. 
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K  l'angle  que  foii  sa  direction 
coniact  actuel. 

Fie. 
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la  normale  au  point  de 


La  pression  normale  sera  Qcosa,  et  le  frottemenl/Qcoso: 
consommera,  pour  un  petit  arc  élémentaire  ds  parcouru  par 
la  came  dans  l'instant  dt,  la  quanlilé  d'action  élémentaire 

/Qcos«& 

qu'il  faut  intégrer  depuis  a  jusqu'en  b  ou  par  l'arc  total  s, 
afin  d'obtenir  le  travail  total  consommé  par  le  frotiemenl 
dans  une  levée  de  la  tige.  Celle  intégrale  pourra,  dans  tous 
les  cas,  être  obtenue  approximativement  par  les  méthodes 
indiquées  (n"  9,  Section  I). 

104.  Engrenages  coniques. —  'Dans  les  engrenages  coniques 
exécutés  avec  soin,  on  a  toujours  l'allention  de  faire  les  dénis 
et,  par  suite,  le  pas  aussi  peiits  que  possible,  de  sorte  que  le 
mouvement  et  le  glissement  des  dénis  l'une  sur  l'autre  oni 
sensiblement  lieu,  comme  s'ils  se  passaient  dans  le  plan  lan- 
gent aux  surfaces  coniques  moyennes  et  normales  à  la  lon- 
gueur des  dents  ('). 


(■  )  M.  Baïïl  {Journal  de  l'École  Pafycechnique,  XXXIII'  Cahier)  ■  dOTB*  >" 
latégr^les  qui  rep rëieiiteiit  le  travail  ibïarbé  par  le  rrottemciit  dans  lo  OB'*- 
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11  suit  de  là  qu'en  conservant  les  mêmes  dénominnions, 
maïs  en  les  appliquant  au  développement  de  ces  surfaces 
moyennest  on  aura  encore  pour  l'effort  moyen  qui,  exercé 
dans  le  plan  tangent  que  l'on  considère  et  perpendiculaire- 
ment à  la  ligne  des  centres  des  cercles  développés,  produi- 
rait la  même  quantité  de  travail  que  le  frottement  de  l'en- 
grenage, 

R  et  R'  sont,  dans  cette  expression,  les  rayons  des  cercles 
primitifs  moyens  développés,  Q  l'effort  ou  la  résistance  qui 
s'oppose,  dans  le  plan  langent,  au  mouvement  de  la  roiie 
conduite  et  a  le  pas  mesuré  sur  les  circonférences  primitives 
des  cercles  moyens. 

105.  Frottement  de  la  vh  sans  fin  {').  —  Soit  {c')  [fig.  io3) 

Fig.  id3. 


une  roue  dentée  conduite  par  une  vis  à  niels  carrés;  le  plan 


nages  coniqnea,  quelle  que  soil  l'étendue  du  contact;  il  en  «déduit,  comme  cas 
puiiculier,  ce  qoi  se  rapporte  aui  engrenages  cylindriques.  En  s'en  tenant  an 
premier  terme  d'un  développement  en  série,  il  est  retombé  sur  1r  formule  de 
PoDcelet.  (K.) 
(<)  Extrait  de  l'édition  da  iBi6. 
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milieu  de  la  roue  comprend  Taxe  EF  de  la  vis,  que  nous  sup- 
poserons verticale,  et  les  dents  ont  y  sur  le  cylindre  de  ceue 
roue,  une  inclinaison  telle  qu'elles  se  présentent  à  la  vis  pa- 
rallèlement à  la  tangente  du  filet  qui  répond  au  point  de 
contact;  les  arêtes  de  ces  dents  sont  donc  obliques  par  rap- 
port à  Taxe  de  la  roue. 
Cela  posé,  ne  considérons  (^g*.  io4)  que  ce  qui  se  passe 

Fig.  104. 


c 


C 


dans  le  plan  milieu  de  la  roue  qui  conàprend  Taxe  EF  de  la 
vis;  le  profil  de  la  surface  frottante  des  filets  sera  une  perpen- 
diculaire mb  à  cet  axe,  en  sorte  que  l'engrenage  devra  remplir 
les  mêmes  conditions  que  celui  des  crémaillères  à  dents 
droites  (*);  la  courbe  mb'  de  la  dent  sera  donc  la  développante 
de  la  circonférence  primitive  de  (c'),  tangente  à  la  droite  AB, 
qui  contient  les  points  de  contact  m  avec  le  filet  correspon- 
dant et  qui  est  parallèle  à  Taxe  EF  de  la  vis. 
Soit  Q  la  puissance  à  appliquer  à  la  circonférence  primitive 


('  )  Le  point  de  contact  entre  le  filet  et  la  dent  ne  peut  être  rigoureusement 
dans  le  plan  de  la  figure  que  sur  la  ligne  ce'.  C'est  par  approximation,  et  en 
admettant  implicitement  que  l'étendue  du  contact  est  très-petite,  que  l'auteur 
suppose  qu'au  delà  de  ce'  le  point  de  contact  m  se  trouve  dans  le  plan  ci-dessus 
et  que  l'inclinaison  de  l'hélice  correspondante  de  la  surface  hélicoïdale  est 
encore  égale  à  a. 

F'oir  à  ce  sujet,  pour  le  cas  où  le  contact  a  une  étendue  quelconque,  le 
Mémoire  de  M.  Resal  inséré  au  XXXIII»  Cahier  du  Journal  de  l'École  Poly- 
technique. (K.) 
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de  (c')  pour  vaincre  toutes  les  résistances  qui  agissent  autour 
de  son  axe;  la  vis  pourra  être  censée  chargée  d'un  poids  con- 
stant Q  agissant  sur  l'hélice  dont  le  rayon  est  cT  ou  r,  dans 
une  direction  parallèle  à  l'axe  EF,  c'est-à-dire  que  la  pres- 
sion Q  produira  sur  cette  hélice  un  effet  absolument  analogue 
à  celui  d'un  éçrou  sur  une  vis  pareille,  qui  aurait  même  pas 
et  l'hélice  m  pour  hélice  moyenne.  Or  on  remarquera  que  le 
point  rriy  où  s'exerce  le  frottement  de  la  dent  mVy  est  animé 
d'un  double  mouvement  relalif,  l'un  tangentiel  à  l'hélice, 
l'autre  tangentiel  à  la  courbe  mV  de  cette  dent,  en  sorte  que 
le  moment  virtuel  total  de  ce  frottement  est  la  somme  des 
moments  virtuels  dus  séparément  à  ces  deux  mouvements  et 
au  frottement /N  résultant  de  la  pression  normale  N  exercée, 
sur  la  surface  du  filet,  par  l'action  de  la  puissance  P  qui, 
appliquée  à  l'une  des  extrémités  de  la  vis,  agirait  avec  un 
bras  de  levier  R  pour  faire  mouvoir  la  roue  {d)  ou  vaincre  la 
résistance  Q.  Nommons  donc  a  l'angle  formé  par  l'hélice  m 
avec  l'horizon,  ou  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  £F  de  la 
vis,  on  trouvera  sans  peine,  pour  la  pression  normale, 

N  = ^T-T— '     d'oïl    /N==;^ ^^,.  .      ; 

cos«— /sina  "^  cosa— /sma 

reste  à  trouver  les  vitesses  virtuelles  de  m  sur  l'hélice  et  sur 
la  courbe  mb\ 

En  nommant  A  le  pas  de  cette  hélice,  R  le  bras  de  levier 
de  la  puissance  P,  dz  la  vitesse  virtuelle  de  Q  ou  la  hauteur 
dont  s'élève  m  parallèlement  à  EF,  par  suite  d'un  mouvement 
infiniment  petit  imprimé  à  la  vis,  la  vitesse  virtuelle  de  P 

sera  évidemment  — r-  dz  ;  celle  de  m  suivant  l'hélice  sera 

n 

dz 

;  enfin  celle  de  m  siiivant  la  courbe  mV  sera,  d'après  la 


sma 

propriété  des  développantes,  le  petit  arc  de  cercle  décrit  par 
la  tangente  mT  autour  de  T,  tandis  que  là  circonférence  pri- 
mitive (RO  de  la  roue  décrit  un  autre  petit  arc  égal  à  dz  et 
sous-tendant,  au  centre  c',  le  même  angle  que  le  premier  à  son 
centre  T;  cette  vitesse  virtuelle  de  m  sur  mb'  sera  donc 


4o8  COURS   DE  HËCINIQDE 

— -,-  dz  =  ~nr'  en  prenaiU  »iT  pour  z;  donc  on  aura,  pour 

exprimer  les  conditions  de  l'étiuiiibre,  en  divisanl  par  dzei 
mullipiiant  par  h, 

fQ/t      ,  fQzli 


ttRP^QAh 


sîna(co5a— /sina)       R' (cos  «  — /sin  a] 


La  liauteur  z  est  ici  variable;  mais,  en  observant  que  ctiaque 
dent  pousse  à  partir  de  l'horizontale  ce'  et  en  supposanl 
qu'elle  quille  le  filet  bm  quand  le  point  de  contact  T  de  11 
précédenle  est  arrivé  sur  ce',  on  pourra  remplacer  s  par  sa 
valeur  moyenne  -mT  ^  '^/i,  en  supposant  que  la  vis  n'ait 
qu'an  filet;  ce  qui  donnera,  en  réunissant  les  deux  premiers 

termes  et  en  se  rappelant  que  tango:  =  — > 

__  ^/'sin«+/cosa\    ,    i  fQh' 

arRP  =  271 /'Q     '-hr-. —  )  -I-  -  -^r, - ■  j- — ;■ 

^  \cos«— /sina/       2  R'(coBa  — /sm«) 

En  négligeanl  le  dernier  terme  en  h,  on  retombe  sur  l'équa- 
tion d'équilibre  de  la  vis  à  filets  carrés,  en  ayant  égard  au 
frottement,  ce  à  quoi  l'on  devait  bien  s'attendre.  D'ailleurs, 
ce  terme  est  toujours  fort  petit  à  l'égard  de  celui  qui  le  précède, 
et,  comme  «  s'éloigne  ici  fort  peu  de  zéro,  on  pourra,  sans 
erreur  sensible,  y  supposer  sina;^  o,  cosa:=i,  de  sorte  que 
l'équation  pourra  prendre  celte  forme,  qui  se  prête  facilemenl 
au  calcul. 
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NOTES. 


I.  —  Sur  la  valeur  approchée  linéaire  et  rationnelle  des  radicanz 

de  la  forme  v/«^-+-6^  y/à^—b'^, .... 


106.  Expression  linéaire  de  ^à^-¥-  b^\  limite  de  Verreur.  —  La  valeur 

approchée  du  radical  yjà*-^  b^  devant  être  rationnelle  et  linéaire  en  a  et 
^,  nous  ferons 

a  et  6  étant  des  nombres  absolus  et  positifs,  a  et  ^  des  nombres  indé- 
terminés qui  doivent  satisfaire  à  la  condition  que,  dans  une  étendue 

donnée,  Terreur  commise,  en  prenant  a«  -t-  p^  au  lieu  de  ^TT^H?^  soit 
la  moindre  possible  par  rapport  à  la  véritable  valeur  du  radical.  L'erreur 

absolue  étant  aa-h^b  —  ^a^-h  b^,  Terreur  proportionnelle  ou  relative, 
que  nous  nommerons  z,  sera,  en  faisant  -r  =  n  on  a  =  nb. 


o^a  -h  pb       __ 


et  il  s'agira  de  la  rendre  un  minimum  pour  toutes  les  grandeurs  de  a  et 
de  b  ou  de  n  comprises  dans  Tintervalle  considéré,  en  disposant  conve- 
nablement des  indéterminées  a  et  p,  ce  qui  revient,  au  fond,  à  choisir 
ces  quantités  numériques  de  manière  que  le  cours  de  la  courbe  qui  au- 
rait n  pour  abscisses  et  z  pour  ordonnées  respectives  s'approche  le  plus 
qu'il  est  possible  de  Taxe  des  n  dans  l'étendue  comprise  entre  deux  va- 
leurs données  de  /i,  que  nous  supposerons  être  n  =  A  ein  =  » , 
Pour  cela,  il  est  nécessaire  d'étudier  la  marche  de  la  fonction  z  entre 

les  deux  limitas  où  Ton  doit  calculer  les  valeurs  de  ^â^-t-  b*.  Or  il  uni 
aisé  de  s'assurer  que,  de/i  =  oà/i  =  oo,zest  susceptible  d'un  maximum 
absolu  à  partir  duquel  Terreur  décroît  constamment  et  indéfiniment  sous 
le  point  de  vue  algébrique,  c'est-à-dire  en  passant  par  zéro  et  devenant 
négative;  ou,  ce  qui  retient  au  même,  Terreur,  à  partir  de  ce  maximum, 
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décroît  continuellement  jiisqu*à  devenir  nulle,  pour  croître  ensuite  en 
dessous  de  Taxe  des  abscisses,  en  prenant  des  valeurs  de  signe  contraire. 
En  effet,  si  l'on  considère  les  nombres  a  et  ^  comme  donnés,  et  que 
Ton  différentie  deux  fois  de  suite  la  valeur  ci-dessus  de  z  par  rapport  à 
n  ;  que  Ton  égale  enfin  à  zéro  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 
pour  avoir  la  valeur  de  n  qui  répond  au  maximum  de  Terreur,  on  trou- 
vera que  les  conditions  de  ce  maximum  sont  satisfaites  pour 


a 


"  =  û'      Z  —  s/t}-^  &^  —  I. 

p 

Recherchant,  en  outre,  les  expressions  de  l'erreur  z  qui  répondent 
aux  deux  limites  considérées,  on  trouve 

,  a/ -h  S 

pour  n~k a  =  ^-  —  i  ; 

yj  \-k-  k 
pour  72 --00 z  =  a--i. 

Si  donc  on  était  certain,  a  priori,  que  le  maximum  ci-dessus  se  trouve 
situé  entre  ces  limites,  pour  lesvaleurs  cherchées  de  a  etde^,  c'est-à-dire 

que  le  rapport  -r  est  essentiellement  positif  et  plus  grand  que  ^,  il  ne 

r 

resterait  qu'à  déterminer  ces  valeurs  de  manière  à  rapprocher  le  plus 
qu'il  est  possible  de  zéro  les  expressions  algébriques  des  trois  erreurs 
dont  il  s'agit,  c'est-à-dire  de  manière  que  la  plus  grande  d'entre  elles, 
prise  abstraction  faite  du  signe,  fût  la  moindre  possible,  ce  qui  serait 
facile,  puisqu'il  ne  s'agirait,  comme  on  va  le  voir,  que  d'exprimer  que  les 
valeurs  absolues  de  ces  premières  erreurs  sont  précisément  égales; 

mais,  comme  la  limite  du  rapport  t-  nous  est  absolument  inconnue,  il 

devient  indispensable  de  faire  des  suppositions  particulières  sur  les  va- 
leurs des  indéterminées  a  et  p.  Supposant,  par  exemple,  qu'elles  doivent 
rendre  nulles  les  erreurs  relatives  aux  limites  «  =  oo  ,  /2  =  /-,  on  aura 


a  —  I  —  o,     d'où     a  :=r  I  ; 


a/H-p 


I 


~  o,     d'où     (3  =  y/i -T-/''  — aX- =  y/i -f-A- — /• 


Or  on  s'assure  aisément  que  le  rapport 


y  --- — —  :---  /r+T'  H~  fi 
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ici,  en  effet,  plus  grand  que  k,  de  sorte  que  Terreur  maximum 


réellement  située  dans  Tîntervalle  compris  entre  n  =  A  et  n  =  co  ,  ce 
ne  peut  être,  à  moins  que  les  erreurs  relatives  aux  valeurs  particu- 

is  a  =  I ,  p  =  y/i  -t-  A*'  —  /•,  qui  sont  positives  et  que  nous  nommerons 
b  p',  n'aillent  sans  cesse  en  croissant  à  partir  soit  de  la  limite  infè- 
re /i  =  A,  soit  de  la  limite  supérieure  /ï  =  oo ,  jusqu'à  la  valeur 

:imum  y/a'^-t-P"—  i ,  qui  est  également  positive. 

'ailleurs,  la  fonction  v/a'-t-p*—  i  tendant  à  diminuer  à  mesure  que 
y  substitue  des  valeurs  de  a  et  de  p  de  plus  en  plus  petites,  par  rap- 
;  à  a'  et  à  p',  il  est  clair  que,  bien  qu'elles  fassent  croître,  dans  le  sens 

itif,  les  erreurs  a  — i  et  —  —  °  —  t  relatives  aux  limites  n  =  co, 

:  a,  elles  seront  plus  avantageuses  que  celles  a'  et  P',  tant  que  ces 
ttières  erreurs,  prises  avec  un  signe  contraire,  demeureront  au-dessous 

Terreur  maximum  v^a^-f-p^— i  correspondante;  mais  comme,  au 
traire,  elles  cesseraient  de  l'être  dès  l'instant  où  cette  dernière  vien- 
it  à  être  surpassée  par  l'une  ou  l'autre  d'entre  elles,  on  voit  que  les 
3iirs  de  a  et  de  p,  qui  répondent  aux  plus  petites  erreurs  possibles 
ir  tout  l'intervalle  compris  depuis  n  =  A  jusqu'à  /ï  =  « ,  doivent 
isfaire  à  la  double  condition 


Jet"  -+-6^— ii=i--a=i ^  5 

laquelle  on  tire  d'abord 

ression  qui  montre  que,  en  effet,  le  rapport 

plus  grand  que  X-,  de  sorte  que  le  maximum  ^a^-f-p^—  i  de  l'erreur 
trouve  réellement  situé  dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites 
-  k  et  n  =  co,  comme  le  supposent  les  raisonnements  qui  précèdent, 
^n  tirera  ensuate  des  mêmes  équations  de  condition 

a(v/rrÂ^~/-) 
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et  partant,  pour  Texpression  de  la  limite  s  des  erreurs  que  Ton  risque 
de  commettre  en  prenant  yjà^  -hà^=aa-i-pb, 


a^"-+-P        /-; — rî  \^  (iH-  X-*)  —  a  A-  i/iH-  A^  —  i 


=  «. 


i07.  Exemples  particuliers,  —  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ne 
connaisse  nullement  Tordre  de  grandeur  de  a  et  de  ^,  c'çst-à-dire  si  a 
surpasse  b  ou  en  est  surpassé,  les  limites  entre  lesquelles  il   faudra 

prendre  les  valeurs  de  ^a"  -+-  b'\  seront  ainsi  /ï  =  o  et  ti  =  oo ,  de  sorte 
que  Ton  devra  faire  k  =  o  dans  les  expressions  ci-dessus  de  a,  ^  et  s,  qui 
deviendront  respectivement 

a=p  =  0,8284,    6  =  0,1716. 

On  aura  donc,  à  moins  de  0,1716,  ou  environ  j  près, 


quelles  que  soient  les  valeurs  positives  de  a  et  de  ^,  le  maximum  o,  1716 
des  erreurs  proportionnelles  et  positives  ayant  lieu  pour  71  ou  t  =  z  ='1 

et  celui  des  erreurs  négatives  pour  «  =  o  et  w  =  00  ,  ou  a  =  o  et  ^  =  0. 

Supposant  pareillement  que  l'on  sache  que  a  doive  surpasser  b^  ou  n 

l'unité,  on  aura  /•  =  i  et  a  =  0,96046,  p  =  0,39783,  e  =  0,03904  <7î> 

cette  limite  e  des  erreurs  positives  et  négatives  étant  précisément  atteinte 

pour  les  valeurs  n  =  i^  n  —  co  et  72  =  ^  =  2, 42,  ou  a  =  b,  a  =  -ei 

a  —  2,426. 

On  voit,  d'après  cela,  que  les  valeurs  rationnelles  oLa  -+-  pZ>de  \'a'-b' 
sont  d'autant  plus  approchées  que  o  devient  plus  grand  par  rapport  à  b\ 
c'est  ce  que  confirme  le  tableau  suivant,  dont  le  calcul  est  dû  à  M.  le  capi- 
taine du  Génie  Gosselin. 
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?s  valeurs  numériques  des  coefficients  de  la  fonction  linéaire  aa-h^b 

et  des  limites  de  Verreur, 


LIMITES 

s 

VALEURS 

VALEURS 

VALEURS 

de  l'errear 

VALEURS  APPB0CHÉE8 

o. 

de  k. 

de  a. 

de  p. 

oa 
Talears  de  i  —  a. 

de  ^tf«-t-  b*» 

». 

0 

o,8q84o 

0,82840 

0,17160  ou     ^ 

0,8284  (tf -h*) 

I 

0,96046 

0,39783 

0,08954  ou   -7 
20 

0 , 96046 .  a -f- 0 ,  39788 .  ^ 

1 

2 

0,98092 

0,28270 

0,01498  ou   — 
7' 

o,98392.a -H  0,28270.3 

'i 

3 

0,99350 

0,16123 

o,oo65o  ou  -TT 
id4 

0,99850. a  -+-  0, 16128.3 

r 

4 

0,99625 

0,12260 

0,00875  ou  ^gg 

0,99625. a  H-  0,12260.6 

t 

5 

o> 997^7 

0,09878 

0,00243    ou    •; 

417 

o»99757-<*-+-o»09S78.* 

1 

9 

6 

0,99826 

0,08261 

0,00174    OU    ^^ 

0,99826. a  -f-  0,08261  ,b 

^ 

7 

0,99875 

0,07098 

0,00125   ou   rt — 
800 

0,99875. a  -h  0,07098.3 

^ 

8 

0,99905 

0,06220 

o,oooo5  OU  — r- 

^       1049 

0,99905. a -h  0,06220.3 

b 

9 

0,99930 

o,o5535 

0,00070  ou   ^^^y 

0,99980. a  -♦-  0, 05585.3 

b 

10 

0,99935 

o,o49R'i 

0,00065  ou  ^33^ 

0,99985.0-4-0,04984.3 

l.  Simplification  des  calculs  numériques  des  coefficients  a  et  p  et  de 
ur  limite  s,  au  moyen  des  Tables  de  logarithmes,  —  On  facilitera 
;oup  le  calcul  numérique  des  valeurs  de  a,  ^  et  e  en  posant 

k  =  cot4 ^    ou    y  =  {  arc  (cot  =  /•)  =  } arc  (  tang  =  7  )  ; 

indra,  en  effet, 

a=i  — lang'f,    p  =  2tangf,    e=tang^<î>, 


essions  que  Ton  calculera  sur-le-champ  au  moyen  des  Tables  Irigo- 
étriqués,  en  déterminant  d'abord  l'angle  4?  dont  le  logarithme  de  la 


r 
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langenle  doit  6lre  égal  à 

10—  log*,, 

puis,  siiccessivemeot,  tes  valeurs  de  o,  langui  et  lang'ç. 
Supposant,  par  exemple,  /  =  3,  on  aura,  d'après  ces  Tables, 

Ioglans4î  =  io-log3- 9,53287875  =loglon5(i8"  — 26'— 7',o65); 

d'où 

ç  =  4°—  ^^' —  3 '".766,     log  taiigj  =  8,9064056,     tangf  =  o,o8o6i3i 

en  ayant  soin  de  retrancher  10  de  la  caracléris tique  de  logungf,  qii 
représente  le  logarithme  du  rayon  supposé  divisé  en  dix  billons  A 
parties  égales,  dans  les  Tables. 
On  aura  donc  aussi,  en  ayant  cette  attention, 

logtang'y  =  aloglangT  =  3,8128112  =  logo,  00649847, 

et  finalement 

E  =  o,oo64g85,     p  =  2tangï  =  0,1612262,     u  =  1  —  tang'ç  =o,993wi, 

valeurs  qui  sont  précisément  celles  qu'indique  la  Tableci-dessug  pour  X  =  3. 

iQ9.-  Jixlension  dont  est  susceptible  la  méthode  précédente  pour  ia 
jonctions  coinple.res  quelcomjues.  —  La  marche  par  laquelle  nous  Bowrtt 
arrivé  aux  eipressions  générales  de  o,  ^  et  £  en  A  ou  f  peut  éviiiem- 
ment  s'appliquer  à  toute  espèce  de  fonction  complexe  des  deux  variable! 
a  et  b,  qu'il  s'agirait  de  remplacer  par  sa  valeur  linéaire  et  approchée  dt 
la  forme  an -1-  f  6  -1-7,  pourvu  que  l'espression  analytique  de  l'erreur 
proportionnelle  qui  résulte  de  celle  substitution  fût  susceptible  d'us 
masimum  ou  d'un  minimum  dans  l'intervalle  où  l'on  veut  considérer  lee 
valeurs  des  variables  a  et  0.  Celle  méthode  s'étendrait  même  aisémeal, 
pour  certains  cas,  à  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  a, 
b,  c,  d,. . .,  en  se  basant  sur  des  considérations  analogues  â  celles  fB 
lesquelles  Laplaee  et  Fourier  sont  parvenus  à  découvrir  les  valeurs  de» 
inconnues  d'une  suite  d'équations  de  condition,  de  manière  que  la  plus 
grande  des  erreurs  auxquelles  elles  conduisent,  quand  on  y  substilw,! 
la  place  des  inconnues,  les  valeurs  données  par  l'expérience,  soil,  abslrafr 
tiou  faite  du  signe,  la  moindre  possible  (').  En  effet,  touto  la  dilScullé 
consistera  à  découvrir,  dans  chaque  cas,  l'espression  analytique  d« 
limites  de  l'erreur  qu'or)  risque  de  commettre,  à  les  égaler  ensuile  onir* 

(')  Mécanique  céleste,  1'  édition,  t.  Il,  p.  iî6  et  Buiv.;  analyse  dti  V" 
tioas,  par  Fourier,  \"  Partiej  p.  81,  n"  !J. 


L 
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elles,  abstraction  faite  du  signe;  ce  qui;  lorsque  le  nombre  des  équations 
ainsi  obtenues  sera  égal  au  nombre  des  indéterminées  a,  p,  7,  • . . ,  per- 
mettra de  calculer  les  valeurs  de  celles-ci  qui  satisfont  aux  conditions  du 
problème. 

Ces  observations  montrent  suffisamment  que  la  méthode  peut  s'appli- 
quer à  une  infinité  de  circonstances  et  offre  ainsi  les  moyens  de  rem- 
placer, quand  la  chose  est  en  soi  possible,  toute  fonction  complexe  de 
variables  quelconques  par  une  ailtre  fonction  plus  simple  et  qui  se  prête 
plus  facilement  au  calcul  ou  à  certaines  transformations  analytiques. 
L'exemple  qui  précède  pourra  d'ailleurs  servir  à  faire  pressentir  la  nature 
des  moyens  qui  doivent  être  mis  en  œuvre  dans  chaque  cas  particulier, 
et  les  avantages  que  ce  procédé  peut  avoir,  dans  certaines  questions,  sur 
ceux  ordinairement  mis  en  usage  et  qui  consistent  dans  le  développe- 
ment des  fonctions  en  série  ou  en  fractions  continues. 

ilO.  Considérations  géométriques  propres  à  conduire  au  même  but.  — 
Maintenant  nous  ferons  remarquer  qu'il  se  présente  divers  moyens, 
essentiellement  fondés  sur  des  considérations  géométriques,  et  qui  sont 
propres  à  conduire  au  but  désiré  par  une  voie  pour  ainsi  dire  purement 
intuitive. 

En  effet,  reprenant  la  question  ci-dessus,  nommant  c  la  valeur  exacte 

du  radical  v/a^+é%  et  considérant  les  quantités  variables  a,  b  ei  c 
comme  les  coordonnées  d'un  certain  point  dans  l'espace,  pris  par  rapport 

Fig.  io5. 


aox  axes  rectangulaires  Oa,  06,  Oc  (fig.  io5),  il  est  clair  que  l'équation 

v/fl*-H^=  r,    ou    û--»-^  =  c', 

représentera  une  surface  conique  à  base  circulaire,  ayant  son  sommet  à 
l'origine  0,  pour  axe  Taxe  Or,  que  nous  supposerons  vertical,  et  pour 


4l6  COUIS   DB  KËCAHIQUE 

angle  gfaérateur  un  demi-droit  ou  45  degràs.  De  mômo  l'équalion 

représentera,  dans  les  coordonnées  c,  a,  b,  un  plan  passant  par  l'origine 
0,  qui  sert  de  sommet  au  cane,  do  sorte  que  la  question  proposée  re- 
vient précisément  b  déterminer  les  constantes  arbitraires  a  et  ^  qui 
entrent  dans  l'équation  du  plan,  de  manière  que  les  ordonnées  verticales  f 
de  ce  pian  diffèrent  ie  moins  possible,  pour  une  étendue  donnée,  de 
celles  qui  leur  correspondent  sur  le  cône  et  appartiennent  à  une  même 
verticale,  c'est-à-dire  aux  mêmes  valeurs  de  a  et  de  0  prises  dans  l'ia- 

torvalle  pour  lequel  la  plus  petite  valeur  de  ^  =  A  et  la  plus  grande  =«, 

ce  qui  se  rapporte  à  l'espace  compris  depuis  l'axe  des»  jusqu'à  la  droilaO«, 
furmuot  avec  c«t  ase  l'angle  nOm  dont  /  est  la  colangente. 
Nommant  donc  ^  Cet  angle,  ou  faisant 


^  =  arc  [cot  =  /  )  =  arc  ^lang  =  jj , 


\. 


tous  les  points  de  la  surface  conique  et  du  plan  à  considérer  seront  com- 
pris entre  les  génératrices  et  les  droites  respectives  qui  ont  Oa  et  On 
pour  projections  sur  le  plan  de  ab. 

Supposons  que  l'on  fasse,  dans  le  premier  plan  et  dans  celte  surface, 
un  proûl  quelconque  passant  par  i'ase  Oc.  Soient  {^g.  loC  )  0/j'  la  trace  du 

FiE.  TûG. 


premier,  Op'  celle  de  la  seconde  sur  ce  pro&l,  Od  celle  du  plan  àfsd: 
considérons  la  verticale  qui  répond  au  point  quelconque/)  de  Od,  eUe 
rencontrera  la  trace  Op"  du  plan  en  un  point  p",  et  celle  de  la  surf»« 
en  un  point/)';  l'erreur  absolue  commise  en  prenant  pp'  pour  p/>'  sen 

p'p",  et  l'erreur  relative  ou  proportionnelle^-^:  c'est  cette  erreur qw 

doit  Être  rendue  la  plus  petite  possible  dans  toutes  les  positions  du  profil 
autour  de  l'axe  Oc. 


I 

1 
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On  voit  que  le  rapport  ^-^  est  indépendant  de  la  position  de  p  sur 

l'horizontale  Orf,  de  sorte  que,  par  exemple,  il  suffit  de  considérer  tous 
les  points  p'  de  la  surface  conique  qui  appartiennent  à  un  môme  plan  de 
niveau  O'p',  coupant  cette  surface  suivant  un  cercle  dont  la  projection  sur 
le  plan  des  ab  (Jig,  io5)  est  représentée  par  Tare  mpn  comprenant  tous 
les  points  p  à  considérer,  et  dont  l'intersection  avec  le  plan  qui  a  pour 
équation  c  =  <xa-hpb  est  représentée,  dans  cette  même  projection,  par 
la  droite  rs,  je  suppose,  limitée  également  aux  côtés  de  Tangle  mOn  qui 
comprend  tous  les  points  p.  Mais  ^' étant,  dans  le  profil  ci-dessus  [Jig.  io6), 
le  point  du  plan  c  =  aa  -t-  p^  qui  se  trouve  situé  à  la  môme  hauteur  que 
le  point  /?'  de  la  surface  conique  par  rapport  à  0^  ou  au  plan  des  ab;àe 
plus  g  étant,  sur  ce  dernier,  la  projection  de  q'  comme  p  l'est  de  p',  on 
a  évidemment 

pp'        Ory' 

donc  la  droite  rs  [fig.  io5),  qui  appartient  au  plan  cherché  et  dont  l'équa- 
tion est 

doit  être  choisie  de  façon  que,  dans  l'étendue  comprise  depuis  On  jusqu'à 
0/71,  elle  se  rapproche  le  plus  possible  de  l'arc  de  cercle  npm^  en  ce  sens 
que  la  plus  grande  valeur  du  rapport  des  intervalleg  pq  à  0/?,  mesurés 
sur  les  différents  rayons  vecteurs  0;?  compris  dans  l'angle  /wO/2,  soit  la 
plus  petite  possible  sans  égard  aux  signes  de  position  de  pq  et  de  Oq. 

D'ailleurs  il  est  à  remarquer  que  ces  raisonnements  sont  indépendants 
de  la  nature  particulière  de  la  courbe  mpri,  ou  de  la  fonction  en  a  et  ^ 
considérée,  pourvu  seulement  qu'en  égalant  cette  dernière  à  c  l'équation 
qui  en  résulte  soit  celle  d'un  cône  ayant  l'origine  des  coordonnées  «,  b,  c 
pour  sommet,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  soit  homogène  en  ces  coor- 
données. 

Cela  posé,  il  paraît  évident,  a  priori,  que,  si  la  portion  de  courbe  mpn 
est  susceptible  d'être  renfermée  entre  deux  droites  parallèles  suffisam- 
ment rapprochées,  le  problème  proposé  pourra  être  résolu,  sans  difficulté 
et  d'une  manière  satisfaisante,  en  déterminant  le  système  de  ces  paral- 
lèles qui  offre  le  plus  petit  écartement  possible,  et  prenant,  pour  la 
droite  rs  représentée  par  Péquation  c  =  aa  -h  p^,  celle  qui  partage  en  deux 
parties  égales  l'intervalle  dont  il  s'agit.  Notamment,  si  la  courbe  mpn  e^ 
partout  coâvexe  depuis  n  jusqu'à  /??,  la  position  la  plus  avantageuse  de  rs 
sera  évidemment  comprise  entre  celle  de  la  corde  mn  et  de  la  tangente 
parallèle  m'«',  et  elle  correspondra  nécessairement  à  la  droite  «"/w"  qui 
divise  en  deux  parties  égales  l'intervalle  de  nm  à  n'm\  de  sorte  que  les 
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■i"U       /-"U       m'O 


1 


des  erreurs  positives  ou  uégalives  qu'on  risque  do  comtnetlre  en  rem- 
plaçant la  courbe  par  la  droilo  sont,  abstraction  faite  du  signe,  égales- 
entre  elles  {'). 

Appliquant  ces  résultats  au  cas  particulier  du  cercle  ou  de  la  fonctiM 
i/a'-h  b'  et  remarquant  que  l'angle  de  «"m' ou,  ce  qui  revient  au  même, 
celui  de  la  corde  mn  avec  l'axe  Oo,esl  égal  à  90°  — ^1)1,  on  aura,  l'équs- 
tion  de  cette  première  droite  devant  Être  identique  avec  c=^aa-i-  pb, 


aV        cos^'l'/  acosi^;'  «' 

,         asinj-'i  ,       ,  , 


(')  Plus  géaëralemoni,  g'ili'aEil  d'une  fonction  quelconque  F  Ça,  6)  ou  d'une 
surface  représenlée  pur  l'équation  c  =  F(a,  b),  et  qu'on  se  propose  de  délsr- 
minerle  plan  dont  l'équalion  est  c  =  aa-t-  ^b -t-y,  de  façon  que  les  ordon- 
née* B  de  l'uD  el  ds  l'autre,  correspondant  aux  mémei  abscisses  ouvaleun  d! 
a  el  t,  diffèrent  le  moins  possible  entre  elles,  pour  toute  l'étendue  d'un  «{' 
ment  conïcie  de  Ie  surface  c=F[a,  *),  limité  au  plan  donlc  =  ma +  »»+; 
serait  l'équation  dannéo,  on  mènera,  par  l 'intersection  de  ce  dernier  a>ec  c«l>i 
des  ah,  intersection  représentée  par  ma  +  nô  -t-  p  ^:  a,  un  plan  tangent  il 
segment  proposé,  ou,  pluseénéralemenl,  un  plan  qui  serre  do  liniile  eitériean 
à  ce  segment  ;  puis  on  conduira,  entre  ce  plan  et  le  plan  c  =  ma  +  nii  un 
nouveau  pion  passant  par  la  droite  ma -h  nt -t- p  =  0,  de  manière  que  sei  o^ 
donuéessoîent  mor^'"'^^  Aarmoni^Htfj  entre  les  ordonnées  correspondnnles  dfi* 
douï  antres,  c'est-à-dire  telles,  qu'en  nommant  respeoliyemenl  t',  c"  lea  ordoo- 
n  dont  il  E'fl(jit,  prise  pour  les  mêmes  u- 


l'équation  de  ce  plan  sera  eelle  du  plan  cherché,  et,  en  l'IdeutiSaj 

quatlon  c=  «o  -(-(3i -!-)•,  on  en  déduira  les  valeurs  des  indélern 
y.  Quant  à  la  limite  da  l'erreur,  elle  aura  éïidemment  pour  es 
rapport 


c-c" 
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et  enfin,  pour  l'expression  de  la  limite  de  Terreur  proportionnelle; 


a  Vcos  jy        y 


tangH^', 


valeurs  qui  coïncident  respectivement  avec  celles  qui  ont  été  données  en 
premier  lieu,  quand  on  prend 

ç  =  1tI;  =  |(arccot  =  /). 

111.  Formules  relatives  au  cas  où  le  rapport  de  a  à  b  est  compris 
entre  des  limites  quelconques  (').  —  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui 

précède,  que  la  valeur  de  la  fonction  v^û^-h  b^  devait  être  prise  dans  l'in- 
tervalle compris  depuis  t  =  ^  jusqu'à  ^  =  oo  ou  depuis  cot  ^  =  o  jus- 
qu'à 0014^  =  ^^;  mais  les  raisonnements  resteraient  absolument  les  mômes 
s'il  s'agissait  de  considérer  les  valeurs  de  cette  fonction  entre  des  limites 
quelconques,  par  exemple,  depuis  la  droite  On  (fig.  107),  pour  laquelle 


Fig.  107. 


0 


yx^ 

\         ^ 

y/ 

\    /^ 

7p 

Jî^^^/^ 

*w'\tn' 

• 

l'angle  aOn 


a 


^',  -  =  cotij/'  =  ^'j  jusqu'à  la  droite  Om ,  pour  laquelle 


(')  Solution  de  la  question  à  l'aide  de  deux  cercles.  —  Nous  reproduisons 
ici  une  solution  due  à  M.  Resal  et  basée  sur  une  interprétation  géométrique  qui 
se  distingue  par  sa  simplicité. 

En  considérant  a  eib  comme  Fabscisse  et  Tordonnée  d'un  point,  Terreur  re- 
lative 

a.a-{-  ^b 


z  =. 


—  I 


^a*-+-b* 
n'est  autre  chose  que  la  différence  entre  les  rayons  vecteurs  des  deux  points  cor- 
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a 


rangle«0/w  =  ip,  j  =  cot^^  =  /-.  La  droite  /w"/?*,  qui  partage  en  deux  par 

égales  rintervalle  compris  entre- la  corde  mn  de  la  portion  de  courbe  à 
considérer  et  la  tangente  ni! ri  à  cette  courbe,  qui  lui  est  parallèle,  devant 
toujours  être  prise  pour  celle  dont  l'équation  est  c  =  a«  -f  p^,  on  trou- 
vera sans  difficulté 


d'où 


a  ^.,.        ,,.        c      rTn- cosi(4^  — -V)] 

_     2C0s|(^  -H'y)    _  cosH^-^-4^') 

^~  l-t-C0S^(->—  ^î^')  ~"  COS='i(>l'  — •J^')  ' 

^  ~  I  -t-  cos  ^ (•->  —  -y)  ~  cosH  (^^  —  +')  * 


respondants  de  deux  cercles  dont  Tun  (B)  a  pour  équatiou  a^-i-  b*z=  aot.-i-b^ 
et  passe  par  l'origine  0,  et  l'autre  (A)  a  l'origine  pour  centre  et  l'unité  pour 
rayon. 

Soient  n,  n'  les  points  de  (A),  m  et  m' les  points  de  (B)  correspondant  aui 
angles  ^  et  ^'  et  posons  ip  =.  tp' -t  (p  ;  désignons  en  outre  par /?  et  y  les  intersec- 
tions de  la  bissectrice  del'angle  nOn'y  avec  (A)  et  (B).  On  reconnaît,  en  tra- 
çant la  figure,  que  les  erreurs  seront  le  mieux  partagées  si  l'on  fait  en  sorte 
que  les  cercles  se  coupent  entre  On  et  O/z'  et  que  le  maximum  pq  de  z  soit 
égal  aux  valeurs  absolues  des  minimum  égaux  wm,  «'m',  ce  qui,  en  désignant 
par  r  le  rayon  de  (B),  s'exprime  parla  relation 

o  f 

2  r  —  1  rt^  I  —  ir  cos  -  >      d'où      r  ~ ; 


2  s  ? 

2  cos'  i 

4 

l'erreur  maxima  relative  est,  par  suite, 

£  =  tang*-- 
4 

Soient  OM  =  p  un  rayon  vecteur  quelconque  de  (B);  $  l'angle  qu'il  form»' 
avec  0«;  on  a 


p  :z^  2r  ces 
d'où 


* 

r^— (^'^-M     =— ^- rcosOcos(^'H-  n-i-sin^sin/'yM-^jl 


C0S-- 

4 


cos 


(,'-.f)  si„(,'-.|) 


« ;      y3  - 


cos'  -  cos'  L. 


4  4 

valeurs  conformes  à  celles  qui  sont  données  dans  le  texte.  (K.) 
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D'ailleurs,  on  a  visiblement,  p  et  p'  étant  les  intersections  de  la  corde 
et  de  Tare  mn  avec  la  droite  Op  qui  divise  en  deux  parties  égales  Tangle 

-  ±(0^  ^  Op')  -  J  -^  COSi  (-^^  -  ^^')    -  ^^"^  ^^^        ^  '' 

de  sorte  que  les  trois  nombres  a,  p  et  s  peuvent  encore  ici  être  calculés 
très-facilement  au  moyen  des  Tables  trigonométriques.  Supposant ,  par 
exemple, 

I  /—  I  / — 

tangil/     ou     j=  ^i\/'i==  o,yoy2,  tang^I/'    ou  -p  =  Yô\/jo  =  o,3iQ2^Sy 

on  trouvera 

a  =  0,901042,     p  =  0,4474,     e  =  0,0059990  <  7^. 


112.  Expression  linéaire  approchée  du  radical  yjd^ —  6',  relative  à  des 
limites  quelconques  de  a  et  de  b,  —  Pour  offrir  une  seconde  application 
simple  du  principe  posé  en  dernier  lieu,  nous  nous  proposons  de  trouver 

la  valeur  linéaire  et  approchée  du  radical  y/a^  —  ^'.  Faisant  donc 


yja^ —  />'=  c  =  art  H-  f  è 
et  supposant  qu'il  s'agisse  de  déterminer  a  et  ^  pour  Tintervalle  compris 
depuis  -7  =  h  —  cot^]^  jusqu'à  -  =  A'=  cot^^',  nous  aurons  à  considérer 
[fig,  108]  l'hyperbole  équilatérale  cnm  représentée  par  l'équation 

et  ayant  Oc  =  c  pour  demî-axô  réel,  ou  plutôt  la  portion  mpnàià  cette 


hyperbole,  comprise  dans  l'angle  aOb  desa^  positifs,  depuis  la  droite  0/z, 
formant  avec  l'axe  Oa  l'angle  /lOc  =  ^j^',  jusqu'à  la  droite  0/7i,formant  avec 


^ 
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le  infime  axe  l'angle  mOc  =  ■}.  Or,  d'après  ce  qui  pràcÈde,  toute  la  diffi- 
culté de  la  question  consistera  à  trouver  l'équation  de  la  droite  m"n"  qui 
divise  en  deux  parties  égales  l'intervalle  compris  entre  la  corde  nm  de 
l'hv-perbole  et  la  tangente  parallèle  la  plus  voisine  m'n';  car  Mtte  équa- 
tion devra  être  identique  avec  l'équation  c  =  as  -t-  ^b,  et  la  limite  de 
l'erreur  aura  pour  valeur  le  rapport 

W'       W;  _  On  -  OV 

On"'    Qr:'       0.î-t-Ur,'' 

13,  n',  n"  représentant  les  inlerseclions  respectives  de  l'ase  0«  avec  les 
droites  mn,  m' ri\  m'ii"  suffisamment  prolongées. 

Nommons  ti ,  b'  les  coordonnées  de  m  et  n',  b"  celles  de  «,  l'équation 
de  la  droite  indéSnie  mn  sera 

.       .,_  b'  ~  b'  ,,  /  _  ^'  ~  ''°         /'        '  '''  ~  ^''. 

de  plus  on  aura,  pour  déterminer  a',  b',  a",  b"  en  fonction  de  H',  V  et  c, 
les  relations 

-r,  =  col']!,       vj=cot-y,       a"—b"—c',      ti"' —  b"' =  e' , 

desquelles  on  tire 


1 


l/i—  lane'^4'-i-v'i  -  ti 


a'  —  a"      b  ■+-  it"       (angijj  \/i  —  tang'-i'-t-  langi|/'  ^i  —-  tang'-J 

Observant  que,  dans  celte  expression,  1ang<j'  et  Uing<{''  ne  sauraient  su 
passer  l'unité,  on  posera,  pour  la  simplicité, 

^r_      t.        „:_..    ,    ,j_..i 

tang-}=C0S(»,     [angji'  =  cosû>',     d'où     -r 


On  trouvera  pareillement,  et  dans  les  mêmes  hypothèses, 

Ces  expressions  sont  susceptibles  d'être  ramenées  à  une  forme  plus  simple 
encore,  en  posant  do  n 


\ 


n  obtient,  en  effet,  par  les  transformations  trigonométriques, 
b'  —  /'"      sin  u  -I-  sin  u'      ct)s  S 


-  c  tangi, 


APPLIQUÉE   AUX  MACHINES.  ^2^ 

au  moyen  de  quoi  l'équation  de  la  corde  mn  devient  ~ 


,      cos«? 

à  = a  —  c  tango". 


Reste  à  trouver  celle  de  la  tangente  m'n'  qui  lui  est  parallèle.  Or  il  est 
évident  que,  pour  l'obtenir,  il  ne  s'agira  que  d'écrire,  dans  la  précédente, 
que  m  coïncide  avec  n  ou  que  ^^'=  ^l*,  w'=  «,  et  partant  ^  =  o,  o-  acqué- 
rant ainsi  une  valeur  inconnue  co  que  nous  représenterons  par  <t'.  On  ob- 
tient, d'après  cette  considération,  pour  Téquation  de  la  tangente  m'n'^ 

b  = ->  a  —  c  lango"', 

cos</  ® 

dans  laquelle  on  a,  pour  déterminer  ex', 

I  C0S(î  .       cos^ 

;  =  —    ou    cos<r=:  — ^, 


COSO"         COSO"  COSO" 


puisque  la  tangente  doit  être  parallèle  à  mn. 

D'après  cela,  on  aura  évidemment  aussi,  pour  Téquatîon  de  la  parallèle 

équidistante  m*/!", 

.      cos^         c 

b  = a (tango- H-  lango*'). 


COSO- 


Cette  équation  devant  être  identique  à  celle  c  =  aa  +  ^6,  on  en  déduit 
finalement 

acos^  9.  cns<îcosT'  2COSo-- 


a  = 


p^_ 


coso'(tango'-H  tango')  ~    sin(o'-i-o')       s\n ( o* -h  o-' j  ' 
a  2Cos(tco8<t'  acos^o- 


tang (T -^  tang 0-'  sinlo- -r- (t')  cosà^sin('7 -t- o-') 


Quant  à  la  limite  e  des  erreurs  proportionnelles  qu'on  risque  de  com- 
mettre, on  la  trouvera  en  observant  que  les  équations  ci-dessus  des 
droites  mn  et  m'n'  donnent,  en  y  faisant  ^  =  o, 

^  fango-coso-        sino-       ^  ,  ,     , 

Oîfj  =  c — ï:î — 5 — —  c — 5,,     Or/  =  csmcr, 
COSO  coso  ' 

et  partant 

O/î  —  0»'  _  sine  —  sino-'cos^  _  sino  — -  tan^o-'coso-  _  sin^o-—  (jf) 
0>î  -HOr/~  sino--!-  sinff'cos^""  sino-  -h  tango-' coso-""  sin^o-t-  o') 


e  = 


113.  Marche  à  suivre  dans  les  calculs  numériques,  —  Toutes  ces  quan- 
tités, comme  on  voit,  se  calculeront  aisément  au  moyen  des  Tables  trigo- 
nométriques. 

A  cet  effet,  A-'  et  k  étant  les  limites  supérieure  et  inférieure  du  rap- 


r 
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^jurt  j  dt*  sorte  qu'on  ait  /'  >  ^  >  i ,  ou  /  tout  au  moins  égal  è 
calculera  les  angles  w  et  «'  au  raoyen  des  relations 

logcosM  =  10  —  log^',     logeoSùi'=  lo  —  log/*'; 
après  quoi  on  dÊterminera  facilement  les  angles 

et  par  suite  l'angle  o',  donné  par  la  relation 

COSt'=^  i,      ou     ltJgC0S'7'=  lo  -i-logcosn  — logCÛSO. 

cos5  °  "  = 

Connaissant  it,  o'  et  5  ainsi  que  les  logarithmes  de  coscr  et  de  coso,  on 
n'aura  plus  qu'à  chercher  dans  les  Tables  les  logarithmes  de  sin  [u  -i-  n'], 
sin(a  —  ?'],  pour  obtenir,  par  de  simples  additions  ou  soustractions,  ceux 
de  a,  p  et  e. 

\ii.  Exemples  partiailieni  et  idée  des  limites  d'approximation.  — 
Â6a  d'acquérir  une  idée  des  limites  entre  lesquelles  il  est  avantageux  dR 
substituer  la  fonction  aa  +  pS  au  radical  ^a'—à'',  nous  supposerons 
d'abord  que  l'on  ait  /'  =  i,  /t'  égal  à  un  nombre  quelconque  plus  grand 
que  l'unité,  ce  qui  revient  à  admettre  qu'on  doive  prendre  les  valeurs  du 
radical  depuis  a  t=  b,  où  il  est  nul,  jusqu'à»  =  ca^,  où  il  se  réduit  à  a. 
Or,  cette  supposition  donnaut 

61  =  0,  tr  =  iu',  S=:iù>',  cosi'=i,  s'  =  o,  <  =  i, 
on  voit  que  les  erreurs  commises  pourraient  devenir  égales  à  la  valeur 
même  du  radical  quand  a  serait  égal  à  i  ou  que  t  serait  nul,  etc.,  ce  qui 
n'est  pas  admissible  ;  mais,  quelque  près  que  i  soit  do  l'unité,  pourvu 
qu'il  soit  plus  voisin  encore  de  i-',  on  pourra  toujours  trouver  une  expres- 
sion linéaire  suffisamment  approchée  de  y'"'  —  à'. 

Supposant,  par  exemple,  ^  ^  1 ,01,  ^''=  1,02  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  supposant  qu'il  s'agisse  de  prendre  la  valeur  de  ^a-  —  b'  depuis 
1  =  1 ,01b  jusqu'à  rt  =  1,026,  on  trouvera 

<7'=  9''35'28'',85    et    £  =  o,oo6636, 
de  sorte  que  l'erreur  commise  serait  au  plus  tm  ^^  v'"'  ~  *'■ 
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aux  valeurs  de  a  et  de  p,  elles  seraient,  dans  les  mêmes  hypo- 

a  =  5,9619,     p  =  5,8786. 

donc ,  à  moins  de  775  près ,  pour  l'intervalle  compris  depuis 
by  jusqu'à  a  =  i,oa6, 

y/û^— 6'=5,96i9rt— 5,8786^. 

ure  ensuite  que  la  limite  supérieure  k  du  rapport  de  a  à  6  s'éloi- 
!  I ,  la  limite  inférieure  h'  pourra  elle-même  s'en  éloigner  de  plus 
3n  s'approchant  de  Finfini,  sans  qu'on  ait  à  craindre  des  erreurs 
;ur  l'approximation  linéaire  du  radical.  Supposant,  par  exemple, 
ou  cos  w'  =  o  et  A^  =  1 ,1 ,  on  aura 

w'  =  90°,    «  =  a4''  —  3/  —  a8", 
(7  =  57°—  18'—  44",    cos(7'=  cotff,    <t'=  5o°—  5', 

e  =  o,i3i9,     a  =  i,i3i9  =  i  —  s,     p  =  0,72636. 

QC  

^d^  —  b^=  I  ,i3i9^/  —  0,72636^, 

de  \  près,  pour  toute  l'étendue  comprise  depuis  b  =  o  jusqu'à 
I  a  environ. 

Duvera  de  môme  que,  depuis  ^  =  o  jusqu'à  b  =  \a^  ou  de  a  infini 
a  =  2^,  on  a,  à  moins  de  0,0186  ou  yj» 


V/V-^^=  I  ,oi86a3a  —  0,272944^. 

ait  inutile  de  pousser  plus  loin  cet  examen,  attendu  que,  dans 
cations  de  la  Mécanique  aux  machines,  les  radicaux  de  la  forme 

^  sont  rarement  à  considérer. 


approximation  linéaire  des  radicaux  de  la  forme  ^a^-h  b^-h  c*  (  '  )  : 
en  dirons  autant  de  ceux  de  la  forme  ^a^  -h  ^^  -+-  c-  qui  représentent 


'thodes  nouvelles  de  transformation  linéaire  de  ^a*  -+-  ^'-H  c*.  —  M.  Hor- 
illetin  de  la  Société  Philomathiqiie  de  Paris,  t.  IV,  décembre  1867)  a 

j  à ^a'-t-  ^'-t- c*  le  trinôme  Xa-h fib-\-vc  dans  des  conditions  telles, 
nsidérant  a,  b,  &  comme  les  composantes  suivant  trois  axes  rectangu- 
une  force  F,  Terreur  relative  commise  soit  aussi  petite  que  possible, 
la  direction  de  cette  force  reste  comprise  dans  l'angle  trièdre  formé 
}  droites  OF^^  OF,,  OF,,  données  par  la  nature  même  de  la  question, 
atb  arrive  à  une  solution  simple  par  la  considération  d'une  sphère  et 
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la  résultante  de  trois  forces  rectangulaires  entre  elles  et  situées  dans 
l'espace.  D'ailleurs,  si  Ton  connaît  les  limites  entre  lesquelles  demeurent 
compris  les  rapports  des  composantes  <ar,  by  c  ou  de  leurs  résultantes  par- 
tielles yjà^  H-  b^ . . . ,  on  pourra  toujours  ramener  ce  cas  au  premier  de  ceux 
que  nous  avons  examinés  dans  celte  Note.  Connaissant,  par  exemple,  les 

limites  entre  lesquelles  se  trouvent  compris  les  rapports  de  «  à  /^*  -h  à 
et  de  ^  à  c,  on  aura  successivement 


a,  p,  a',  p'  étant  des  nombres  obtenus  comme  cela  a  été  expliqué  précé- 
demment; mais  ici  les  erreurs  partielles  relatives  à  chaque  opération 
pourront  bien  s'ajouter,  et,  si  Ton  représente  par  ^  et  ^'  les  limites  des 
erreurs  respectivement  commises  dans  la  première  et  la  seconde  de  ces 
opérations,  la  plus  grande  erreur  absolue  qu'on  risque  de  commettre  sera 
évidemment  exprimée  par 

^  yJ7i^^b'-^c'  -r  ^^'s[iFT~^'  =  \/â'  H-  b'  H-  c'  U  -+.  p$'  i/^,^'^^\.. 
quantité  plus  petite  que  [^  -\-  p$'  yjà'-+-  b^-h  c^j. 


d'un  plan;  M.  Resal  {Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de FrancCf  t.  1, n®4) 
a  repris  la  question  par  une  méthode  basée  sur  la  considération  de  deui 
sphères  ;  cette  méthode,  tout  en  permettant  de  mettre  les  valeurs  A,  u,  v  sous 
une  l'orme  élégante,  fait  reconnaître  que  la  somme  géométrique  F  peut  sortir 
de  l'angle  trièJre  admis  comme  limite  par  M.  Horvath,  pourvu  qu'elle  reste 
comprise  dans  le  cône  droit  à  base  circulaire,  circonscrit  au  trièdre.  En  dési- 
gnant par  ç?  l'angle  au  sommet  de  ce  cône,  par  a,  /3,  y  les  angles  formés  ptr 
l'axe  du  cône  avec  les  trois  axes  Oa,  O^,  O/?,  on  trouve 

cosa                    cas  S                  cosy  .  9 

X  = )      u=  —t     y  = et     €  =  tang-7  7 

COS^  y  cos-  -  cos    - 

4  4  4 

relations  dont  on  peut  déduire  celles  qui  correspondent  à  deux  variables  en 
faisant  y  =  90°. 

Si  F  peut  occuper  une  position  quelconque  dans  l'angle  trièdre  rectangle, 
c'est-à-dire  si  l'on  ne  connaît  rien  sur  la  grandeur  relative  de  a,  b,  c,  on  trouve 

yja*-+- b*-h  c^  —  o,']'i'2{a-h  b -^c)     et     5  =  0,268. 
Si  l'on  sait  que  a  >  ^  >  c,  on  a 


^rt*-t- ^*-r- f- =^  0,939^-1- 0,389^ -h  0,2970    et    «  n=  0,060.  (K.) 
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n  particulier,  si  Ton  sait  seulement  que  fl*>  b^-hc^  et  ^^>  c',  on 

a 

a  =  a'=o,96,     p  =  p'=o,4,     ^  =  ^'=0,03954, 

la  linoiite  de  Terreur  qu'on  risque  de  commettre  sera,  en  observant 
ci  û*-H  ^'h-  c'>  a(/>'H-  c*),  au-dessous  de  la  quantité 

—  Sur  le  moment  total  et  le  bras  de  levier  moyen  des  résistances 
lans  la  vis  à  filets  carrés  ou  triangulaires  et  les  cônes  de  friction. 

16.  Recherche  du  moment  total  des  résistances  dans  l^ hypothèse  où 
harge  se  trouverait  répartie  proportionnellement  à  Vétendue  de  la 
iection  des  éléments  hélicoïdes,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 
là  question  à  traiter  dans  cette  Note  consiste  à  rechercher  la  somme 
moments  du  frottement  sur  les  différents  éléments  hélicoïdes  dont  se 
ipose  la  surface  du  filet  de  la  vis.  Nous  commencerons  par  rappeler 
3inctement  la  solution  que  nous  en  avons  donnée  dans  la  lithographie 
'année  1826,  en  prenant  pour  base  les  considérations  du  n°  83  et  en 
leltant,  comme  on  le  fait  ordinairement,  que  la  charge  Q,  qui  agit  pa- 
rlement à  Taxe  de  la  vis  soit  distribuée  sur  les  éléments  hélicoïdes  de 
6  vis,  proportionnellement  à  l'étendue  de  leurs  projections  sur  un  plan 
pendiculaire  à  cet  axe;  ensuite  nous  essayerons  d'en  donner  une  solu- 
L  fondée  sur  des  hypothèses  qui  nous  paraissent  plus  conformes  à  la 
jre  physique  des  corps. 

onsidérons,  pour  plus  de  généralité,  la  vis  à  filets  triangulaires,  qui 
s  a  occupé  aux  n*"  82  et  suivants  ;  conservons  d'ailleurs  toutes  les 
ventions  et  dénominations  du  premier  de  ces  numéros  ;  nommons  de 
s 

e  plus  grand  rayon  des  filets; 

e  plus  petit  de  ces  rayons  ou  celui  du  noyau; 

la  portion  de  la  charge  totale  Q,  qui  agit  sur  l'élément  hélicoïde  ayant 

>our  projection  horizontale  la  couronne  circulaire  dont  r  est  le  rayon 

ttoyen,  dr  la  largeur  et  it^rdr  la  surface; 

la  portion  de  la  puissance  horizontale  /?,  qui  fait  directement  équi- 

ibre  à  la  charge  rfQ  et  au  frottement  qu'elle  fait  naître  sur  l'élément 

lélicoïde  considéré. 

st  clair^  d'une  part,  et  d'après  la  supposition  ci-dessus,  que  la  charge 
nentaire  dQ  aura  pour  expression 

,^  'X'Krdr      ^         irdr    ^ 


On  la  développe  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z,  qui  es 
toujours  moindre  que  l'unité,  elle  deviendra 


Bdrie  dans  laquelle  on  a 

A.-/', 
A,.n-/", 


(-A,ï"  +  A.i'  +  A,3'+.. 


y". 


A.  ■./■'('-/'■)-/"'■, 

A,=/"(i-/")-è/'«"- 

A."/"C*r)-=/"4". 


et  qui  est  tellement  convergente  pour  tous  les  cas  d'application,  quai 
sera  suiGsammenl  exact  d'en  retenir  seulement  les  trois  premiers  teniie8"a 
Substituant  donc  celte  série  à  la  fraction  qu'elle  représente  dans  l'inlf-1 
grale  ci-dessus,  et  intégrant  ensuite  de  r°  à  /-',  après  avoir  remplaça  é^*  f 
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lent  z  par  sa  valeur  — ?  on  obtiendra  finalement 


-i 


T,  Q  log  ^  A3, 


I    h  h'  ^ .      r 


.21  ^12 


%  27r  7r^(r 


uvelle  série  dont  il  suffira  également  de  retenir  les  trois  premiers 
:mes  seulement  et  qui  fournit  des  valeurs  de  yyp  qui  diffèrent,  en  gé- 
rai, très-peu  de  celles  qui  se  concluent  directement  de  la  formule  du 
82  du  texte. 

117.  Cas  particulier  de  la  vis  à  filets  carrés,  —  Supposons,  par 
emple,  h^  ou  sin6  =  i ,  ce  qui  se  rapporte  au  cas  de  la  vis  à  filets  carrés, 
viendra 

/'=/,    A«=/,    A.  =  1-4-/»,    A,=/(i-^/»), 

leurs  rapidement  décroissantes  et  dont  la  loi  e&t  manifeste  ;  on  aura 
ne 


P^  =-  j^„  rdp  =  3  ^.^^., /Q 


/^^  r' 

lis  il  est  aisé  de  reconnaître  que,  dans  le  cas  particulier  qui  nous 
cupe,  l'intégrale  est  susceptible  d'une  expression  finie;  car  on  obtient, 
it  par  la  sommation  des  derniers  termes  de  la  série  ci-dessus,  soit 
rectement  par  la  considération  de  la  forme  rationnelle  que  prend  alors 
tte  intégrale, 

)n  a  en  effet  ici,  à  cause  de  sine  =  i  (82), 

_      2O       Çî^^i.fr^ 
r"-r"'J    'inr-f/i 

r"  —  r"\l    if  ^        "^    '  277  ^         4t7'  47r^(27rr— ///)J      ' 
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intégrale  qui,  prise  depui3/;=  r"  jusqu'à  r  =  r',  redonnu  évicipmment 
résultat  qui  précède. 

18.   Cas  particulier  des  cônes  de  friction,  ~~  ConaidéranL  encore 
de  h  =  a,  qui  se  rapporte  aux  cônes  de  friction  ou  aux  EurEac 
coniques  Troltanles,  il  viendra  sur-Whamp 


et  comme  on  a  aussi,  dans  les  bypotliëses  actuelles,  au  moyen  des  va- 
leurs ci-dessus  de  dp  et  de  (/Q, 


a/Q        Çrdr 


il  en  résulte,  pour  la  valeur  du  bras  de  levier  moyen  du  froltemenl, 

expression  qui  est  la  même  que  celle  du  bras  de  levier  moyen  des  ( 
ronnes  circulaires  frollanles  (37), 

Quant  à  la  valeur  du  bras  de  levier  moyen  p  du  frottement  dans  le  cas 
général  des  vis  à  fliets  triangulaires  ou  carrés,  on  l'obtiendrait  pareille- 
ment en  calculant  d'abord  la  valeur  de  p  pour  la  relation 


puis  divisant  par  cette  valeur  celle  de  pp  obtenue  ci-dessus;  mais» 
calculs  seraie.it  absolument  sans  intérêt. 

119.  Réflexinns  crili//aes  sur  l'hypothèse  r/iii  sert  de  base  à  la  solaim 
précédente.  —  En  effet,  l'hypothèse  sur  laquelle  ils  se  fondent  et  qui  cob- 
siste  à  supposer  que  la  charge  0  se  distribue  uniformément  sur  la  sur- 
face de  la  projection  horizontale,  cette  hypothèse  est  trop  précaire  pour 
qu'elle  puisse  conduire  à  des  résultats  rigoureux  dans  les  applications, el 
elle  ne  paraît  pas  même  appuyée  de  considérations  physiques  plausibles. 
A  la  vérité,  il  semble  assez  naturel,  au  premier  aperçu,  de  l'adniMlif 
pour  le  cas  des  couronnes  circulaires  frottantes  (37);  néanmoins,  «   i 
remarquera  que  la  supposition  d'une  répartition  uniforme  de  la  pressî»    I 
sur  les  éléments  des  surfaces  eu  contact  entraîne  forcément  avec  die  1 
la  conséquence  d'une  intensité  de  frottement  proportionnelle  à  i'éleniiue 
de  ces  éléments  et,  par  conséquent,  d'une  altération,  d'un  usé  d'auW 
plus  rapides  que  ces  mêmes  éléments  sonl  plus  éloignés  du  ceolre  ^ 
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rotation  ou  parcourent  de  plus  longs  chemins.  Or  cette  irrégularité  de 
Tusé  ne  peut  se  concilier  avec  Thypothèse  de  la  répartition  uniforme  de 
la  pression,  à  moins  de  supposer  que  les  parties  voisines  de  l'axe  ne 
s'affaissent  progressivement  ou  ne  se  refoulent  réciproquement,  de  ma- 
nière à  rétablir  sans  cesse  l'égalité  du  contact  ou  de  la  compression  du 
centre  à  la  circonférence  ;  ce  qui  n'est  pas  admissible,  en  général,  pour 
toute  espèce  de  corps,  ou  pour  tous  les  modes  d'action  de  la  force  qui 
produit  la  compression  dans  le  sens  parallèle  à  l'axe  :  il  y  a  tout  lieu  de 
croire  que,  dans  la  plupart  des  cas,  la  pression  et  le  degré  de  rappro- 
chement des  surfaces  frottantes  seront  plus  grands  vers  le  centre  qu'à  la 
circonférence,  de  sorte  que  le  bras  de  levier  moyen  du  frottement  et,  par 
conséquent,  son  moment  seront  aussi  plus  petits  que  ne  le  comportent . 
les  formules  (37)  déduites  de  l'hypothèse  dont  il  s'agit;  mais  comme, 
en  définitive ,  on  est  obligé  de  négliger  dans  les  calculs  une  foule  de 
circonstances  qui  tendent  à  augmenter,  d'une  manière  plus  ou  moins 
sensible,  l'influence  des  résistances  passives,  il  ne  saurait  y  avoir  aucun 
inconvénient,  pour  le  cas  des  surfaces  planes,  à  admettre  la  supposition 
qui  donne  la  plus  grande  valeur  au  moment  de  ces  résistances. 

On  voit,  d'ailleurs,  que  la  loi  de  la  distribution  des  pressions  dépend 
essentiellement  de  la  constitution  physique,  de  la  forme  des  corps  et  du 
mode  d'action  dés  forces,  de  sorte  qu'on  ne  peut  riea  préjuger  à  l'avance 
sur  la  nature  de  cette  loi,  ni  même  sur  celle  de  la  proportionnalité  du 
frottement  à  la  pression  pour  les  différents  éléments  des  surfaces  en 
contact,  loi  qui  n'a  été  jusqu'ici  constatée  que  relativement  aux  corps  qui 
glissent  l'un  sur  l'autre  dans  une  direction  invariable  :  c'est  évidemment 
par  des  expériences  du  genre  de  celles  entreprises  par  1  illustre  Coulomb, 
sur  le  frottement  des  pointes  de  pivot  (*),  qu'on  pourra  arriver  à  la  dé- 
couverte de  ces  lois,  dont  l'importance  et  l'utilité  pratique  ne  sauraient 
être  mises  en  doute. 

120.  Hypothèse  sujette  à  contestation,  —  Quoi  qu'il  en  soit,  et  en 
admettant  même  comme  vraie  l'égalité  des  pressions  sur  les  éléments 
égaux  des  surfaces  frottantes,  ce  qui  revient  à  supposer  constante  la 
pression  sur  l'unité  de  ces  surfaces,  on  n'en  est  pas  pour  cela  autorisé 
à  admettre,  dans  le  cas  de  la  vis  à  filets  triangulaires,  que  la  charge  se 
distribue  proportionnellement  à  l'étendue  de  la  projection  horizontale  de 
chaque  élément,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment  ;  car  l'inclinaison 
de  ces  éléments  variant  avec  leur  position  par  rapport  à  l'axe,  cela  re- 
vient dans  le  fond  à  supposer  une  inégalité  effective  de  la  pression  nor- 


(*)  Voir  le  recueil  de  divers  Mémoires  de  cet  auteur,  publié  par  M.  Bachelier, 
libraire,  sous  le  titre  de  Théorie  des  machines  simples. 
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maie  sur  l'uniié  de  surface  de  ces  mêmes  éléments,  et  notamment 
pression  d'autant  plus  petite  que  chaque  élément  su  trouve 
ou  se  rapprorhe  davantage  de  la  direction  verticale  qui  est  celle  de 
de  la  vis.  Or  il  y  a  d'autant  plus  lieu  de  ne  point  admettre  cette  su| 
sition  que,  d'après  les  réflexions  ci-dessus,  il  semble  naturel,  au  «•• 
traire,  de  penser  que  les  pressions  des  parties  voisines  de  l'ase,  et  qui 
tendent  à  s'user  le  moins  rapidement,  devraient  être  supérieures  à  cella 
des  parties  qui  en  sont  éloignées. 

121.  Sulution  générale  dam  cette  nouocUe  hypolltése.  —  Pour  trouver, 
d'après  la  considération  d'ure  pression  constante  sur  l'unité  de  surfece, 
la  valeur  de  la  puissance  p  i^ui  fait  équilibre  au  frottement  et  à  la  chjii^ 
Q  de  la  vis,  dans  la  supposition  la  plus  générale,  nous  reprendrons  l'ana- 
lyse du  n°  87  et,  appelant  «  cette  pression  constante  pour  les  différent 
éléments  hélico'i'des  de  la  vis  et  de  l'écrou,  nous  remarquerons  que  l'ain 
de  l'élément  qui  a  pour  projoction  horizontale  la  couronne  circukin 
rdr,  de  rayon  /■  ut  ite  largeur  dr,  est  mesurée  par  l'expression 


attendu  que  ?  est  l'aagle  d'inclinaison  conslante  de  cet  élément  sur  ïiVi 
de  la  vis;  par  suite,  !a  pression  normale  et  totale  ^/N,  supporlée  parœ 
mémo  élément  aura,  de  son  cûlé,  pour  expression, 

smf 

Substituant  cette  valeur  et  dp^  dQ  à  la  place  de  N,  /j  et  Q  dans  les  équa- 
tions du  numéro  cité,  on  aura 


ou,  en  mettant  pour  sini,  cosn, 


Intégrant  ces  différentes  espressions  depuis  r  =  r'  jusqu'à  r 
considérant  n  comme  constante,  la  première  donnera  la  valei 
subsUtuant  ensuite  cette  valeur  dans  les  deux  autres,  elles  d( 

celles  de  p  et  du  moment  lotal  pa  i  rdp  des  puissances  liorizonlale»/'' 
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122.  Cas  particulier  des  cônes  de  friction,  —  Considérant  d'abord  le 
cas  particulier  des  surfaces  coniques  frottantes,  on  fera  /i  =  o  dans  les 
équations  ci-dessus,  qui  donneront,  par  l  intégration, 


n  = 


/Q 


w(r"_r")(i-i-/cot6)'     ^~  siné-H/cosé' 

r"  /Q 


/"■"    _,  ar"-+-r'r'-)-r" 


smb-hfcosb 


La  valeur  de  p  s'accorde,  comme  on  voit,  avec  celle  qui  a  été  proposée, 
pour  le  môme  cas,  dans  le  n°  86  ;  de  plus,  le  rapprochement  de  cette 
valeur  et  de  celle  de  pp  montre  que  le  bras  de  levier  moyen  du  frotte- 
ment doit  être  ici'  calculé  par  la  formule 


1  r'^-i-  r' r"-\-  r" 


P-3  r'-+-r"         ' 

qui  appartient  aux  couronnes  planes  circulaires  (37);  enfin  cette  ex- 
pression de  p  est  aussi  celle  qui  a  été  trouvée  précédemment  dans  Thy- 
pothèse  où  la  charge  Q  se  trouverait  répartie  uniformément  sur  la  pto- 
jection  horizontale  de  la  surface  frottante  des  cônes,  ce  qu*on  devait 
prévoir  a  priori ,  puisque,  Tinclinaison  des  génératrices  de  ces  cônes  étant 
constante,  les  pressions,  pour  l'unité  de  surface  des  parties  frottantes  et 
de  leurs  projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  doivent  aussi 
être  entre  elles  dans  un  rapport  invariable. 

423.  Cas  particulier  de  la  vis  à  filets  carrés.  —  Considérons  encore  le 
cassimplede  la  visa  filets  carrés  pourlequel6  =  90°  ou  cot^  =  o,  sin^  =  i, 
on  aura,  après  avoir  intégré  les  valeurs  de  r/Q,  dp^  rdp  de  r'  =  r"  k 


r:r=r'y 


Q    _      h-^fnjr'-^r") 


i 


r" 


rdp  =  pp  =  Q  l — i /        3 ./     V  ; 


.     7r(r'-t-r")-/A 

Faisant 

^{r''-i-r'r''-^r'") 

les  expressions  depetdepp  prendront  la  forme  très-simple 

p  =  Q  '—rrj-t       Pp=Q  =Wt/*,  ; 
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d'où  Ton  dédnit,  pour  Yexgnmbm  da  bras  d»  leiier  moyen  p  dAl  psi»- 

8811068^, 

▼alear  qui  se  confond  Beudblement  avec  ceDe  de  /*,  quand  r^  diffère  Im- 
même  tressa  de  P|. 

Supposant,  par  exemple,  r'— r'an-^eBaons  de  ^r^  on  r'<ir%  ob 
aura  p,  ss  r^  à  moins  de  -r|y  près  (37),  ce  qui  Jostifie  la  méttiode  de  cal- 
cul proposée  dans  le  texte  pour  la  vis  à  filets  carrés,  poisqu'ici  d'afl- 
leurs  ta  valeur  de  />  est  précisémoit  celle  qd  correspond  ta  filet  moffla 
dont  r,  =r  I  [r'-^-r')  est  lé  rayon. 

124.  Recherche  des  intégrales  reiatipes  au  cas  génértd  de  iavisàfieU 
triangulaires  par  les  eonsidénaions  de  la  Noie  /.  —  Revenons  maÎB- 
tenant  au  cas  général  de  la  vis  à  filets  triangulaires;  on  aura  d'abord, 
pour  calculer  la  valeur  de  la  pression  n  sur  Tunîté  de  snrfitce  de  cet 
filets, 

Q=i»rir(r'»-r«)H-/cot*r'^  ^AHinH -^  in* r*dr       - 


et  ensuite,  pour  déterminer  petpp, 


"^     Jr'        '^  l       ^  SmîJ^,  //,»+4,r»/-'  J 

Reste  à  trouver  la  valeur  des  intégrales  qui  entrent  dans  ces  diverses 
expressions  ;  or  on  a  immédiatement  ' 


y/h^sin^b-^  in'r^  dr 


ÂHw^b 


Posant  ensuite 

A*-*-47r'/'=A»cos»fc 
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il  viendra 


/ 


s/h'sin'b-hJTz'r'  ^^ 


€t,  par  conséquent, 

V/**8in*^H-47:V^ 


P 


yJh^-\-  in^r 


2  .2 


rr/r 


-  ^'g^^f  ^ log  Wh'-^in'r'  -f-  v/A='siû^/{>4-47rV'»), 

cette  intégrale  et  la  précédente  devant  toujours  être  prises  depuis  r  =  r" 
jusqu'à  /•=  r',  et  le  logarithme  qui  entre  dans  la  dernière  étant  hyper- 
bolique. 
Quant  aux  deux  autres  intégrales 


Ç\J II' s^ji^  b  ■+-  47rV^  ÇsJJl 


2^2 


sin^^-h  f\7:'^r 


r\lr, 


v/A'-h47r^/'' 

on  se  convainc  aisément  qu'elles  dépendent  des  transcendantes  ellip- 
tiques et  ne  peuvent  s'obtenir  en  quantités  finies  ordinaires,  de  sorte 
qu'on  doit  se  contenter  de  les  évaluer  par  approximation. 

A  cet  effet,  on  remarquera  qu'à  cause  de cot^  on  a 

27rr 

,  h      da  A/A^sin'^ -f- i^r'/*^        .    ,   / ,, ,    .   , 

rtr  = 5-j       I  - — ,  —  ~  sm^vi  H-cot'^sinv/. 

Posant,  d'après  la  Note  I, 

V'i  -H  cot'^  sin'rt  =  a  -f-  p  cote  sin^, 
il  viendra 


/ 


v/A*sm'^H-47rV   ,            h     .    ,   (*   (la        ^  h        ,   f*smafia 
— T^ —  (ir  =  a —  smo  I  — 5--4-P — coso  /  = — 

\/k^-hin^r^  ^'^  J   COS'rt       "^  27r  J      cos'rt 

A    /        .     ,  ,  fl  COS^\ 

=  —  la  smo  tangfl  ■+-  6 |  ? 

27r  \  or  cos/ï/ 


J^A»8m'^4-47rV^     ,        h^  [     .    .  rsin^ada      ^       ,   /'sin-'^rM 
■  — rdr=  ^—AoLsmb  I -. -h^cosb  I — | 
|/Â»T4ÏV                 87r'\          J     cos*«        ^         J     cos*a  J 

^''  r     •   z.*      3         Scos^  ,^      ,.        ,1 
=  — r-â    asmô  tangua  -h  -: (tangua—  2)  1 


«Q 
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intégrales  qu4l  faudra  prendre,  à  leur  tour,  depuis  cot«  =cot«''=: 


jusqu'à  cota  =  cot«'= >• 

j25.  Limites  de  l'approximation,  —  Quant  au  degré  d'approximation 
ainsi  obtenu,  on  remarquera  que  la  limite  supérieure  de  l'erreur  qu'on  risque 

de  commettre,  en  remplaçant  v^i  4-cot^6  sin*flf  par  a  -h  p  coib  sina,  ré- 
pond (Note  I),  aux  plus  grandes  valeurs  que  puisse  recevoir  cot&sina 
dans  les  applications,  c'est-à-dire  (88]  à  cjoib  =  i;  mais  la  valeur  des 

h  h 

intégrales  ne  devant  être  prise  que  de  cot«''=  ;  àcot«'= ,i 

et  la  première  de  ces  limites  demeurant  toujours  au-dessous  de  l'unité  et 

la  seconde  au-dessus  de  ^ ■„  ?  on  voit  que  les  plus  grandes  valeurs  de 

la  quantité  cot6  sina,  qui  entre  au  carré  sous  le  radical  ci-dessus,  demeu- 
reront comprises  entre 

s>ma  =  {\fi    et     sina  =r  = —  Q,3y/ïô 

^i-hcoVa       v^i-H9 

ou  entre 

0,70711    et    94865. 

Posant  donc,  d'après  la  Note  I, 

•^  =  arc  tango, 94865  =  43°—  29'—  '25", 85, 
•^'=  arc  tang  0,70711  =  35°—  1 5'  —  52",26, 

on  trouvera 

ces  y  (4^ -H -y)  a       siny(^-f-^') 


a 


y-  =  0,7740,         P  =  '\    .•. rjr  =  0,7997. 


En  calculant  de  môme  la  limite  e  de  l'erreur  proportionnelle  qu'on 

risque  de  commettre  en  substituant, a  -h  p  cot6  sine  à  /i-t-  cotZ>'sin'rt, 

on  trouvera 

£  =  tang'  ;-  (4/  —  -y)  =  0,00129  <  y^. 

Cette  erreur,  comme  on  le  voit,  restera  toujours  très-faible,  et  elle  pourra, 
sans  inconvénient,  être  négligée  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Néanmoins,  comme  les  intégrales  ci-dessus,  de  môme  que  celles  trou- 
vées en  premier  lieu,  ne  laissent  pas  que  d'être  pénibles  à  calculer,  nous 
pourrons,  avec  avantage  pour  certain  cas,  nous  servir  de  la  méthode  du 
développement  en  série. 
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126.  Développement  de  ces  mêmes  intégrales  en  séries.  —  Faisant, 
pour  abréger, 

ou    cotû  =  z,    sinô=^', 

on  aura  d'abord 

=  (i  -4-  6'*  z^Y  =  1-^  1-  6"z^ 7  b'^z^ 

aTrr  ^  '  *  2.4 

2.4*0  2.4.D.0 


^h^-^iit^r^      /  2nt  ,2      i.i    i      ï-1.3   fl      I.I.3.5    . 

aTrr  ^  '  ^2.4  2.4.b  2.4-t>.8 

séries  essentiellement  convergentes  tant  que  z  ne  surpassera  pas  Tunité. 
Posant  ensuite 


1 

l2 


v/A»8in''/»-+-47rV'      {i-+-b''z'y  2  4  «  8 

^^ —  = —  = —  =  n.  -hû^z^-^  a.z^-r-a^z'^'^a^z^-h., ., 

on  trouvera,  en  représentant  par  p  l'exposant  j  des  quantités  radicales, 
afin  de  généraliser  les  résultats  et  de  mieux  mettre  en  évidence  la  loi  des 
coefficients  ^g,  a^,  ^31...» 


a,  -I, 

a,  ~-p(i-b% 

*                         1.2          ^ 

'11^       '' 

•                   i.a.3 

■^^(i    ô") 

^P(P-')P^,. 

1.2          1  ^ 

'        I        1.2       ^            '' 

„  _     ;?(;?-i)(a'- 
•"                I.2.; 

.^'^'''-'N.  n 

1.2.3 

^^^(i     è'M      '^'^     ^^  P(P-^^) 
1}          '          1.2           1.2 

I         1.2.3 

(1-6") 
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'"  I.2...« 


"^  \,i,  ..[n  —  i)  I  ^  ' 

p(p—\),.Ap-n-^^)  pip^i)  ^,^ 

i.a. . .(«  —  2)  1.2       ^  ' 

_Pip—^)  p(p^i)."(p-^  n—  3) 


1.2  I.2...(/l  — 2) 

P  p{P  -H0...(/y-h/2  —  2) 


(l-^'M 


1  1 .2. .  ,[n  —  1)  ^  " 

OU,  en  remplaçant  /?  par  sa  valeur  |  relative  au  cas  actuel, 


^0=^1» 


^.  -j(i~n, 


/7,    ^-LLi(i-^'^)-+-lJ.(l-^,'^), 

*    2.4  22^ 

*■      2.4.6^      ^    2.42^      '   22.4^      ^' 

I.II.J.  ,,,.  I     1.0.3.  /»2, 

2.42.4  22.4.0^ 

2.4.0.8.10^  ^      2. 4. G. 8  2^  ^ 

2.4.02.4  2.42.4.6^  '      22.4.0.8' 


La  loi  do  ces  coefficients  est  manifeste:  ils  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs,  et  ils  vont  en  décroissant  à  mesure  que  le  rang  des  termes 
iiuquel  ils  appartiennent  augmente  ;  ce  qu'on  peut  constater  aisément, 
môme  pour  une  valeur  quelconque  de  /?,  pourvu  seulement  qu'elle  soil 
plus  petite  que  l'unité;  car  si  l'on  prend  la  différence  de  la  valeur  absolue 
d'un  coefficient  quelconque  au  suivant,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  si 
on  les  ajoute  avec  leurs  signes,  on  verra,  b'  étant  au-dessous  de  i,  que  le 


APPLIQUÉE   AUX  MACHINES.  4^9 

signe  du  résultat  dépendra  uniquement  de  celui  de  la  somme  de  ses 
termes  qui  sont  indépendants  de  b\  c'est-à-dire  qu'il  sera  précisément 
le  même  qu'on  obtiendrait  en  faisant  b'  nul  dans  l'expression  des  coeffi- 
cients dont  il  s'agit.  Or  cette  supposition  rend  le  développement  ci-dessus 
identique  à  celui  de  la  fonction 

(H-2Y         '  '  '  I  !i  1.2.3 

p{p-+-i)(p-h2)(p-h3)  ^, 

1.2.3.4  '' *' 

dont  les  coefficients  jouissent,  en  effet;  de  la  propriété  énoncée,  et  doi- 
vent d'ailleurs  être  identiques  avec  les  proposés  quand  on  fait  b'  =  o^  ce 
qui  donne,  en  général,  la  relation 

p{p~-i)...{p  —  n-+-i)       p[p—i)...[p  —  n-^i]  p 
1 .2. .  .n  1 .2. .  .[n  —  i)  I 

^   p(p-i).,.(p^n-^rZ)  p[p-^i) 

I  .2.  .  .(/I  —  2)  1.2 

__  /?(^— i)...(y3  — /g-f-4)  p(p-^i)(p-^i\   , 
1 .2. . .(«  —  3)  1 .2.3 

^P(P—^)  p{p-hi).,.{p-i-n'-  3) 
1 .2  1.2. . .(«  —  2) 

__p  plp-hi).,  .{p  -h  n  —  1)  _^p{p  -4-1)  (/?H-  2)...(|?  -f-  /l  H-  l)  _ 

—  ^» 


1.2. ..(//  —  l)  1.2.3. ..« 


dont  la  loi  est  facile  à  saisir,  et  qui  mérite  d'être  remarquée  en  passant. 
Revenant  à  la  série  proposée,  nous  observerons  qu'elle  sera  constam- 
ment convergente  tant  que  z  ou ne  surpassera  pas  l'unité,  ce  qui 

comprend  tous  les  cas  de  pratique;  substituant  donc  cette  série  à  la  place 
de  la  fonction  qu'elle  représente  dans  nos  intégrales  et  remplaçant  de 

môme  le  radical  v^A*sin'6-i-  47rV^  par  son  développement  trouvé  en  pre- 
mier lieu,  observant  d'ailleurs  qu'on  a 

,,       .    ,  h         j  h    dz  j  h^    dz 

o  =  sm6,     r  — ,     dr= -<,     rdr  =  — ——^  -r j 

'  îA7r;S  27r   z*  4^     ^ 

,,  h'    dz 

^TT    z' 
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et  posant,  pour  abréger, 

z'      r" 
=  -r  =  w. 


z"     r 


X  v/^'+47rV  87ry^,        ^^.^.^^     z* 

on  trouvera  sans  difficulté 

R'  =  1  ^-1^  +  1  log  i 6"2"»-  14  ii^l^  6-2"' 
2       w*  ^     °w  2.4        a 

-1 7—7:  -. o    z    —  - —     ^        7; u    z    -t- .  .  .  , 

2.4*0       4  2.4*0.8       6 

S'=  -  -î T. — -  a^  4-  log  -  a^z"^-^  ' ■  a.  z"^ 

2         w^         "  w    ^  2 


6 


^62^"-^     II ^,Z"-^-t     ..., 


/7,  Z 


ii\ 


T_— ^^^„-^— ^— ^,3     +— ^— ..^ 

56  7 

(»    —     ^M  fffi  (l—    W^)  „<; 


•    •    • 


séries  dans  lesquelles  on  prendra 

1      ^  ^      fi  — 0      1/1— wV      i/i  — wV      ^/'^"■^A',^       1 
w  ~~     L'"+"^      3\i-Hw/    '^5\i-+-w/       7\i-T-ût)/  J 

si  mieux  on  ne  préfère  calculer  directement  ce  logarithme,  qui  est  hyper- 
bolique. 
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Les  séries  dont  il  s'agit  seront  rapidement  convergentes  dans  les  cas 
ordinaires  de  pratique,  attendu  que  &>  sera  toujours  fort  près  de  Tunité 

et  z*  au-dessous  de  -  ou  de  «j  et  comme  les  quantités  at,,  a^^  a^,,.,,  qui 

donnent  des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs  aux  termes  des. 
séries  où  elles  entrent,  seront  nécessairement  des  fractions  assez  petites 
de  ^0=  I,  il  arrivera,  dans  la  plupart  des  cas,  qu'on  pourra  borner  Tap- 
proximation  aux  deux  premiers  termes  des  valeurs  de  R',  S',  T'  et  U'; 
substituant  alors  ces  valeurs  ou  celles  de  R,  S,  T,  U  à  la  place  des  inté- 
grales qu'elles  représentent  dans  les  équations 

0=„[^(r--r-)H-/cot/.R~^T] 
=  nnr"'  fJL  -  ,^  _^.  (R'cos/»  -  T'z")1 , 

obtenues  plus  haut,  on  en  conclura  sur-le-champ  la  valeur  de  n  et,  par 
suite,  celles  de  p,  pp  et  p,  dont  la  dernière  est  d'ailleurs. indépendante 
de  72. 

127.  Comparaison  des  résultats  que  fournissent  les  nouvelles  formules 
et  celles  du  n^  87  du  texte  .•  i*  pour  les  inclinaisons  très-grandes  des 
filets,  —  Pour  apprécier  maintenant  jusqu'à  quel  point  les  résultats  dé- 
duits de  ces  formules  peuvent  différer  de  ceux  qui  se  rapportent  à  la  for- 
mule du  n"  87  du  texte,  où  l'on  prend  pour  bras  de  levier  de  p  le  rayon 
i(r'-+-  r")  de  l'hélice  moyenne  des  filets  de  la  vis,  nous  admettrons  les 
données  du  premier  des  exemples  traités  au  n°  88,  d'après  lequel  on  a 

/=o,i,    ^'^=  sin'^  =  cos*^  = -) 

'2 

(Mia=—r-A — -,  =  -     ou     li=:-T:[r'-^r''), 
7r(r'-r-r  )       2  1     ^  ' 

et,  par  conséquent,  z"— >  -  5  circonstance  qui  est  la  plus  défavorable 

possible  sous  le  rapport  de  la  convergence  des  séries  ci-dessus,  mais  qui 
«le  se  présente  jamais  dans  les  applications  relatives  à  la  vis  à  filets  trian- 
gulaires, et  qu'on  doit  seulement  considérer  comme  propre  à  donner  une 
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idée  de  la  limite  des  écarts  que  peuvent  présenter  les  résultats  des  di- 
verses méthodes  de  calcul  qui  nous  ont  occupé.  D'ailleurs  on  voit,  pour 
la  valeur  ci-dessus  de  A,  que  celle  de  z"  s'approchera  d'autant  plus  de 
l'unité  que  r'  différera  davantage  de  r"  et  qu'elle  Tatteindrait  précisément 
si  l'on  avait  r'=  3r'\  supposition  inadmissible  dans  le  cas  qui  nous  oc- 
cupe de  ^  =  4^°)  niais  que  nous  adopterons  avec  les  précédentes,  afin 
d'obtenir  la  limite  des  écarts  relatifs  à  l'hypothèse  qui  consiste  à  prendre 

pour  bras  de  levier  moyen  des  résistances  le  rayon  7  (r'-H  r")  ici  égal 

à  ir\ 

Faisant  ^'^=  -  dans  les  expressions  de  û<,,  a^^  û^,  û'g, . . .,  on  trouvera 
d'abord 

n^^\,    n.^=~o,'i5,    <?^=  0,11875,    ^j.=  —  0,19531, 
rr^=  0,17725,     a^^=  -  0,162964,     ^„=  0,i5i565, 

valeurs  qui  décroissant  continuellement,  mais  d'une  manière  excessive- 
ment lente.  Observant  ensuite  que  z*  =  i ,  w  =  -  ?  on  trouvera 

log  -  =  log3  =  1 ,098612, 
R'=  4,26137,    S'=  3,7923,     T'=  1,8802,    U'-=  8,2709, 

pourvu  que  Ton  pousse  très-loin  le  calcul  des  termes  qui  entrent  dans  les 
trois  dernières  séries,  dont  les  valeurs,  exactes  à  moins  d'une  unité  de  la 
troisième  décimale,  ont  d'ailleurs  été  obtenues  par  un  procédé  d  approxi- 

•         ■    •   ^ 

mation  moins  laborieux,  mais  dont  l'exposé  général  ne  serait  point  ici  a 
sa  place. 

Substituant  enfin  ces  valeurs  do  R',  S',  T'  et  U'  dans  les  équations  en  Q. 
3,  Pj  p  ci-dessus,  elles  donneront 

/}    -=   0,67030,        p   -r    2,0383/",       pp   rr:l,3663Q/'". 

D'après  les  résultats  du  n°  88  du  texte,  qui  se  rapporte  aux  supposi- 
tions actuelles,  on  aurait 

;;.ro,6G0,     p..  '(r'-f  /'")-=  2r",    /;p  =  i  ,320/'"; 

on  voit  donc  que  la  formule  du  n°  87  conduit  à  des  valeurs  un  peu  faibles, 
principalement  quant  au  moment  pp  qu'il  est  surtout  essentiel  de  consi- 
dérer; mais,  comme  la  différence  relative  à  ce  moment,  ne  s'élève  qu  au 
~  environ  de  la  plus  forte  des  deux  valeurs  ci-dessus,  qui  doit  être  censée 
la  plus  exacte,  on  pourra,  dans  b.en  des  applications  pratiques,  se  con- 
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tenter  d'une  pareille  approximation  et  se  borner  à  l'emploi  de  la  formule 
du  n*"  S7  pour  la  facilité  des  calculs. 

a**  Pour  les  faibles  inclinaisons  des  filets  sur  l'axe  de  la  vis.  —  Consi- 
dérant le  cas  où  les  filets  de  vis  seraient  très-peu  inclinés  sur  Taxe,  on 
supposera,  comme  dans  le  second  des  exemples  du  n""  88, 

cot^  =  —7—7 r  =  o>o4i 

et  toujours  coib  =  i,  ou  sin^  =  |v^  =  0,7071 ,  de  sorte  qu0,  si  la  vis  est 
à  filets  simples,  on  aura  r'—  r''=^h,  et,  par  suite,  en  combinant  cette 
relation  avec  la  précédente, 

/•"  I 

/•'=  1,13409/''',       W  —  -^  =:  0,88177,        log-  =0,1^583, 

/'  w 


5"=  ;;—  0,02  (    H- —  )  =  0,0 

27r/'  '       \        r"  I 


4268, 

ce  qui  montre  qu'on  pourra,  sans  inconvénient  pour  l'exactitude,  négliger 
tous  les  termes  des  séries  de  R',  S',  T',  U'  qui  contiennent  z"  à  des  puis- 
sances supérieures  à  la  deuxième  ;  moyennant  quoi  on  aura  simplement 

R'=if-^~iWilogl6'V-*=o,f43i4, 

S'=M^,-ij«.-t-Iogi ^',3"'- 0,14302, 

T'=  r^-A«.+(i-«)fl',z"'=o, 13404, 

Substituant  ces  valeurs  et  les  précédentes  dans  les  équations  en  Q,  /?  et  p, 
on  en  déduira 

/7=o,i657Q,    p  =  i,o684r",    77^  =  0,181170^", 

tandis  que,  d'après  les  résultats  du  n°  88  déduits  de  la  formule  du  n°  87, 
on  aurait 

P  =  o,  1649Q,     P  =  H^'-^r")  =  1 ,06705^", 

pp  =z  o,  1649. 1, 06705. Qr"=  o,i7596Qr''. 

Ces  valeurs,  comme  on  voit,  diffèrent  encore  moins  de  leurs  correspon- 
dantes que  dans  le  premier  exemple,  ce  qu'on  pouvait  prévoir  à  l'avance, 
puisque  les  résultats  des  deux  méthodes  doivent  rigoureusement  se  con- 
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fondre  lorsque  r'=  r*  ou  w  =  i,  et  qu*ici  »  diffère,  en  effet,  trèsrpeu  de 
Tunité.  On  serait  même  étonné,  vu  cette  faible  différence,  que  les  résultats 
ne  se  rapprochassent  pas  davantage  pour  le  cas  qui  nous  occupe,  si  l'on 
n'avait  égard  à  Ténorme  influence  qu'y  exerce  le  frottement  en  raison  de 
la  faible  inclinaison  des  filets.  On  pourrait  s'assurer  en  effet,  par  un  nouvel 
exemple,  que,  pour  les  valeurs  de  cot^r  intermédiaires  entre  celles  des 
deux  précédents,  la  différence  entre  les  résultats  fournis  par  la  formule 
du  n''  87  et  celles  de  cette  Note  est  plus  petite  que  nous  ne  venons  de  le 
trouver,  même  quand  la  saillie  des  filets  est  très-comparable  au  rayon  du 
noyau,  en  sorte  que,  dans  ces  conditions,  il  sera  suffisamment  exact  de 
s'en  tenir  à  la  formule  du  n**  87  du  texte  ou  même  à  celle  du  n°  83,  qui, 
donnant  des  valeurs  un  peu  plus  fortes  pour  /?,  corrige,  en  partie,  le 
défaut  d'exactitude  de  la  première. 


I    Éilè'    I 


QUATRIÈME  SECTION. 

INFLUENCE  DES  VARIATIONS  DE  LA  VITESSE  SUR  LES  RÉSISTANCES. 


I.  —  Des  résistances  dans  les  pièges  a  mouvement  variable 

PÉRIODIQUE  ou  PERMANENT  (*). 

1.  Observations  générales  relatives  au  cas  où  le  mouvement ^ 
quoique  variable^  est  périodique  ou  permanent.  —  Jusqu'à 
présent,  nous  avons  supposé  les  variations  de  la  force  vive  des 
différentes  pièces  nulles  ou  tout  à  fait  insensibles,  en  sorte 
que  les  puissances  et  les  résistances  qui  les  sollicitent  étaient 
censées  se  faire  constamment  équilibre;  il  s'agit  maintenant 
d'examiner  ce  qui  arrive  lorsque  les  changements  de  la  vitesse, 
entre  deux  positions  données,  sont  appréciables,  quoique 
toujours  renfermés  entre  des  limites  plus  ou  moins  resserrées. 

Considérons  toujours  une  machine  composée  de  plusieurs 
pièces  ou  machines  simples,  et  remarquons  que  le  principe 
des  forces  vives  a  rigoureusement  Heu  pour  chacune  de  ces 
pièces  prises  séparément,  en  la  considérant  comme  soumise, 
d'une  part,  à  la  résistance  active  Q,  qu'il  faut  appliquer  à  la 
pièce  suivante,  du  côté  de  l'opérateur,  pour  vaincre  toutes  les 
résistances  réunies  en  y  comprenant  l'inertie  des  masses;  de 
l'autre,  à  la  force  motrice  P  qu'il  est  nécessaire  d'appliquer  au 
point  d'action  de  la  pièce  précédente,  pour  vaincre  et  la  résis- 
tance active  Q  et  les  résistances  passives  de  celle  que  l'on  con- 
sidère en  y  comprenant  l'inertie  des  masses  qui  y  entrent.  Or 
si,  comme  on  le  suppose  expressément  dans  la  théorie  des 
machines  en  mouvement,  la  force  vive  des  différentes  pièces 
demeure  comprise  entre  des  limites  fixes  et  ne  fait  simple- 
ment qu'osciller  entre  ces  limites,  en  redevenant  constamment 
la  même  après  un  certain  temps;  si,  de  plus,  on  suppose  qu'il 

(')  Extrait  de  l'édition  de  i8a6. 
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n'y  ail  point  de  choc,  Teffel  de  rineriie  se  bornera,  pour  cha- 
cune d'elles,  à  faire  varier  continuellement  les  efforts  Q  elP 
exercés  par  la  résistance  active  et  par  la  force  motrice,  de 
façon  que,  au  bout  d'un  certain  temps,  la  force  vive  étant  rede- 
venue la  même,  il  n'y  aura  eu  d'autre  consommation  d'ac- 
tion, de  la  part  du  moteur,  que  celle  qui  est  nécessaire  pour 
surmonter  la  résistance  qui  provient  réellement  du  travail  de 
la  machine  et  les  diverses  résistances  qui  naissent  des  pres- 
sions souffertes  par  les  parties  mobiles  et  en  contact.  Mainte- 
nant il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  forces  d'inenie 

m  -7T>  que  nous  avons  désignées,  en  général,  par  9  au  n®  36, 

Section  I,  et  qui  sont  dues  à  la  variation  de  la  vitesse  dans 
chaque  élément  du  temps,  il  faut  remarquer,  dis-je,  que  ces 
forces,  combinées  avec  les  forces  variables  P  et  Q  qui  sollici- 
tent la  machine  simple  que  l'on  considère,  modifient  la  pres- 
sion et  les  ^frottements  qui  auraient  lieu  sur  les  appuis  dans 
la  supposition  d'un  mouvement  exactement  uniforme;  la 
question  est  d'examiner  si  les  quantités  d'action  totale,  absor- 
bées par  les  résistances  passives,  ont  été  ou  non  altérées  par 
suite  de  la  variation  de  la  force  vive. 

2.  Relation  générale  entre  les  travaux  des  puissances  et  des 
résistances  des  pièces  de  rotation,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
tion de  la  vitesse  et  de  Vintensité  des  forces.  —  Considérons 
donc  une  machine  composée  de  plusieurs  pièces  qui  se  trans- 
mettent la  vitesse  de  proche  en  proche;  nous  supposerons 
que  ces  pièces  soient  à  mouvement  continu  et  disposées  de 
manière  que  leurs  vitesses  géométriques  demeurent  dans  des 
rapports  invariables,  ce  qui  est  le  cas  de  la  plupart  des  ma- 
chines employées  dans  les  arts.  Nous  admettons,  toutefois, 
que  la  première  et  la  dernière  pièce,  c'est-à-dire  le  récep- 
teur et  l'opérateur,  puissent  être  des  pièces  à  mouvemental- 
ternatif,  conduites  par  des  manivelles,  des  excentriques,  etc. 
Cela  posé,  voyons  l'influence  des  variations  de  la  vitesse  dans 
les  pièces  de  rotation  intermédiaires,  qui  se  composeront 
ainsi  de  poulies,  de  treuils,  de  chaînes,  de  vis  sans  fin,  de 
roues  d'engrenages,  etc.,  telles  que  celles  dont  nous  avons 
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jusqu'à  présent  examiné  les  conditions  d'équilibre  ;  en  suppo- 
sant le  mouvement  exactement  uniforme  et  les  puissances  qui 
y  sont  appliquées  constantes,  il  résultera  de  ce  qui  précède 
que,  la  vitesse  étant  variable,  les  efforts  P  et  Q  qui  sollicitent 
chaque  pièce  le  seront  aussi,  de  même  que  les  résistances 
passives,  et  que  l'équilibre  n'en  aura  pas  nioins  lieu,  à  chaque 
instant,  entre  ces  différentes  forces,  pourvu  que  l'on  com- 
prenne parmi  elles  les  forces  m  -r-  qui,  appliquées  à  chacune 

des  masses  m,  en  sens  contraire  du  mouvement,  seraient  ca- 
pables de  détruire  l'accélération  de  vitesse  qui  a  réellement 
lieu.  On  aura  donc,  pour  chacune  des  positions  de  la  machine 
simple  que  Ton  considère,  une  équation  analogue  à  celles  qui 
ont  été  établies  précédemment,  et  dans  laquelle  chaque  terme 
sera  le  moment  d'une  certaine  force  ou  le  produit  de  cette 
force  par  son  bras  de  levier.  Or  on  a  dû  remarquer  que  toutes 
les  résistances  passives  des  pièces  de  rotation,  excepté  celles 
qui  proviennent  de  la  pression  sur  les  tourillons,  sont  ou 
constantes  ou  proportionnelles  simplement  à  Q,  et  que  d'un 
autre  côté  leurs  bras  de  levier  demeurent  constants  ('). 

Nommons  p  Qi  q  les  bras  de  levier  de  P  et  Q  à  un  instant 
donné,  a  celui  des  résistances  conslames  A,  b  celui  des  résis- 
tances passives  proportionnelles  à  Q  et  qu'on  peut  représen- 
ter par  BQ,  enQn  p  le  rayon  des  tourillons  ou  le  bras  de  levier 
de  leur  frottement  /^N,  et  r  le  bras  de  levier  de  la  force  mo- 
trice <p  appliquée  à  la  masse  élémentaire  m,  lequel  n'est  autre 
chose,  évidemment,  que  la  distance  de  m  à  l'axe  de  rotation  ; 
on  aura  pour  exprimer  l'équilibre  à  chaque  instant, 

Vp^qq  -i-Aa-f-BQ6-|-/Np-t-2(pr, 


(*)  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  le  seul  cas  des  engrenages,  attepdu  que  la 
pression  normale  éprouvée  par  les  dents  et  le  bras  de  levier  du  frottement  sont 
variables  en  {;énéral  d'une  position  à  l'autre  des  roues;  mais  nous  avons  déjà 
fait  remarquer  que,  pendant  le  très-petit  instant  où  une  dent  est  en  prise,  on 
peut,  sans  aucune  erreur  sensible,  supposer  la  résistance  active  Q  constante,  et, 
calculant  en  conséquence  la  valeur  moyenne  du  frottement  censé  appliqué  aux 
drconférences  primitives  des  roues,  substituer  à  la  véritable  résistance  cette  ré- 
sistance proportionnelle  à  Q. 
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équation     dans    laquelle     il    faudra    attribuer     aux    force» J 
(j>  ^ /n -7- le  signe  qui  leur  convient  et  qui  est  celui  mémi 
de  dv. 

Soit,  en  général,  dô  l'angle  élémenlaire  décrit  par  un  rajon'J 
quelconque  du  ir^uil,  dans  l'inslanl  înEIniment  petit  c 
considère  l'équilibre  des  forces;  en  multipliant  par  rf 0  lous 
les  termes  de  l'équation,  chacun  d'eux  exprimera  le  iravail 
élémentaire  de  la  force  correspondante  dans  l'iniervalle  dont 
il  s'agit;  car  qdQ,  par  exemple,  ne  sera  autre  chose  que  le 
petit  chemin  décrit  par  le  point  d'application  de  Q  dans  sa  di- 
rection propre,  etainsi  des  autres.  Prenant  donc  l'intégrale  de 
chaque  terme  entre  deux  instants  quelconques,  l'équation 
donnera  la  quantité  d'action  totale  que  devra  dépenser  la 
[luissance  P  sur  la  machine,-  on  aura  ainsi 

fppd9=   Ç  Qqde-i-Aa6^-~  f  QqdQ 

puisque  nous  supposons  les  bras  de  levier  q,a,b,pconslials. 
Celte  relation  revient  au  fond  à  colle  qui  a  été  posée  et  djs- 
cutée  en  général,  aux  n"  21  et  suivants  (Section  I),  si  ce  n'esi 
que  le  centre  de  gravité  du  treuil  est  ici  censé  sur  l'axe  de  ro- 
tation; en  supposant  qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  ajouter 
au  second  membre  un  nouveau  terme  ±  M  H  relatif  au  poids 
M  de  la  machine;  or  nous  avons  fait  voir  (22,  Section  1)  que 
ce  terme,  ainsi  que  celui  qui  est  relatif  aux  forces  motrices ?, 
disparaît  de  l'équation  toutes  les  fois  que  l'on  prend  les  in- 
tégrales entre  deux  instants  où  la  position  et  la  vitesse  des  diffé- 
rentes masses  sont  redevenues  les  mêmes,  ce  qui  est  précisé- 
ment l'hypothèse  d'où  nous  sommes  parti  (1);  du  moins  nous 
avons  supposé  que  le  temps  pour  lequel  on  prend  les  quantités 
d'action  ou  les  intégrales  comprend  une  série  de  révotulions 
de  la  machine  assez  considérable  pour  que  la  variation  de  |J 
force  vive  puisse  être  regardée  comme  insensible  par  rapport 
à  la  quantité  d'action  totale  développée  par  la  puissance  ou  con- 
sommée sur  l'outil,  en  sorte  que  le  mouvement  est  censé 


APPLIQUÉE   AUX  MACHINES.  449 

devenu  permanent,  quoique  périodique.  Maintenant  on  voil 
que  la  difficulté  d'avoir  la  quantité  d'action  de  P  se  ré- 
duit uniquement  à  avoir  celle  de   /  Nt/d,  puisque  celle  de 

j  QqOd  est  censée  donnée  directement  par  l'expérience  ou 
par  le  calcul  établi  sur  la  pièce  précédente. 

3.  Circonstances  du  mouvement  variable  oà  Von  pourra  cal- 
culer les  diverses  quantités  d'action  des  puissances  et  des  ré- 
sistances.  —  Pour  être  en  état  d'exécuter  l'intégration,  il 
faudrait,  en  effet,  connaître,  en  fonction  de  0,  la  valeur  des 
quantités  P,Q  et  cp  qui  entrent  sous  le  radical  de  N,  aussi  bien 
que  celle  de  la  force  centrifuge  qui  tend  également  à  presser 
les  tourillons  et  qui  est  variable  à  chaque  instant  avec  la  vi- 
tesse^l  la  position  du  système;  or  c'est  ce  qui  n'est  pas,  du 
moins  en  général.  Heureusement  il  arrive  presque  toujours, 
pour  les  machines  bien  construites  et  bien  établies,  que  cette 
difficulté  disparaît  entièrement,  soit  parce  que  les  pièces  de 
rotation  sont  exactement  centrées  ou  symétriques  par  rapport 
à  l'axe,  soit  parce  que  les  puissances  P  et  Q  sont  elles-mêmes 
distribuées  symétriquement  autour  de  cet  axe  ou  sont  paral- 
lèles entre  elles  et  au  poids  M  du  treuil.  D'une  part,  la  somme 
des  pressions  dues  à  la  force  centrifuge  est  évidemment  nulle 
à  chaque  instant  et  pour  chaque  position  du  treuil,  aussi  bien 

dv 
que  toutes  les  forces  élémentaires  9  ou  f^-n^  qui  sont  dis- 
tribuées symétriquement  autour  de  Taxe  et  sont  égales  deux 
à  deux,  quoique  de  direction  contraire;  de  l'autre,  le  radical 
qui  ne  contient  plus  que  les  forces  variables  P  et  Q  et  le 
poids  -constant  M  s'abaisse  au  premier  degré:  par  exemple,  il 
est  rare  que  l'axe  ne  soit  pas  ou  horizontal  ou  vertical;  dans 
le  premier  cas,  les  efforts  P  et  Q  sont  ordinairement  paral- 
lèles et  verticaux,  en  sorte  que  N  se  réduit  à  la  somme  de 
P,  Q,  M  pris  avec  les  signes  convenables;  dans  le  second,  M 
disparait  du  radical  et  P,  Q  sont  parallèles  et  horizontaux, 
ou  bien  Q  se  compose  de  plusieurs  puissances  égales  et 
distribuées  symétriquement  autour  de  l'axe,  en  sorte  que 

29 
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l'efForl  qui  en  résulte  sur  cet  a\e  est  nul;  mais,  en  admetunt 
même  que  P  et  Q  forment  les  angles  constants  or  el  j3  avec  If 
verticale  ou  la  direction  du  poids  M,  leur  résultante  N  étant 
de  la  Torme  v'(M  -(-Pcosa-i-ljcos]3]'  -t-  (Psina-t-  Qsin^j^  ou 
en  général  y/à'  -h  t>',  on  pourra  remplacer  sa  valeur  par  l'ei- 
pression  rationnelle  ««-f-ftë,  conformémenl  à  la  Note  I,  Sec- 
Lion  m.  Ainsi,  pour  tous  les  cas  qui  arrivent  ordînairemenl 
dans  la  pratique,  non-seulement  l'équation  posée  ci-dessus  ne 
renfermera  aucune  trace  des  forces  ç  et  de  la  force  centrifuge,, 
mais,  en  outre,  elle  sera  linéaire  dans   les  deux   intégrales 

I  }^pdB,    I  QqdO,  dont  l'une  est  le  travail  de  la  puissance 

motrice  qu'il  s'agit  de  calculer,  el  dont  l'autre  est  celui  de  la 
résistance  active  censée  donnée  ou  déjà  calculée  pour  li 
pièce  précédente  ;  il  sera  donc  très-facile  d'obtenir  la  valeur 
de  la  première  d'une  manière  suffisamment  approchée,  parla 
résolution  d'une  équation  du  premier  degré. 

k.  Dans  les  pièces  à  mouvement  continu  dont  il  t'agil,  il 
est  permis  de  remplacer  les  vitesses  et  les  forces  variables  par 
leurs  valeurs  moyennes.  —  Maintenant  je  remarque  que,  si 
l'on  suppose  Q  et  P  remplacés  par  leurs' valeurs  moyennes, 
colle  de  Q  étant  déjà  donnée  ou  trouvée,  et  qu'on  procède  aa 
calcul  du  travail  que  doit  développer  P,  en  regardant  le  mou- 
vement comme  exactement  uniforme  et  de  la  manière  quia 
été  expliquée  dans  le  cours  de  la  Section  III,  le  résultai  au- 
quel on  parviendra  ne  différera  en  aucune  manière,  ou  du 
moins  ne  différera  que  d'une  quantité  tout  à  fait  négligeable, 
de  celui  qu'on  obtiendrait  en  ayant  égard  à  la  variation  de  la 
vitesse  el  des  forces,  comme  on  vient  de  le  montrer  précédem- 
ment. Ainsi,  dans  les  circonstances  très-étendues  dOnt  il 
s'agit  ici,  on  pourra,  pour  toutes  les  pièces  à  mouvement  de 
rotation  continu,  établir  le  calcul  de  la  force  motrice  cominfl 
si  elle  devait  être  constante,  et  réduire  ia  difficulté  de  laques- 
lion  à  celle  de  déterminer  les  rapports  des  quantités  d'action 

1  PpdQ    I  Qqd9,  pour  les  pièces  extrêmes  delà  maciiînequl 

seraient  à  mouvement  alternatif,  ce  qui  rentre  dans  la  théorie 


APPUQUfiB   AUX  MACHINES.  4^1 

• 

toute  particulière  des  moteurs  et  des  outils,  dont  il  ne  peut 
être  question  ici. 

Cette  conséquence  justifie  d'ailleurs  a  posteriori  et  com- 
plètement ce  qui  a  été  dit  ou  avancé  dans  les  Sections  I  et  III^ 
relativement  à  la  manière  de  calculer  la  force  motrice  ou  les 
résistances  passives  d'une  machine,  quand  la  vitesse,  quoi- 
que périodique  et  permanente,  est  cependant  variable  à  chaque 
instant.  Nous  supposons,  il  est  vrai,  que  les  pièces  de  rotation 
que  Ton  considère  sont  exactement  centrées  et  symétriques 
autour  de  Taxe;  efifectivement,  il  est  de  la  plus  grande  impor- 
tance qu'elles  le  soient,  pour  éviter  les  causes  de  l'irrégularité 
du  mouvement  et  tous  les  inconvénients  qui  peuvent  naître 
de  l'action  de  la  force  centrifuge  et  dès  forces  motrices  9  sur 
les  tourillons  des  pièces.  Il  n'y  a  véritablement  que  des  cas 
très-rares,  même  dans  les  mauvaises  machines,  où  ces  con- 
ditions ne  soient  pas  remplies  à  très-peu  de  chose  près.  Mais 
en  supposant  même  que  les  forces  <p  et  les  efforts  sur  l'axe 
provenant  des  diverses  masses  m  ne  s'entre-détruisent  pas, 
comme  la  vitesse  et  la  force  vive  ne  font  qu'osciller  entre  des 
limites  qu'on  suppose  resserrées,  et  que  les  directions  de  ces 
différentes  forces  changent  périodiquement  avec  la  position 
de  la  pièce  de  rotation  à  laquelle  elles  sont  appliquées,  il 
arrivera  que  leur  résultante  agira  périodiquement,  tantôt  pour 
augmenter,  tantôt  pour  diminuer  la  pression  des  tourillons, 
en  sorte  qu'il  y  aura  à  peu  près  compensation. 

IL  —  Influence  des  changements  brusques  de  la  vitesse. 

Principes  généraux. 

5.  Rappel  des  lois  générales  du  choc  des  corps  qui  se  meu- 
vent parallèlement  à  eux-mêmes, —  Nous  avons  indiqué,  dans 
la  Section  I,  la  manière  générale  dont  on  doit  tenir  compte 
des  pertes  de  travail  qui  surviennent  lors  d'un  changement 
brusque  quelconque  de  la  vitesse,  mais  il  est  nécessaire  de 
développer  davantage  ces  idées,  pour  être  en  état  de  passer 
aux  applications  spéciales. 

Nous  rappellerons  :  1*^  que  la  durée  des  chocs,  tels  qu'en 
éprouvent  les  machines,  est  généralement  négligeable,  par 

29. 
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rapport  à  celle  du  temps  pendant  lequel  on  considère  leui 
mouvement,  ce  qui  tient  au  peu  de  comprcssibililé  des  corps 
dont  elles  sont  composées;  d'où  résulte  que  les  quantités  de 
travail  développées  pendant  le  ctioc  par  les  forces  autres  que 
celles  de  compression,  ou  de  réaction,  ou  d'inertie,  sont  né- 
gligeables par  rapport  à  celles  dues  à  ces  dernières  forces.el 
qu'on  n'aura  à  s'occuper  que  de  celles-ci;  2°  que  les  pièces 
qui  subissent  ce  choc  étant  constituées  de  façon  que  les  alté- 
rations de  formes  qu'elles  éprouvent  sont  en  elles-mêmes 
fort  petites,  le  système  se  trouve,  après  le  choc,  sensiblemeni 
dans  les  mêmes  conditions  de  liaisons  géométriques  qu'au- 
paravant; d'où  il  suit  que  les  vitesses  de  chacune  des  parties 
en  conlacl  seront,  a  chaque  instant  du  choc  et  après,  dans  les 
mêmes  rapports  qu'auparavant. 

Nous  ferons  ensuite  remarquer  que  la  direction  suivant  la- 
quelle les  corps  se  compriment  et  réagissent  l'un  sur  l'aulri; 
est  celle  de  la  normale  commune  au  point  de  contact  de  ces 
corps,  de  sorte  que  les  forces  de  compression  développées 
pendant  l'acte  du  choc  sont  elles-mêmes  dirigées  suivanl 
cette  normale,  ainsi  que  les  vitesses  perdues  et  gagnées  par 
les  deux  corps  à  chaque  instant,  par  suite  de  leur  action  réci- 
proque. De  plus,  la  durée  du  choc  n'étant  jamais  nulle,  bieu 
que  très-courte,  la  pression  el  la  vitesse  varient,  pendant  celle 
durée,  par  degrés  insensibles,  depuis  l'instant  où  la  compres- 
sion a  commencé  jusqu'à  celui  où  elle  linil. 

H  résulte  du  principe  de  l'action  égale  et  contraire  à  la  réac- 
tion (n"  13,  Section  I)  que  les  forces  développées  pendant  Ip 
choc  doivent  faire  équilibre  à  la  résuUanie  des  forces  d'inertie 
i^t=m-T-,  dues  au  changement  de  vitesse  qu'elles  ont  produit 
au  même  instant,  pour  chaque  corps,  dans  la  direction  df 
sa  normale  commune  avec  l'autre.  Ainsi  m  et  m'  étant  des 
cléments  de  masse  de  deu\  corps  que,  pour  la  simplicité,  nous 
supposerons  sphériques  et  animés  des  vitesses  parallèles  <' 
et  /,  on  aura,  en  appelant  P  la  pression  exercée  à  un  ipstanl 
quelconque  par  l'un  des  corps  sur  l'autre, 


P  =  2m^  =  2 


,  A 
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La  pression  et  les  forces  d'inertie  rn-n^  qui  seront  nulles 

à  rinslantoii  la  compression  commence, augmentent  sans  cesse 
dans  les  instants  suivants,  jusqu'à  celui  qui  correspond  à  la 
plus  grande  compression,  où  ces  forces  acquièrent  leur  plus 
grande  valeur  et  où  les  vitesses  des  deux  corps  sont  égales. 
Passé  ce  terme,  les  ressorts  moléculaires,  en  se  débandant, 
tendent  à  restituer  au  corps  choquant  une  portion  de  la  vitesse 
qu'il  a  perdue  et  à  augmenter  encore  celle  que  le  corps  cho- 
qué a  gagnée,  et,  si  l'élasticité  des  corps  était  parfaite,  la  somme 
des  forces  vives  redeviendrait  exactement  la  même  qu'avant 
le  choc,  tandis  que  les  vitesses  v  et  /,  suivant  la  normale, 
seraient  altérées,  de  façon  que  la  perte  et  le  gain  absolus  de  la 
vitesse  seraient  doublés  pour  chaque  corps.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  cette  restitution  de  la  force  vive,  perdue  pendant 
l'acte  du  choc,  n'aura  lieu  que  pour  les  corps  élastiques  et  en 
proportion  de  leur  élasticité. 

Pour  les  corps  entièrement  dénués  d'élasticité,  le  choc 
finit  à  l'instant  de  la  plus  grande  compression,  où  les  vitesses 
normales  sont  devenues  égales;  or,  à  cet  instant,  la  force 
vive  perdue  à  la  fois  par  les  deux  corps  est,  selon  le  principe 
de  Carnot,  rigoureusement  égale  à  la  somme  des  forces  vives 
dues  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées,  en  sorte  que  la  moitié 
de  cette  force  vive  exprime  la  quantité  d'action  absorbée  pen- 
dant l'acte  de  la  compression,  et  qui  désormais  doit  *étre 
retranchée  de  la  quantité  d'action  fourni^  par  le  moteur  à  la 
machine. 

6.  Expressions  générales  de  la  vitesse  et  de  la  force  vive 
perdues  par  chaque  corps. — «Comme,  dans  la  plupart  des 
circonstances,  les  chocs  ont  lieu  entre  corps  peu  élastiques 
et  qui  restituent  à  la  fin  de  la  ç\ws  grande  compression 
une  très-faible  partie  de  l'action  qui  avait  d'abord  été  sj}- 
sorbée  par  les  ressorts  moléculaires,  ce  principe,  qui  a 
lieu  pour  un  nombre  quelconque  de  chocs  simultanés,  sera 
très-utile  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  a  priori  la  vitesse 
possédée  par  les  corps,  avant  et  après  le  choc,  ainsi  que  leur 
direction,.  Soient  en  effet  V,  v  ces  vitesses  respectives  pour  une 
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î  quelconque  M  {Jigi  log)  et  m  la  vitesse  perdue;  nom- 
V  les  angles  formés  par  les  direcUoDs  de  V  ei  c  avec 


la  partie  de  la  normale  commune  au  corps  M  et  à  celui  qui  le 
choque,  qui  esi  du  côlé  de  V,  en  sorte  que  cos  «V  et  V  seroni 
essentiellement  positifs,  on  aura  pour  la  vitesse  et  la  force 
vive  perdues  par  M 
«r=  VcosmV  —  vcosuv,      mu'  ^=  m{VcoswV  —  vcosuv)', 

ce  qui  est  évident  d'après  ce  qui  précède,  ou  si  l'on  observe 
que  la  vitesse  «  n'est  autre  chose  que  la  résullaiile  de  la  vi- 
tesse Vavant  le  choc  et  de  la  vitesse  f  après  le  choc,  priseei) 
sens  contraire  de  sa  direction;  car  cette  résultante  est  li 
t^omme  des  projections  des  composantes  sur  sa  direction 
propre. 

Lorsque  la  vitesse  après  le 'choc  n'est  pas  immédiatement 
donnée,  le  principe  de  Carnol  n'est  plus  d'un  grand  secours, 
attendu  qu'on  est  obligé  de  rechercher  direclemenl  cette 
vitesse  au  moyen  des  lois  du  choc,  déduites  du  principe  de 
d'Alemberl,  comme  on  en  verra  bientôt  des  exemples  parti- 
culiers. Le  cas  le  plus  général  et  en  même  temps  le  plus  ordi- 
naire, où  le  théorème  de  Carnot  reçoit  son  application,  est 
celui  où  l'un  des  corps  conserve  une  vitesse  que  l'on  peut 
considérer  comme  sensiblement  constante  avant  et  après  le 
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choc,  soit  parce  que  sa  quantité  (Je  mouvement  est  très- 
grande  par  rapport  à  celle  de  l'autre  corps,  soit  parce  que  les 
quantités  de  mouvement  qui  lui  ont  été  communiquées  ou 
enlevées  par  suite  du  choc  ont  été  immédiatement  consom- 
mées ou  restituées  par  des  puissances  ou  des  résistances 
étrangères  à  ce  choc.  Ce  dernier  cas  se  présente  ordinaire- 
ment lorsque  des  chocs  plus  ou  moins  faibles  se  succèdent 
à  des  intervalles  égaux,  très-rapidement  et  pour  ainsi  dire 
sans  discontinuité;  on  en  trouve  des  exemples  dans  le  choc 
des  fluides  contre  leurs  propres  molécules  ou  contre  des 
corps  étrangers,  tels  que  les  roues  hydrauliques,  dont  la  vi- 
tesse demeure  sensiblement  uniforme  par  une  cause  quel- 
conque. Dans  ces  diverses  circonstances,  on  pourra  se  borner 
à  prendre,  pour  la  perte  de  force  vive,  celle  qui  est  due  à  la 
vitesse  perdue  par  le  corps  dont  le  mouvement  a  changé  d'une 
manière  notable,  en  supposant  qu'il  conserve  après  le  choc 
la  vitesse  constante  de  Tautre. 

7.  Expression  de  la  force  vive  perdue  par  le  choc  de  deux 
corps  dont  l'un  conserve  une  vitesse  sensiblement  constante.  — 
Cette  proposition  n'étant  point  évidente  a  priori  et  étant 
très-utile  pour  les  applications,  nous  croyons  nécessaire  de 
la  démontrer  ici. 

Soient  m,  m'  deux  masses  non  éjpstîqiies,  qui  se  choquent 
avec  des  vitesses  dont  les  composantes  v,  v*,  suivant  la  nor- 
male commune  au  point  de  contact,  soient  dirigées  dans  le 
même  sens;  soient  u,  u'  les  vitesses  normales  perdues  par  les 
deux  corps,  et  enfm  w  celle  qu'ils  possèdent  en  commun  sui- 
vant la  normale,  à  la  fin  du  choc  on  aura,  comme  on  sait, 

mv  -^m' v'  m  (v  —  (/  ) 

m  -\-  m  m  -{-  m 

,        ,  m[v  —  v') 

m  '\-  nv 

la  force  vive  totale  perdue  sera  donc,  d'après  le  principe  de 

Carnot, 

,    ,,  mm!     /         ,,, 

mu^  -4-  m'a'*  = -,  [v  —  /)'• 

m-^-  m'  ^  ' 
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Supposons  maintenani  que,  par  une  cause  quelconque,  l'ac- 
croissement ou  la  diininulion  de  viiesse  éprouvé  par  la 
masse  m'  à  la  Un  du  choc  soil  immédialemenl  détruit  l'in- 
stant d'après,  en  sorte  qu'elle  reprenne  la  vitesse  v'  au  com- 
mencemenl  d'un  nouveau  choc  semblable  au  premier,  et 
ainsi  de  suite;  il  en  résultera  que  la  vitesse  de  m'  suivant  la 
normale  commune  au  point  où  s'exerce  l'action,  quoique 
variable,  oscillera  entre  les  limites  v'  et  w  très-resserrées,  et 
qu'on  pourra  considérer  celte  vitesse  comme  sensiblement 
uniforme  et  ayant  une  valeur  moyenne  w  qui  diffère  très-peu 

de  la  moyenne  arithmétique  — — —  entre  les  vitesses  limites; 

on  pourra  donc  prendre  u  =  — ■ 1  surtout  si  ii  s'écarte  beau- 
coup de  f'  dans  l'expression  de  la  perte  de  force  vive  trouvée 
ci-dessus.  Or,  en  mettant  pour  w  sa  valeur —  dans  la 

relation  aw  =  w  4-  v' ,  on  en  déduira 

2  { »»  +  m'  )  w  =  m<'  -t^  [  a  m'  --  m  )  v', 
ou,  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  {ini'  -h  m)v, 


Cette  dernière  expression  de  la  force  vive,  qui  est  enlié- 


(  '  ;  On  arrive  k  un  résultai  Cïaclemenl  semblable  pour  Uï  corps  i^ui  ne  sonl 
pas  enlièrement  privés  d'élastiriléj  car  en  repré»entant  par  n'  la  Traclion  il< 
force  vivo  realiluée  par  Us  resBorls  moléculaires  après  l'inslanl  de  la  plut 
p'ando  comprOBBion,  on  IrouTcrait  {Architecture  hydraulique  de  Eélidor,  p.  m. 
Note  ai  de  KaTÏBr)  pour  l'eipreaaion  de  la  perle  do  l'orca  vivB,  09  éunt  11 
vitesse  moyonne  donnée  de  m'  suirant  la  normfile,  laquelle  oscille  ici  CdIn  Itt 
limites  v'  el  «■-!-«(«■  —  v'), 

..^.'  l'        "'[..■+„.(,-.)]■<'        "'■ 

quand  m'  est  Ircs-graud  par  rapport  à  m,  la  valeur  approcbée  devient  eimple- 
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rement  rigoureuse  en  prenant  pour  w  la  moyenne  arithmé- 
tique entre  /  et  w,  varie  extrêmement  peu  avec  m',  pourvu 
seulement  que  rn!  ne  soit  pas  au-dessous  de  m;  en  effet,  si 
l'on  y  suppose  successivement 

m' =  m,     m' =  2  m,...,     m'rzzçoy 
elle  prend  les  valeurs 

~m(v—  (ùYj     I-^  m  (i'  — &))%...,     m(v  —  (ùYy 

dont  les  extrêmes  ne  diffèrent  entre  elles  que  de  |  de  la  plus 
grande  d'entre  elles,  qui  est  aussi  la  plus  grande  de  toutes. 
On  pourra  donc,  sans  erreur  sensible,  prendre  m(i'  — w)' 
pour  la  perte  de  force  vive,  pourvu  seulement  que  la  masse  m\ 
qui  conserve  une  vitesse  sensiblement  uniforme  suivant  la 
normale  commune  aux  corps  qui  se  choquent,  n'ait  pas  une 
valeur  plus  petite  que  celle  de  l'autre  corps,  ce  qui  est  le  cas 
de  presque  toutes  les  applications.  D'ailleurs,  si  les  masses  m 
et  m'  avaient  des  vitesses  contraires,  l'expression  de  la  force 
vive  perdue  serait  m((^  +  w)'  et  elle  deviendrait  simplement 
/IÎ&)*  ou  m(^%  si  la  vitesse  (^  ou  w  était  nulle;  dans  tous  les  cas, 
il  ne  faudra  pas  oublier  que  les  vitesses  (^  et  w  sont  estimées 
suivant  la  vitesse  normale  commune  au  point  où  s'exerce  le 
choc. 

8.  Moyen  général  de  calculer^  dans  le  cas  des  machines, 
la  perte  de  force  vive  due  aux  chocs.  —  Revenons  maintenant 
à  la  question  générale  du  choc.  Nous  avons  supposé  jusqu'à 
présent  que  les  corps  étaient  entièrement  libres  et  se  mou- 
vaient parallèlement  à  eux-mêmes  avant  et  après  l'instant  du 
choc,  de  sorte  que  les  molécules  respectives  étaient  animées 

ment  (i  —  n})  m{v  —  w)",  laquelle  est  entièrement  rigoureuse  lorsqu'on  sup- 
pose m' infini  ;  mais  si  m'  ne  surpasse  pas  beaucoup  m,  on  ne  pourra  prendre 
cette  dernière  expression  qu'autant  que  n  serait  petit.  Par  exemple,  si 
m'=:  OT  et  71  =  j,  on  trouve  que  la  perte  de  force  vive  devient 

i,o6(i  — n)m{v  —  w)', 

quantité  qui  ne  diffère  que  de  ^7  environ  de  celle  qui  répond  à  m'=  00 . 


r 
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de  vitesses  égales  et  parallèles;  or  il  en  est  rarement  ainsi 
dans  les  machines,  dont  les  pièces  sont  assujetties  à  des  mou- 
vements déterminés.  Pour  calculer,  dans  ce  cas,  la  perte  de  j 
force  vive  survenue  dans  le  sj'stème,  il  faudra  considérer  II  I 
machine  comme  décomposée  en  ses  dilVérenies  pièces  sim- 
ples et  ne  s'occuper  que  de  ce  qui  se  passe  dans  chacune 
d'elles  séparément.  On  remarquera  en  effet  que,  quand  un 
choc  survient  au  point  de  contact  de  deux  pièces  quelcon- 
ques d'une  machine  composée,  la  vitesse  et  la  force  vive 
éunt  altérées  en  même  temps,  il  se  développe  sur  chacune 
d'elles  (1  )  et  des  forces  de  compression  P,  P'  agissant  norma- 
lement en  ses  points  de  contact  avec  celle  qui  la  précède  eiÉ 
celle  qui  la   suit  immédiatement,   et  des   forces   motrices  fM 

ou  m  -j-  dues  au  changement  de  vitesse  éprouvé  par  chaque  1 

masse  m  dans  l'élémeni  du  temps;  d'ailleurs,  ces  différentes 
forces,  exprimables  en  des  poids,  occasionnent,  sur  les  points 
d'appui  Oxes  ou  mobiles,  des  pressions  que  nous  représenie- 
rons,  en  général,  parN  et  qui  donneront  lieu  à  des  frottements  . 
qu'on  peut  encore  représenter  par/N,  attendu  que  les  lois  du 
l'rotlemenis'étendent  aucasoù  les  pressions  varient  d'intensilé 
pendant  le  mouvemenl(').Cela  posé.il  yaura,  àchaqueinstaoï- 
équilibre,  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  entre  les 
différentes  forces  P,  P',  9,  /N  prises  dans  une  direction  con- 
venable et  facile  à  déterminer  dans  chaque  cas;  mais  comrap 
le  corps  ne  peut  prendre  qu'un  seul  mouvement  géométrique, 
il  n'y  aura  pareillement  qu'une  seule  équation  d'équilibre, 
qu'on  obtiendra  de  la  manière  déjà  souvent  indiquée. 

Eq  formant,  pour  les  diverses  pièces  simples  de  la  machine, 
les  équations  d'équilibre  analogues,  qui  seront  presque  lou- 
jours  linéaires  dans  les  quantités  P,  P'  et  f  et  ne  conlien- 
dront  aucun  terme  indépendant  de  ces  quantités,  puisqu'il 
proviendrait  de  forces  étrangères  à  l'acte  de  la  percussion  el 
serait  par  conséquent  négligeable  ;  en  observant  en  outre  que 


(')    Ko,. 

elles  cjyK^rienecj   su 

te    frottem 

lecileîl  de 

Mémoires  préseiuès 

à  VAeadém 

rangers. 
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les  équations  d'équilibre,  relatives  aux  pièces  extrêmes  de  la 
machine»  ne  contiendront  qu'une  seule  force  P  ou  P',  puisque 
ces  pièces  ne  sont  soumises  qu'à  un  seul  choc,  il  serait  facile 
de  calculer,  de  proche  en  proche,  les  forces  de  compression 
inconnues  P,  P'  en  fonction  des  forces  motrices  cp  correspon- 
dantes, et  même  on  en  déduirait  une  équation  unique  entre 

dv 
toutes  les  forces  cp  ou  m  -^  considérées  à  un  instaat  quel- 
conque du  mouvement,  et  qui,  étant  linéaire  comme  les  pre- 
mières, pourrait  être  intégrée  immédiatement,  et  donnerait 
ainsi  pour  chaque  instant  du  choc  la  relation  qui  lie  entre 
elles  les  vitesses  et  les  quantités  de  mouvement  possédées 
par  les  différentes  molécules  matérielles  de  toute  la  machine. 
Mais  comme  la  question  n'est  pas  de  déterminer  la  valeur 
des  forces  P,  P'  et  de  la  vitesse  pour  chaque  instant  du  choc, 
et  qu'on  ne  connaît  pas  d'ailleurs  la  loi  que  suivent  les  forces 
motrices  cp,  on  se  contente  de  considérer  ce  qui  se  passe  à 
l'instant  de  la  plus  grande  compression  pour  en  déduire  la 
vitesse  possédée  par  les  différentes  masses  m  et,  par  suite,  la 
perte  de  force  vive  éprouvée  par  toutes  ces  masses  :  or  l'équa- 
lion  ci-dessus  suffit  pour  cet  objet,  en  la  supposant  intégrée 
depuis  l'instant  où  la  compression  commence  jusqu'à  celui  où 
elle  finit.  £n  effet,  à  ce  dernier  instant,  la  vitesse,  suivant  la 
normale  commune  au  point  de  contact  de  deux  pièces  quel- 
conques est  devenue  la  même  pour  ces  pièces,  en  sorte  qu'on 
peut  immédiatement,  d'après  la  constitution  géométrique  du 
système  et  les  conditions  de  la  liaison,  exprimer  la  vitesse 
d'une  masse  ou  d'un   point  quelconque  par  celle  de  l'un 
d'entre  eux  choisi  arbitrairement;  l'équation  donnera  doncï, 
en  supposant  que  l'on  connaisse  la  vitesse  avant  le  choc,  la 
vitesse  du  point  dont  il  s'agit  après  le  choc,  et  par  suite  celle 
le  tous  les  autres  points  de  la  machine.  Ainsi,  en  retranchant 
le  la  force  vive  qui  a  lieu  avant  le  choc  celle  qui  a  lieu  à  l'in- 
stant de  la  plus  grande  compression,  on  aura  l'expression  de 
la  force  vive  perdue. 

9.  Procédé  plus  simple  pour  arriver  au  même  but,  les  corps 
étant  toujours  censés  sans  élasticité.  —  Cette  marche  n'est 
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pas  celle  que  l'on  suU  d'ordinaire;  on  lui  en  substitue  une 
uutre  plus  simple,  qui  dispense  de  toute  intégration  et  qui 
conduit  aux  raêrnes  résultats,  mais  qui  paraîtra  peut-èlre 
moins  claire  et  moins  facile  à  saisir  daDs  les  conséquences 
qu'elle  offre  relativement  aux  résistances  passives  dévelop- 
pées pendant  le  clioc.  La  méthode  dont  il  s'agit  a  été  em- 
ployée gar  Poisson  dans  son  beau  Mémoire  relatif  auï  Ejfels 
du  tiré^n  canon  sur  les  différentes  parties  de  son  affût.  Mé- 
moire qu'on  ne  peut  trop  recommander  de  lire  et  de  médilei 
à  tous  ceux  qui  désirent  approfondir  la  question  du  choc  dans 
ses  applications  à  la  pratique,  et  dont  les  réflexions  préeé- 
dentés  pourront  peut-être  servir  à  faciliter  l'étude  en  quel- 
ques points.  L'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  considérer 
les  forces  de  percussion  exercées  aux  points  de  contact  de^ 
diverses  parties,  c'est-à-dire  les  quantilés  de  mouvement  to- 
tales développées"  ou  détruites  en  ces  points  comme  une  suc- 
cession ou  une  somme  de  pressions  donnant  lieu  â  des  frolle- 
menls  mesurés  par  le  produit  de  ces  quantités  de  mouvement 
et  du  coefficient  ordinaire  du  frottement  relatif  aux  subsiaoces 
en  contact,  puis  d'exprimer,  d'après  le  principe  de  d'Alem- 
bert,  qu'il  y  a  équilibre,  dans  chaque  pièce  simple,  entre  toutes 
les  quantités  de  mouvement  perdues  ou  gagnées  qui  y  sont 
relatives.  Ainsi,  en  représentant  par  P,  P'ç  etyN  les  qiisn- 
lilés  de  mouvement  dont  il  s'agit  pour  l'une  quelconque  des 
pièces  ou  machines  simples  du  système,  on  arrivera  a  d« 
équations  entièrement  semblables  à  celles  que  nous  avon^i 
envisagées  d'abord  entre  les  forces  motrices,  et  qui  poutroni 
en  être  censées  les  intégrales.  Éliminant  donc  entre  elles  les 
forces  de  percussion  P,  P'  qui  sont  inconnues,  on  arrivera 
une  équation  unique  entre  les  quantités  de  mouvement  pCN 
dues  par  les  différentes  masses  m  de  la  machine;  d'où  l'on  dé-' 
duira,  comme  précédemment,  mais  sans  intégration,  laviiesst 
à  la  Hn  du  choc  ou  de  la  plus  grande  compression,  au  moyM 
de  celle  qui  avait  lieu  auparavant,  et,  par  suite,  la  perle  d 
force  vive. 

10.  Cas  oà  les  corps  sont  parfaitement  ou  impar/aileina 
élastiques.  —  On  obtiendra  donc,  comme  on  voit,  la  perte  d 
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force  vive  à  l'instant  où  elle  est  la  plus  grande  possible,  ce 
qui  convient  aux  corps  entièrement  privés  d'élasticité  (7); 
dans  le  cas  des  corps  plus  ou  moins  élastiques,  il  faudra 
rechercher  la  vitesse  conservée  par  chaque  corps,  à  la  fin 
du  choc,  au  moyen  de  celle  qu'il  possède  à  Tinstant  de  la 
plus  grande  compression,  vitesse  que  l'on  calculera  toujours 
comme  on  vient  de  l'indiquer  précédemment;  or  cette  re- 
cherche ne  souffre  point  de  difficulté  lorsque  l'on  connaît  le 
degré  d'élasticité,  c'est-à-dire  la  portion  de  vitesse  perdue  qui 
est  restituée,  en  sens  contraire,  par  les  ressorts  moléculaires 
après  l'instant  de  la  plus  grande  compression.  Si,  en  effet, 

u  est  la  vitesse  d'une  masse  quelconque  m  à  l'instant  dont  il 
s'agit; 

V  sa  vitesse  avant  le  choc  ; 

n  la  portion  de  sa  vitesse  perdue  et  qui  est  restituée; 

V  la  vitesse  à  la  fin  du  choc  ou  de  la  compression; 

les  vitesses  V,  i'  et  u  ayant  ici  nécessairement  la  même  di^ 
rectlon  ou  étant  dirigées  suivant  la  même  droite,  V—  w, 
n(\  —  u)  seront  l'une  la  vitesse  perdue  d'abord,  l'autre  la 
vitesse  restituée  ensuite  en  sens  inverse  de  V;  en  sorte  que 

l'on  aura 

V  'j=u  —  n[\  —  u) ---  u  {\ -^  n)  —  /iV, 

expression  dans  laquelle  il  faudra  mettre  pour  u  sa  valeur 
trouvée  ci-dessus.  La  force  vive  perdue  par  la  masse  m  et  par 
toutes  ses  semblables,  à  la  fin  du  choc,  sera  ainsi  représentée 
par 

Quand  les  corps  seront  parfaitement  élastiques,  on  aura 

n  =■  I 
et 

sur  quoi  il  est  essentiel  d'bbserver  que  la  perle  de  force  vive 
ne  sera  pas  nulle  dans  le  cas  actuel,  attendu  que  les  corps 
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soat  soumis  à  des  réslslances  passiv<?s  pendant  la  dure 
i'acie  de  la  percussion  ('). 

Après  ces  considéralions  générales  sur  la  manière  d'évalu 
la  pêne  de  force  vive  occasionnée  par  les  chocs  dans  les  i 
chiaes.considéralions  qui  nous  paraissent  indis*peiisables  pi 
en  bien  Taire  saisir  l'esprit  dans  chaijue  cas  particulier,  noi 
allons  donner  quelques  applications  qui  se  présentent  d 
toutes  les  machines  où  l'outil  agit  sur  la  matière  du  Iravi 
par  une  suite  de  percussions;  tels  sont  les  pilons,  les  n 
teaux.etc;  nous  en  verrons  d'autres  applications  par  la  suib 
à  l'occasion  de  la  perte  de  l'orce  vive  éprouvée  par  les  fluidei 
quand  la  vitesse  de  leurs  molécules  reçoit  un  cliangemea 
brusque  quelconque. 

m,  —  ApPlICiTlOHS. 

Du  choc  des  camaa  et  daB  pilons. 

11.  Relation  entre  l'effort  exercé  par  la  came  sur  le  mei 
tonnet  pendant  le  choc  et  les  diverses  résistances.  —  Cooi 
dérons  un  pilon  [Jig.  no),  qui  est  choqué  par  une  cait 
à  développante  de  cercle  fixée  a  l'arbre  horizontal  d'une  pis 


(')  Onpourrailcroire qu'en cslîmat 
menb  qui  s'aiorcent  peadant  lo  th( 
qui  a  lieu  avant  l'inslaot  du  la  plus  \ 
'rail,  car  les  qiiniilitoa  da  mouvemen 
altérées  en  raison  du  frollemcnl,  et, 


I  la  perte  di:  l'orce  vive  dueauif 
n'aurait  lenu  cample  que  dt 

•■  cumpreBSioi 
■  —  a),   pBrduea  à  cel  instant, 
«(V  — n)  pour  11 


L 


titaée  en  sens  contraire,  c'est  supposer  que  lu  quaulité  de  inaureiDenle|;all 
raeDt  restituée  après  la  plus  i;rande  comproasicn  est  altorée  par  le  Iroltema 
d'une  quantité  proportionncllo  â  celle  dont  elle  l'a  été  avant  cet  inslanki 
est,  en  ontre,  bien  évident,  d'après  cela,  quels  perla  de  Torce  vire  pronu 
du  frottement  sera  plus  forte  pour  les  corps  élastiques  qne  pour  les  sulr«.l 
aorte  que,  si  les  corps  en  partie  élastiques  dïmiauenl  la  parte  de  roreeviieM 
un  certain  rapport,  Us  l'augmentent  sous  un  autre;  raison  de  plus  pour  m  pi 
tenir  compte  de  la  force  du  ressor  l  des  corps  peu  élastiques,  l«ls  qus  Cïui  ^i 
sont  en  usa^a  dans  la  plupart  des  uas.  Romiirquex  d'ailleurs  que,  pour  lusrorTi 
plus  ou  moins  élastiques,  le  premier  chue  peut  être  suivi  de  plusïoursautr»H»l 
absorbent  plus  ou  moins  de  force  vive;  cet  eOet  a  lieu,  par  eiL'mpI^,  iti/  1» 
tourillons  d'une  rous  soumise  à  un  choc,  attendu  qu'ils  peuvent  reiillllr>^ 
retomber  alternativement  contre  les  parois  de  leurs  coussinets. 
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de  rotation  ;  nous  supposerons  que  le  point  où  se  fait  le  choc 
est  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  Taxe  sur  la  droite  pri- 
mitive ou  verticale  des  points  de  contact  de  la  came  et  du 

Fig.  iio. 


mentonnet.  A  cet  instant  et  pendant  toute  la  durée  du  choc, 
le  pilon  résiste  à  l'action  ou  à  l'effort  P  exercé  par  la  came 
parallèlement  à  son  axe,  en  vertu  de  son  inertie  et  avec  une 
intensité  égale  à 

r  =-=  'W  -r  =  9» 

g-  dt  dt       ^ 

en  désignant  toujours,  comme  au  n'*  31  (Section  III  ),  son  poids 
par  Q  et  appelant  dv  l'accroissement  élémentaire  de  vitesse 
qu'il  reçoit  dans  l'élément  de  temps  dt. 

Cette  force  cp  agit  dans  la  direction  de  la  tige  du  pilon  et  à 
une  distance  x  du  point  de  contact  m  de  la  came  et  du  men- 
tonnet, et  la  force  P  tend  à  appuyer  cette  tige  contre  les  pri- 
sons et  à  y  produire  des  frottements  tout  à  fait  analogues  à 
ceux  que  nous  avons  appris  à  calculer  au  n°  31  de  la  Section  III  ; 
à  chaque  instant  du  choc,  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  la  pres- 
sion P  de  la  came  sur  le  mentonnet,  la  résistance  9  développée 


«  .u 
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ptrl'lnerlie  du  pilon  el  les  diverses  résistances  passives,  forces 
davant  lesquelles  le  poids  Q  du  pilon  est  négligeable;  nous  au- 
rODt,  en  conservant  toutes  les  notations  du  numéro  cité('), 

DaDS  celle  expression,  les  quantités  x  et  y  sont  constant^ 
atteodu  qu'il  n'y  a  pas  de  déplacement  sensible  pendant  toute 
la-durée  du  choc;  on  peut  donc  poser 


en  désignant  par  m'  une  quantité  constante,  analogue  à  une 


numérique. 
La  relation  ci-dessus  donne 


P(/i  =  ,- 


^fx~tr{i--^r)s 


d'où 


'  P(/(  = 


i-^f-r^fni^^rû 


Q., 


en  supposant,  ainsi  qu'il  arrive  ordinairement,  que  le  pilon 
parte  du  repos. 

12.  Quantité  de  travail  qui  lioit  être  développée  sur  le  men- 
tonnet  pendant  la  durée  du  choc.  —  Nous  ne  connaissons  pas 
!a  loi  de  la  variation  de  v  en  fonction  du  lemps  /,  el,  par  con- 
séquent, nous  ne  pouvons  pas  obtenir  la  valeur  de  P  pour 
chaque  instant  de  la  compression  ;  mais  il  est  Facile  de  calcu- 
ler la  quantité  de  travail  total  que  cet  effort  P  doit  ^développer 
pendant  l'acte  du  choc.  En  effet,  en  désignant  par  dy  le  cliemin 


(')  La  théorie  du  choc  des  cames  et  des  pilons  od  des  marteinz  cri  eipolée 
dans  l'éditioD  de  1836;  noua  reproduisons  Ici  [■  rédaction  de  l'édltioa  de  iSU 
qui  est  plus  détaillée.  —  Voir  U  Mole  du  n"  31,  Sect.  III.  (K.) 
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parcouru  dans  réiément  de  temps  dt  par  le  point  m  d'appli- 
cation de  la  force  P,  nous  aurons 

"^"r- 1_ ^f^ -ff'(i- ^r)  g  dt ''^' 

OU,  en  intégrant,  et  supposant  /—  2 j  constant,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  ci-dessus, 

fpdx=-  -. j. TyTTT .^v^=\m'v\ 

J  -^  f'  —  '^î^-ff'if'  —  '^r)  g 

ce  que  Ton  pouvait  prévoir  a  priori,  puisque  nous  savons  que 
la  quantité  de  travail  qu'une  force  doit  développer  sur  une 
masse  m'  pour  lui  imprimer  une  vitesse  finie  v  dans  sa  direc- 
tion propre  est  numériquement  égale  à  la  moitié  de  cette  force 
vive. 

13.  Relation  entre  les  forces  qui  agissent  autour  de  V arbre 
à  cames  pendant  le  choc,  —  Si  nous  examinons  maintenant  ce 
qui  se  passe  autour  de  Tarbre  à  cames  et  que  nous  appelions 

m  un  élément  de  la  masse  de  cet  arbre  et  des  pièces  de  ro- 
tation, concentriques  à  son  axe,  ordinairement  distribuées 
symétriquement  autour  de  cet  axe; 

r  la  dislance  de  cet  élément  à  Taxe  C  de  rotation  ; 

(ù  la  vitesse  angulaire  de  Tarbre  à  un  instant  quelconque  du 
choc,  • 

la  vitesse  de  l'élément  m  sera  rw,  et  la  force  vive  de  Tarbre 
aura  pour  expression 

2mr*  représentant  la  somme  des  moments  d'inertie  de  toutes 
les  pièces  qui  tournent  avec  Taxe  C.  La  variation  de  celte  force 
vive  dans  l'élément  du  temps  dt  de  la  durée  du  chocisera 

—  2a)û?a)2/nr% 

attendu  que  la  vitesse  décroît  pendant  le  choc. 

La  quantité  de  travail  élémentaire  développée  pendant  le 
même  temps  par  la  force  P  est 

Vr'(ùdt, 

en  appelant  r'  le  rayon  du  cercle  développé  pour  tracer  la  came. 

3o 
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Quant  au  froUemeni  sur  les  lourillons,  il  n'esl  dû  qu'à  la 

force  P,  attendu  que  toutes  les  forces  d'inertie  m  -t—  des 

molécules  matérielles  m  se  détruisent  deux  à  deux,  puisqu'on 
les  a  supposées  symétriquement  réparties  autour  de  l'ase. 

On  a  donc,  pour  le  travail  élémentaire  de  ce  frotlemeni, 
p  ciarit  le  rayon  des  tourillons  et/,  le  rapport  du  frottemenlà 

la  pression, 

ei  l'équation  du  principe  des  forces  vives  donne 

—  <„dalmr'=  Pr'ùxft  -+-  f,Vp'^cil 

~<imlmr'=?r'dl-i'f.9ù(ll=P{r--^f,p}dt, 

ou,  en  intégrant  depuis  le  commencement  du  choc,  oùl'ona, 
par  hypothèse,  u  =2  et  /  =  o,  jusqu'à  là  valeur  u, 

(Q  — oi)Imr' ={!■■+/, p)  fpdf, 

mais,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  on  a,  entre  les 
mêmes  limiies,  c'est-à-dire  à  la  ùa  du  choc, 

/p  dt  =  m'v  =  Il 


'  '-^f^-ff'{i-^r)  S     ' 

attendu  que,  vu  le  peu  d'élasticité  de  la  came  et  du  menton- 
net,  le  pilon  marche,  après  le  choc,  avec  une  vitesse  sensible- 
ment égale  à  celle  de  la  came,  ainsi  que  le  montre  l'obser- 
vation ('), 


(')  En  nfalitd  1i3  menlannet  et  la  camo  ajant  Épronré  pendnDl  la  durée  du 
choc  ou  Ai  la  compression  un  moniernenl  de  Oeiion  gânérile,  iU  reiieanenl 
siii'  eitx-mèmea  vers  la  Un  du  choc,  et  il  en  résulte  que  le  piton  prend  uee  li- 
(esso  un  peu  plus  |;i'ii'"le  t]oe  celle  de  la  came  el  doit  la  quilier;  mais,  d'une 
part,  cet  clTet  est  Irès-peu  sensible  par  suite  du  peu  de  Geiibilité  d«  pirliM 
en  contact  et  de  l'altération  que  la  répétitioa  de<  chocs  produit  dan*  leur  &»*• 
licite,  cl  de  l'autre  les  rroltemenls  qui  résultent  de  ces  forces  de  riaction  oonln 
les  giiides,  prisons,  etc.,  ont  pronipleiuent  détruit  cet  eiCïS  de  vitesse.  L'abM^ 
vation  montre  d'ailleurs  que  la  pilon  no  quitte  pos  visiblement  la  came,  ce  qai 
prouve  que  l'on  s'éloigne  fort  peu  de  Ja  vérité  en  supposant  que  les  deux  eotfi 
marchent  avec  la  mâme  viteuo  après  le  choc. 


APrUQVft  AUX  MACMKES.  ^6^ 

L' équation  CMlessos  vcTieni  doue  à 

14.  Expression  des  vitesses  angulaires,  aidant  et  après  le 
choc,  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moy^ehne,  -—  Celle 
relation  enlre  la  plus  grande  vilesse  angulaire  £2  de  l'arbre  à 
cames  el  la  plus  pelite  w  ne  peut  suffire  pour  les  délermitier 
loutes  deux;  mais  nous  observerons  que,  le  mouvemenl  de 
cel  arbre  élant  coatinueHement  entretenu  par  le  moteur,  sa 
vitesse  s* écarte  très-peu,  dans  la  réalité,  d'une  certaine  vilesse 
iKK>yeiuie  Q/,  qi&t  se  trouve  nécessairenskettl  coosprise  enlre  12 
et  (ù„  et  qui  différera  toujours  fort  peu,  dans  la  pratiqua,  de 
ia  moyenne  aritbraétiiqtte  entre  ces  deux  vitesses  extrêm^es  ;,  eo 
peut  donc  poser  approximativement 


^,      12  -f-  0) 


ce  qui  nous  met  à  même  de  déterminer  les  valeurs  de  12  et 
de  û)  en  fonction  de  celte  vilesse  moyenne  12',  que  nous  don- 
nera dans  chaque  cas  l'observation  du  nombre  de  tours  faits 
dans  un  temps  donné  par  l'arbre  à  cames. 
En  effet,  en  posant 

on  tire  de  la  première  équation 

ÛMr''  £2M 


û)  = 


r 
el,  en  faisant,  pour  la  simplicité  des  expressions. 


il  vient 


m'+f^^^  =  W, 


M' 


Celte  expression  de  la  vitesse  angulaire  après  le  cboc  nous 
montre  qu'en  effet  elle  différera  très-peu  de  la  vitesse  12  avant  le 

3o. 


•■  ."* 


I- 
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choc  dus  tous  les  cas  de  k  pratiquiez  atteadv  qfo'il  «rriveM- 
jours  que  mf  est  assex  petit  ^r  rapport  i  M. 
En  la  combinant  ayec  la  relation 

on  trouye  successivement  .,: 

■ 'r    . 

15.  Perie  de  force  vive  produite  par  le  ehàe.  — *  Au  nM^n 
de  ces  yaleurs,  il  devient  ihcile  de  calculer  la  perte  de  force 
vive  occasionnée  par  le  choc  en  fonction  de  la  vitesse  moyenne 
de  l'arbre  à  cames.  En  effet,  la  force  vive  du  qrstàme  avant  le 
choc  se  réduisait  à  celle  de  Tarbre  k  cames,  puisque  le  pUon 
était  au  repos,  et  elle  avait  pour  expression 

après  le  choc,  la  force  vive  de  Tarbre  est  ot>*Mr";  celle  du 
pilon  est  cj'm  r'^  en  désignant  par  m  la  masse  du  pilon;  la  force 
vive  totale  est 

La  perte  ou  la  difiérence  est  donc  égale  à 

expression  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  oublier. que 

M'=m'-h^ — ï^  +  M    et     m'=- — _ 2i. 

Dans  les  applications  numériques,  il  faudra  calculer  le  mo- 
ment d'inertie  lmr^=Mr'^  dé  toutes  les  parties  qui  tournent 
autour  de  Taxe  de  Tarbre  à  cames,  pour  en  déduire  la  valeur 
de  M;  mais  on  verra,  dans  beaucoup  de  cas,  que  l'expression 
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de  la  force  vive  perdue  pendant  Tacle  du  choc  varie  fort  peu 
entre  les  suppositions  extrêmes  de  M  =  m  et  de  M  =  oo  .  • 

C'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer,  par  exemple,  dans  le 
cas  des  pilons;  car,  en  faisant  les  suppositions  très-défavora- 
bles de 

1=1"^, 10,    ^  =  o"',4o,    f=o,i5,    f'=o,io,    ji=o",5o, 
on  trouve  d'abord 

puis,  si 

/,r=:0,I0,        pr=^0,I, 

M'  =  m'  (  I  -f-î^^j  -4-M  =  i,oim'-f-M  =  i,i22/iH-M. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  générale  de 
la  perte  de  force  vive,  nous  aurons 

=  (Jr.T.'^mi'f(M-H.....;n)'-M(M  +  m)]. 

Si  maintenant,  dans  cette  expression,  nous  faisons  succes- 
sivement M  =  m  et  M  ==  00 ,  ce  qui  correspond  aux  deux  cas 
extrêmes,  savoir,  celui  où  la  masse  de  l'arbre  à  cames  rappor- 
tée au  point  de  contact  serait  égale  à  celle  du  pilon  et  celui 
où  la  masse  de  cet  arbre  pourrait,  au  contraire,  être  regardée 
comme  infinie  par  rapport  à  celle  du  pilon,  on  trouve,  pour  les 
pertes  de  force  vive, 

1, 027  û'^mr''     et     lyHi^H'^mr'^ 

valeurs  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  de  o,o8i  ou  yj  de  la 
plus  forte  des  deux,  et,  comme  il  arrive  toujours  que  M  est 
très-grand  par  rapport  à  m,  on  voit  qu'on  ne  commettra  pas 
d'erreur  notable  en  appréciant  la  perte  de  force  dans  la  sup- 
position de  M  ==  00 . 


19»  CMiiM 

iifi.  CcmÊÊmmatiam  iifimh  rft^îi  fcM»,^ffÉr  akmqme  chic,  — 
Nous  ayons  va  précédeaaMie«iqiiè;^iiMMi  Ibi  jMeMiwc  éa  geiie 
deceBesqal  nous  ^cey  t,  ia  cc<cnciBÉillp»4è  farce  igte 
^«•Miàtfaaqii0Clioe«eeQioipMede  Ta  foro  wtwporèM 
pendant  l'acte  du  choc  et  de  celle  qui  eM  comniunh|nëa^i 
routilj  et  que  Ton  peut  regarder  comme  Teffet  utile.  Nous  ve- 
nons de  calculer  la  première,  et  Ton  devra  toujours  s'àtfacter 
à  la  diminuer  dans  cliaque  cas;  quant  è  la  sacondev  elle-an 
supposée  nécessaire  au  travail  de  l'outil,  et,  en  ^joutant  sa  va- 
leur 6)*mr^  à  h  perte  que  nous  vtinons  de  calculery  la  somme 
que  l'on  pourra  exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire 
moyenne  Q'  de  Tarbre  à  cames  nous  donnera  la  consomination 
totale  de  la  force  vive  que  cet  arfaro  dola  liiire  pour  chaque 
choc  ;  mats  on  aura  plus  facilement  l'expression  de  cette  quan- 
tité «en  reckerchant  immédiaiemient  quelle  est  la  variaAiwie  la 
force  vive  de  l'arbre  pour  chaque  choc. 

£a  efiel,  û  et  tt  éfaôi,  par  l^jpetbèse,  les  viiesces  aflgulabres 
de  l'arbre  avant  et  après  le  cfafiM^  «a  V  pf^^  ^  miaUm  de 
sa  force  vive  pendant  toute  la  durée  de  la  réaction. 

En  sabstituant  dans  cette  expression  pour  £2  et  u  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moyenne  Q,' 

d'où 


^  M  -4-  M'       ^ 


elle  devient 

m' 

ea  se  rappelant  que 

M'=:M-f-/n' 


■'(.+/^) 
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17.  Travail  consommé  par  l'arbre  à  cames  pour  chaque  choc. 
—  Telle  est  donc  la  consommation  de  force  vive  qui  doit  être 
faite  pour  chaque  choc  par  Tarbre  à  cames,  et,  comme  toute 
variation  de  force  vive  correspond  à  une  consommation  de  tra- 
vail qui  en  est  numériquement  la  moitié,  la  quantité  de  travail* 
qui  est  dépensée  par  Tarbre  à  chaque  choc,  pour  subvenir  aux 
perles  et  pour  imprimer  au  pilon  la  vitesse  cor',  a  pour  valeur 


2£2'^Mr'^ 


2M  +  m'(|i-+-/^ 


Cette  expression,  dan^  laquelle  on  a 


m 


i—^fx—ff'[i—^r)  € 


est  facile  à  calculer;  mais  on  peut  encore  la  simplifier,  dans 
certains  cas,  en  observant  que,  quand  M  est  très-grand  par 
rapport  à  m',  elle  diffère  très-peu  de  la  valeur  qui  correspond 
à  la  supposition  de  M  =  oo  . 
En  effet,  elle  revient  évidemment  à 


1  /??'' 


-f- 


etsi  Ton  suppose, comme  précédemment, /,=o,io,  -^  =  o,io, 


.,980+^ 

Sous  celle  forme,  elle  donne,  pour  la  consommation  de  tra- 
vail correspondant  à  chaque  choc,  dans  la  supposition  de 
M  =  00 1 

1,980 


COtlBS   DE   HËCANlQtE 


Cl,  diins  celle  de  M  = 


!,0B 


-  =0,961  ii"r", 


ces  deux  valeurs  ne  difTéraiit  enire  elles  que  de  o,o5i  de  la 
plus  faible.  On  voit  que,  dans  les  applications  oii  le  rapport  de 
m'  à  M  est  toujours  moindre  que  ~„  on  pourrait,  sans  erreur 
notable,  prendre,  pour  l'expression  de  la  quantité  de  travail 
consommée  pour  chaque  rhoc,  la  valeur 


^/^). 


qui 


}iTespond  à  la  supposition  de  !^  infini  par  rapport  a 


18.  Travail  consommé  par  les  chocs  en  une  seconde.  — 
L'expression  générale  étant  facile  à  calculer,  nous  continue- 
rons à  l'employer;  d'après  cela,  s'il  y  a  n  chocs  ou  levées  de 
pilons  par  révolution  de  l'arbre  à  cames  et  ^  révolutions  par 
minute,  nous  aurons,  pour  la  quantité  de  travail  consommée 
par  les  chocs  dans  une  seconde, 

nu  Û"r"m'  fifj.        Q>r"m' 


-f^ 


19.  Quantité  de  travail  développée  pendant  la  levée  det 
pilons.  —  Après  avoir  ainsi  calculé  la  quantité  de  travail  con- 
sommée par  seconde  pendant  le  choc  des  cames  contre  les 
pilons,  il  faut  y  joindre  celle  qui  doit  aussi  être  développée 
par  l'arbre  à  cames  pour  élever  ces  pilons  à  la  hauteur  voulue 
et  vaincre  les  résistances  passives,  puis  celle  qui  est  consom- 
mée par  le  frottement  de  l'axe  pendant  l'iniervalle  qui  s'écoule 
entre  l'instant  où  une  came  quitte  le  mentonnel  d'un  pilon  et 
celui  où  une  autre  came  vient  le  choquer  de  nouveau. 

Pour  déterminer  la  première  de  ces  deux  quantités  de  tra- 
vail, on  se  rappellera  que  nous  avons  trouvé  au  n"  31  de  la 
Section  III,  pour  l'expression  de  l'effort  que  la  came  doii 
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ixercer  dans  une  position  quelconque  du  pilon, 

p-  Q^  (M 

""  -  l  -  :,fx  -  ff>  {l  -  ^r)^  >' 

Dans  cette  relation,  on  désigne  par 

}  le  poids  du  pilon  ; 

la  distance  des  guides; 

'  la  hauteur  du  point  de  contact  m  de  la  came  du  mentonnet 

au-dessus  du  guide  inférieur; 
r  la  distance  horizontale  du  même  point  m  à  Taxe  de  la  tige; 
^  et  /'  les  rapports  respectifs  du  frottement  à  la  pression  pour 

la  tige  et  les  prisons,  et  pour  la  came  et  le  mentonnet. 

D'après  cela,  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée 
ans  l'élément  du  temps  dt  par  la  force  P  dans  sa  direction 
iropre  sera 

p  , Qldr 

t,  pour  obtenir  la  quantité  de  travail  total  correspondant  à 
ine  levée  du  pilon,  il  faudrait  intégrer  cette  expression  entre 
Bs  limites  relatives  à  cette  levée. 

Les  cames  employées  dans  les  moulins  à  pilons  ont  quel- 
[uefois  et  devraient  toujours  avoir  la  forme  d'une  dévelop- 
pante de  cercle,  afin  que  le  bras  de  levier  de  la  résistance  fût 
onstant  et  que,  par  suite,  les  vitesses  fussent  transmises 
(ans  un  rapport  invariable.  Dans  ce  cas,  la  quantité  x  est  con- 
tante, et,  en  posant 

'expression  du  travail  élémentaire  développé  par  l'effort  P 
levient 
Prf„_  Qtdr  _  Ql  dy 

(*)  On  néglige  ici  l'influence  de  l'épaisseur  de  la  tige  du  pilon;  on  admet  de 
tlusque  les  conditions  soient  telles  que,  pendant  toute  la  montée  du  pilon,  les 
ontacts  avec  les  guides  soient  en  diagonale.  F'oir,  à  ce  sujet,  les  Notes  des 
io«  30  et  31,  Section  111.  (K.) 
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OU,  en  iniégrant  depuis  x=  h'  correspondant  à  l'instant  où  la  1 
came  commence  à  pousser  le  menlonnel  jusqu'à  j  =  ft"oiil 
elle  le  quîue,  on  trouve,  pour  le  travail  total  pendant  u 
levée, 


"  ^-Jf  ' 


,  + ah"  )-\os(i  + ah')]. 


log(i  +  n/i)  =  (ïA  - 


et,  par  suite,  en  nous  bornant  au  second  terme  de  la  série, 
ce  qui  sudlra  toujours,  comme  nous  le  verrons  toulà  l'heure, 
on  a 

pour  l'expression  du  travail  développé  par  P  pendant  louic 
une  levée. 

20.  f^aleur  moyenne  de  l'effort  exercé  par  la  came  fur k 
mentonnet.  —  L'effort  P  éunl  variable  en  même  temps  que;', 
il  est  important,  pour  la  suite  des  calculs,  d'avoir  sa  valeur 
moyenne,  et,  puisque  le  chemin  parcouru  dans  sa  direciion 
propre  est  A"—  A',  on  aura,  pour  cette  valeur  moyenne  que 
nous  désignerons  par  P', 


h"-li'-'.ffV 


a{h'+h')-^ 


Dans  les  applicalions,onremarqueraque  la  quantité 

est  presque  toujours  négligeable  par  rapport  à  l'uoilé. 
En  effet,  si  l'on  suppose  le  cas  défavorable  où 


.a{h"-h'] 


io,  /- 


o,  /^ 


(17=0,0283    et 


a(h"—h')_ 
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Dans  ce  cas,  i'effort  moyen  se  réduil  à 

que  Yoxx  aurait  obtenu  directement  en  négligeant  de  prime 
abordy  ainsi  qu'on  le  fait  souvent,  le  terme  ajj'j  du  dénomi- 
nateur de  P. 

21.  Pilons  de  poudreries.  —  Le  cas  que  nous  venons  d'exa- 
miner n'est  pas  celui  des  pilons  des  moulins  à  poudre,  oii  les 
cames  en  bois  ont  ordinairement  la  forme  d'un  prisme  dirigé 
suivant  un  rayon  et  simplement  arrondi  à  son  extrémité.  La 
valeur 

-i-ofx-ff'{i-:tr) 

contient  alors  deuic  quantités  variables  à  la  fois,  et  l'intégrale 
de  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée  par  l'effort  P 


f^dr=Jj 


'^■f^—ff'{i  —  ^r) 


offrirait  des  difficultés  de  calcul  que  l'on  évite  à  l'aide  des 
méthodes  connues  de  quadrature. 

22.  Détermination  de  V effort  moyen  à  exercera  la  circon- 
férence d*une  roue  de  rayon  R  montée  sur  Varhre  à  cames, 
pendant  la  levée,  —  Après  avoir  ainsi  déterminé,  selon  le  cas, 
la  valeur  de  l'effort  moyen  à  exercer  dans  le  sens  vertical  pour 
faire  marcher  le  pilon,  on  pourra  facilement  obtenir  celle  de 
la  puissance  S,  qui,  agissant  à  une  dislance  R  de  l'axe,  sur- 
monterait toutes  les  résistances  utiles  et  passives  développées 
autour  de  l'arbre  à  cames.  £n  effet,  en  supposant  que  S  agisse 
verticalement,  et  appelant 

r'  la  distance  du  point  de  contact  m  de  la  came  et  du  men- 

tonnet  à  un  instant  quelconque  de  la  levée; 
B  Tangle  formé  par  le  rayon  cm  avec  l'horizontale; 
M  le  poids  de  l'arbre  à  cames; 
K  le  nombre  de  pilons  qui  sont  simultanément  en  prise,  et 

dont  le  poids  p'  s'ajoute  constamment  à  M  pour  presser  sur 

les  tourillons. 
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on  aura,  pour  une  portion  quelconque  de  ta  lArée*'        ^**1  J 
SR  =  Pr'coBfl+/'Pr'sine+/,p{M+S  +  K;r').    ^' 

et,  pour  la  quantité  de  travail  développé  dans  un  dépUcemem 
tngulirire  InQnlmeot  petit  dO,  mfrm 

»Kd9  =  Vr'coa6dB+f^r'alnBdS+f,p{U  +S-t-1IMÊÊM 

En  iatégtwt  cette  relatloa  pti'ur  toù7^lhi)^SîS^1IF%^^F 
en  déduira  la  quantité  de  travail  et,  par  suite,  l'etforl  mojen 
que  doit  développer  la  force  motrice  S. 

Or  II  est  facile  de  Totr,  i  l'examen  de  la  Ggure,  que,  en  dé- 
tUgnant  par  j^,  la  distance  du  guide  inférieur  à  l'horizontale 
de  l'arbre  et  par  d  la  distance  de  cet  arbre  à  l'axe  du  pilon, 
on  a 

j-=^,  +  r'-8ln9    et    x  =  d—r'cos6, 

d*où 

(fy-  =  r'c05fîrffl,     dx  =  r'  siaO  d$, 

et,  par  suite, 


/' 


=/p.^. 


que  nous  savons  calculer  par  approximation,  et 

f  Çvr'i\nÙdQ=f  Çpdjr. 

Cette  dernière  intégrale  représenie  le  travail  consommé  par 
le  frollement  de  la  came  sur  le  mentonnei,  et,  par  conséqueni. 
on  peut,  sans  erreur  noiable.,  y  remplacer  P  par  sa  valeur 
moyenne  conslante  P',  que  nous  connaissons;  mais  il  faudra 
avoir  soin  d'observer,  d'après  la  disposition  de  la  machine, 
si  le  glissement  a  toujours  lieu  dans  le  même  sens  pendant  la 
levée  entière.  Ainsi,  par  exemple,  s'il  arrivaiit  que  les  cames 
poussassent  le  mentonnet  partie  en  dessous,  partie  en  dessus 
de  la  ligne  des  centres,  dans  la  première  période,  le  point  d« 
contact  glisserait  en  s' éloignant  du  centre  vers  la  tige  et,  dani 
la  deuxième,  en  s'éloignanl  de  la  lige  vers  le  centre,  et, 
comme  dans  ces  deux  mouvements  le  travail  du  ^UMienl 
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serait  toujours  consommé  en  pure  perte,  il  faudrait  ajouter 
:elui  qui  correspond  à  chacun  d*eux,  abstraction  faite  du 
signe;  mais  on  aura  rarement  à  établir  cette  distinction, 
ittendu  que,  quand  les  pilons  marchent  en  charge,  la  came  ne 
les  rencontre  qu'à  hauteur  de  la  ligne  des  centres. 

A|>pelant  donc  Xx  le  chemin  parcouru  sur  le  mentonnet  par 
le  point  de  contact  et  que  le  tracé  donnera  immédiatement,  on 
aiura,  pour  le  travail  toial  du  frottement  de  la  came  sur  le  men- 
tonnet. 

Quant  au  terme  relatif  au  frottement  des  tourillons  de  Tarbre 
à  cames,  on  obtiendra  immédiatement  sa  valeur  en  prenant 
pour  0  l'angle  total  0'  décrit  pendant  la  levée,  et,  en  représen- 
tant par  S'  la  valeur  moyenne  de  l'effort  variable  S,  elle  sera 
exprimée  par 

/.p(MH-S'  +  K/>')0'; 

on  aura  donc 

TsKé/a  =  fp  J/  -i-/F^.  -4-/.p(M  -I-  S'-i-  Kp' j9'. 

D'une  autre  part,  l'effort  moyen  S',  qui  développerait,  dans  le 
même  intervalle,  la  même  quantité  de  travail,  serait  donné  par 
la  relation 


;'R0'=  r 


SRrf0. 


On  tire  donc  de  ces  deux  relations 

(R-/p)0' 

et,  par  suite,  la  valeur  de  S'R0'  ou  de  la  quantité  de  travail 
consommé  pendant  la  levée  par  l'arbre  à  cames. 

23.  Effort  moyen  à  exercer  tangent iellêment  à  la  circonfé- 
rence du  rayon  K  pendant  la  chute  du  pilon.  —  Entre  l'instant 
où  une  came  abandonne  le  pilon  qu'elle  conduisait  et  celui 
où  la  came  suivante  vient  le  reprendre  après  sa  chute,  l'arbre 
à  cames  décrit  un  arc  facile  à  déterminer;  car,  si  l'intervalle 


angvUra  dM  tant  csoMt  est  meaarA  9M  «1^  «K^»  lOB^Boni 

k  k  dtstoBce  K,  l'wc  déerft  pendant  celle  nurelie  S  vtde  ^ 
la  nueltliie  sen  m  — Kf.  Pendant  le  même  intervalle,  la  seuls 
résistance  à  nlBcre  eal  le  Iroitement  des  tourillons  de  l'arbre, 
qui  est  dû  à  la  ptessloa  11  +  ¥.p',  et,  par  conséquent,  on  ê, 
poarloDle  cette  période»  en  appelant  S'  refiF4»t  qoelapnis- 
aaace  doit  exercer  poomincre  le  frottement, 

34.  Quantité  totaU  da  travail  à  Inaumeltre  à  l'arbre  È 
carnet  par  lecoad*.  —  Sa  résumam  tout  ce  que  nous  venons 
de  dire  de  l'acUoD  des  cames  sur  les  pilons,  nous  voyons  qua 
l'on  a  partagé  toute  la  série  des  effeis  d'une-  même  came  es 
trois  périodes. dont  la  première  est  celle  de  la  durée  ducboc, 
pendMl  laquelle  l'arbre  h  cames  consomme  par  chaque  choc 
une  q^gigté  de  travail  exprimée  par 


j    r' 

la  deuxième  commence  quand  le  choc  est  terminé  et  que  le 
pilon  marche  avec  la  vitesse  de  la  came,  et  finit  quand  la  came 
abandonne  le  pilon  pour  le  laisser  retomber;  pendant  cette 
période,  l'arbre  à  cames  consomme  une  quantité  de  travsll 
exprimée  par 

S'RÔ'; 

la  troisième  enfin  qui  s'écoule  entre  l'instant  où  le  pilon  a  i\k 
abandonné  par  une  came  et  celui  où  il  est  choqué  par  une 
autre  et  pendant  laquelle  l'arbre  à  cames  dépense  une  quantité 
de  travail  exprimée  par 

S'(a-R9'). 

Par  conséquent,  en  récapiiutani  toutes  ces  quantités  de  in- 
vail  relatives  à  un  seul  choc  et  supposant  qu'il  y  ait  n  chocs 
par  révolution  de  l'arbre  à  cames  et  p  révolutions  par  minute, 
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la  quantité  de  trayail  qu'il  faudra  transmettre  par  seconde  à  cet 
arbre  sera  exprimée  par 


2Û'Vm' 


m' 


S'R0'-f-S"(a-Re')  IA^. 


25.  Cas  où  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage 
monté  sur  l'arbre  de  la  roue.  —  Les  moulins  à  pilons  et  les 
brocards  présentent  ordinairement  une  disposition  qui,  Sans 
rendre  les  calculs  plus  difficiles,  les  complique  un  peu.  L'arbre 
à  cames,  au  lieu  de  porter  immédiatement  la  roue  hydrau- 
lique, reçoit  le  mouvement  d'un  engrenage  monté  sur  celui  de 
cette  roue,  de  sorte  que,  à  chaque  choc  ou  à  chaque  ralen- 
tissement du  premier  arbre,  il  se  produit,  entre  les  dents  de 
l'engrenage,  un  nouveau  choc,  d'où  résulte  la  consommation 
d'une  certaine  portion  de  la  force  vive  dont  il  faut  tenir 
compte.  C'est  ce  qui  est  facile  en  suivant  la  marche  que  nous 
avons  déjà  adoptée. 

En  effet,  en  appelant 

X  l'effort  exercé,  à  un  instant  quelconque  du  choc,  sur  la 
dent  du  pignon  ou  de  la  lanterne  de  l'arbre  à  cames  que 
nous  supposerons  vertical  ; 

r  le  rayon  de  cercle  primitif  de  cet  engrenage; 

et  conservant  les  notations  précédentes,  il  est  évident  que  la 
quantité  de  travail 

Xwrrf/, 

développée  pendant  un  élément  dt  de  la  durée  du  choc  par 
cet  effort,  s'ajoutera  à  celle  qui  est  due  aux  forces  d'inertie 
de  l'arbre  à  cames  et  qui  a  pour  expression  (13) 

—  Gt)  rfa)2/nr% 

et  que,  pour  exprimer  qu'à  chaque  instant  la  somme  de  ces 
quantités  de  travail  est  égale  à  celle  qui  est  développée  en 
sens  contraire  par  la  résistance  du  pilon  et  par  le  frottement 
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sur  le  tourillon  de  la  roue,  on  aura  l'équation 

—  Mt/w2mr'+  Xurrf/  =  P«r'rf(-t-/p(P  +  \)o)d(, 
d'où,  en  divisant  par  u  et  intégrant  depuis  w^lî  jusqu'i 

en  se  rappelant  les  résultats  du  a"  13. 

Nous  aurons  à  établir  une  équation  analogue  pour  exprimer 
qu'à  chaque  instant  les  forces  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue 
hydraulique  et  des  niasses  qui  se  meuvent  avec  lui  dévelop- 
pent des  quantités  de  travail  égales  à  celles  qui  sont  consom- 
mées par  les  résistances. 

Pour  cela,  nous  remarquerons  que,  dans  le  cas  des  roues 
hydrauliques  ordinairement  employées  pour  moteurs  de  ces 
usines,  l'eau  contenue  dans  les  augets  ou  entre  les  aubes 
agit  comme  une  masse  excentrique  qui,  pendant  le  choc  ou 
le  ralentissement  du  mouvement,  agit  aussi  par  sou  inertie 
pour  s'opposer  a  la  diminulion  de  la  vitesse.  Si  donc  od 
nomme 

Ni  la  masse  de  l'eau  contenue  à  un  instant  quelconque  dans 
la  roue; 

U,  la  distance  de  son  centre  d'inertie  a  l'axe; 

M,  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  de  la  roue  hydraulique  à  un 
instant  quelconque  du  choc; 

Imr',  le  moment  d'inertie  de  cet  arbre  et  des  parties  symé- 
triquement disposées  autour  de  son  axe; 

R'  le  rayon  du  cercle  primitif  de  l'engrenage  conducteur; 

n  et  n'  les  nomhres  respectifs  de  dents  de  l'engrenage  eldu 
pignon  ; 

/'  le  rapport  du  froltement  à  la  pression  pour  les  dents  en 
coniaci; 

/,  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  tourillons  de 
la  roue  et  leurs  coussinets; 

p'  le  rayon  de  ces  tourillons, 
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il  est  facile  de  voir  que,  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  pré- 
cédemment, on  aura  Téquation  d'équilibre 

—  0)1  rfw,  [1  mrî  4-  N,  R J  ) 

d'où,  en  divisant  par  wi  et  intégrant  depuis  w,  =  û,  la  plus 
grande  vitesse  angulaire,  jusqu'à  wi^wi,  la  plus  petite,  on 

déduit 

(û.-~û).)[2mr;  4-(R,-/.p')N.R.]  . 

Entre  cette  relation  et  celle  que  nous  avons  obtenue  précé- 
demment 

(û  — w)r2mr;H-(r— /p)  Çxdt]  =  {r' -hfp)m'(ùr'y 

il  est  facile  d'éliminer  i  Xdt,  et  l'on  obtiendra,  entre  les  vi- 
tesses angulaires  Qi,  cùi  et  go,  une  relation  du  premier  degré,  à 
laquelle  on  devra  joindre  les  rapports 

Û.R'^QR,    wiR'=:wR, 

attendu  que  le  déplacement  ou  les  chemins  parcourus  pendant 
la  compression  réciproque  des  corps  sont  tellement  petits 
qu'ils  n'altèrent  pas  les  rapports  constants  établis  entre  les 
vitesses  angulaires. 

En  désignant  de  plus  par  Q\  la  vitesse  angulaire  moyenne 
de  Tarbre  de  la  roue  hydraulique  et  admettant,  comme  relation 
sufOsamment  approchée,  que 

^,       û,  +  w, 

'  2 

on  aura  un  nombre  suffisant  d'équations  pour  exprimer  les  vi- 
tesses angulaires  ûi  et  &)i  avant  et  après  le  choc  en  fonction 
de  la  vitesse  angulaire  moyenne  Q,\  que  l'on  déduira  de  l'ob- 
servation ou  qui  sera  donnée  a  priori. 

3i 


\ 
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Parconséqueni,  on  oblieiidra.eii  fonciion  de  celle  vilesseû' 
el  des  autres  quantités  connues,  la  consommation  de  force 
vive  faite  à  chaque  choc  autour  de  l'arbre  de  la  roue  hydrau- 
lique, ei  la  quanlité  de  travail  que  le  moteur  doit  transmettre  à 
la  roue  hydraulique  aura  pour  expression 


-A'- 


:)^" 


-N,  r; 


et  devra  s'ajouter  à  celles  qui  sont  consommées  pendant  1j 
levée  et  la  marche  à  vide;  on  en  déduira  la  quantité  de  travail 
loial  qui,  pour  chaque  levée  de  pilon,  doit  être  Iransniise  à 

la  roue  hydraulique,  et,  en  la  multipliant  par  -^i  nombn? 

de  levées  dans  une  seconde,  on  aura  l'effet  utile  que  la  roue 
doit  produire  à  chaque  seconde. 

Du  choc  des  cames  et  des  marteaux. 

26.  Différentes  espèces  de  marteaux  employés  dans  lei 
forges, —  On  emploie,  dans  les  forges  el  dans  les  autres  usines 
métallurgiques,  trois  espèces  de  marteaux  dont  la  forme  el  les 
proportions  dépendenlde  l'usage  auquel  on  les  destine,  savoir: 

1°  Les  marteaux  à  bascule  dhs  martinets  {Jig,  m},  employés 


à  l'étirage  et  au  platinage  des  petits  fers,  au  raffinage  des  aciers, 
à  la  fabrication  des  armes  blanches  et  de  divers  outils;  le  poids 
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du  marteau  proprement  dit  varie ,  selon  l'usage ,  de  80  à 
40  kilogrammes  et  au-dessous,  et  sa  vitesse  de  aoo  à  400  coups 
par  minute.  La  came  agit  sur  l'extrémité  du  manche  opposée  à 
celle  où  est  fixé  le  marteau,  et  l'axe  de  rotation  est  entre  ces 
deux  points. 

2°  Les  marteaux  à  toulèvemenl  (jig.  1 12),  dont  la  came  sou- 


lève le  manche  entre  le  marteau  et  l'axe  de  rotation.  On  les 
nomme  aussi  gros  marteaux,  marteaux  à  l'allemande.  Ils 
sont  particulièrement  employés  à  l'arPinage  du  fer  par  la  mé- 
thode allemande.  Leur  poids  varie  de  3oo  à  4oû  kilogrammes, 
et  leur  vitesse  entre  70  et  200  coups  par  minute. 

3°  Les  marteaux fronteaux {Jig.  ii3),  ainsi  nommés  parce 

Fij.  1.3. 


i}ue  la  came  les  saisit  par  l'extrémité  du  manche  au  delà  du 
marteau  par  rapport  à  l'axe  et  dans  le  plan  vertical  de  ce 
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manche.  Ils  sont  en  usage  dans  les  forges  où  l'on  fabrique  le 
Ter  à  la  méthode  anglaise,  ei  pèsent  de  izSoo  à  400  kilo- 
grammes, y  compris  le  manche  qui  est  en  Tonte.  Leur  vitesse 
varie  de  60  à  100  coups  par  minute. 

A  celle  classe  se  rattachent  aussi  la  plupart  des  marteaux 
ou  pilons  employés  au  feutrage  des  laines  ou  à  la  préparation 
des  chiffons  pour  la  fabrication  du  papier, 

La  théorie  du  mouvement  de  ces  trois  espèces  de  marteaux 
est  la  même,  sauf  quelques  modifications  à  apporter  aux  for- 
mules relaiîvemoni  à  la  position  de  la  came  et  du  manche, 
que  nous  indiquerons  en  temps  el  lieu.  Il  arrive  ordinaire- 
ment, dans  tous  les  cas,  que  le  choc  de  la  came  contre  le 
manche  a  lieu  dans  un  plan  horizontal  passant  par  l'axe  de  ro- 
tation;   nous  raisonnerons   dans  cette  supposition   el  nous 
distinguerons  dans  l'action  des  cames'trois  périodes  :  la  pre-   1 
mière  correspondanl  à  la  durée  du  choc  ou  de  la  compression 
réciproque  de  la  came  el  de  la  partie  du  manche  sur  laquelle    ' 
elle  agit;  la  deuxième,  qui  commence  à  l'instant  où  fînit  le 
choc  et  dure  jusqu'à  celui  où  la  came  quitte  le  manche  ;  la 
iroisième,  qui  s'écoule  entre  le  moment  où  la  came  a  quille 
le   manche  et  celui  où   une  autre  vient  le  choquer.  Nous    ! 
allons  examiner  successivement  chacune  de  ces  trois  périodes. 

27.  Après  le  choc,  la  came  el  le  manche  sont  animés  de  la 
même  vitesse.  —  A  partir  de  l'instant  où  la  came  rencontre 
le  manche,  il  se  développe  aux  points  de  contact  des  efforts 
de  compression  réciproques,  qui  croissent  jusqu'au  moment 
où  l'impression  atteint  son  maximum.  A  cette  limite,  les 
points  de  contact  marchent  avec  la  même  vitesse;  mais  au 
delà  la  réaction  des  ressorts  moléculaires  lend  â  efl'acerpius 
ou  moins  l'impression  el  à  augmenter  la  vitesse  transmise  au 
marteau  en  diminuant  celle  de  la  came,  de  sorte  que,  seloQ 
leur  degré  d'élasticité,  les  corps  devraient  se  séparer  avec  des 
vitesses  différentes,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n"  10.  Mais,  d'une  part, 
la  répétition  et  l'inlensité  des  chocs  altèrent  l'élasticité  des 
points  en  contact,  et  de  l'autre  les  dimensions  générales  du 
manche  et  de  la  came  sont  telles,  qu'ils  iléchisseni  en  réalité 
fort  peu,  d'où  résulte  que,  à  la  fin  de  la  plus  grande  compres- 
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sîon,  le  manche  et  la  came  marchent  sensiblement  avec  la 
même  vitesse.  C'est  ce  que  confirme  l'observation;  car,  dans 
aucun  des  cas  de  la  pratique,  il  n'est  possible  d'observer  entre 
ces  corps  la  moindre  séparation. 

28.  Équation  d'équilibre  autour  de  l'axe  du  marteau.  — 
Recherchons  les  relations  qui  s'établissent  entre  les  différentes 
forces  qui  agissent  sur  le  marteau  à  un  instant  quelconque  du 
choc  ou  de  la  compression,  en  examinant  d'abord  le  cas  des 
marteaux  à  bascule  ou  martinets.  Nommons  à  cet  effet 

N  l'effort  de  compression  exercé  par  la  came  sur  le  manche 

du  marteau; 
w  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  à  cames  à  l'instant  que  l'on 

considère; 
0)'  la  vitesse  angulaire  du  manche  au  même  instant; 
R  =  C^  R'=  C'^  les  distances  respectives  du  point  de  contact 

de  la  came  et  du  mentonnet  aux  axes  C  et  G  de  rotation; 
f  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  tourillons 

de  la  hurasse; 
p'  le  rayon  de  ces  tourillons. 

La  force  N  devra  faire  à  chaque  instant  équilibre  aux  forces 
d'inertie  des  divers  éléments  matériels  du  système  et  aux  ré- 
sistances passives. 

Or,  si  l'on  désigne  par 

m'  la  masse  d'un  élément  quelconque  du  marteau; 
r'  sa  distance  à  l'axe  de  la  hurasse; 

sa  vitesse  à  l'instant  que  Ton  considère  sera  r'w';  la  force 
d'inertie  qui  se  développe  quand  la  came  lui  imprime  un  ac- 
croissement de  vitesse  r'rfw'  sera 

« 

et  le  moment  de  cette  force  par  rapport  à  l'axe  sera 

"^  -dr' 

et  la  vitesse  angulaire  étant  sensiblement  la  même  pour  tous 


I     .  ■         - 
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les  points  du  manche  au  même  inMnt»  itModa  aa.fleidtl^  ai 
ses  dimensions,  on  aura,  M^4^M|!P^  ^^  mômMits  paffdti, 

en  désignant  par  If  R'*  le  moment  d'inertie  Imr*  du.marleao, 

y  compris  son  manche  et  toutes  les  ferrures  dont  il  est  garni. 

Pour  trouver  la  pression  exercée  sur  les  tourillons,  désir 

^  gnons  par  «^  et  j^  les  coordonnées  rectangulaires  de  Télémept 

>  de  masse  m  par  rapporta  deux  axes,  l'un  borlxootal,  l'autre 

Tcrtical,  passant  par  le  point  C;  il  est  évident  que  chacune 

des  forces  d'inertie  m     .      pourra  se  décpmposer  en  deux 

autres,  l'une  verticale  et  égale  à  ' 

l'autre  horizontale  et  égale  à 


my 


dt 


et  qu'il  faqdra  prendre  la  somme  des  composantes  de  chacun 
des  deux  groupes  avec  les  signes  convenables  pour  avoir  les 
pressions  totales  produites  verticalement  et  horizontalement 
par  les  forces  d'inertie  sur  les  tourillons;  mais  en  désignant 
par 

Xx  elji  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G  du  marteau; 

/  sa  distance  à  Taxe; 

a  l'angle  formé  par  la  ligne  C'G  avec  l'horizontale; 

w!  la  masse  du  marteau  ; 

on  a  d'abord 

et 

,  dtù'  y— 7 d(ù'     ,. 


APPLIQUÉE  AUX  MACHINES.  4^7 

La  résultante  totale  des  forces  d'inertie  est  donc  --rr  'w'^  et, 

al 

en  la  décomposant  verticalement  et  horizontalement,  on  aura 

finalement,  pour  la  pression  exercée  sur  les  tourillons  à  un 

instant  quelconque  du  choc,  l'expression 


V  V  "^  )  + 1 -37- '^  *sina 

=  0,96  (  N  4-  -7—  m'/cosaj  +  0,4-1—  m'/sina, 

attendu  que,  dans  tous  les  cas  de  pratique,  on  est  sûr  a  priori 
que  le  premier  terme  du  radical  est  plus  grand  que  le  second 
par  suite  de  la  petitesse  de  Tangle  a\  mais,  en  outre,  il  arrive 
presque  toujours  que,  le  choc  ayant  lieu  suivant  la  ligne  C'G 
qui  est  horizontale,  on  a  a  =  o,  et  que  la  pression  sur  les  tou- 
rillons se  réduit  à 

N  -h  --TT  rn'l; 
dt 

d'après  cela,  nous  avons,  pour  les  martinets  ou  marteaux  à 
bascule,  la  relation  d'équilibre  à  un  instant  quelconque  du 
choc 

NR'z^  -^  M'R'''-f-/'p'  (n  -H  -^  m'A, 
d'où 

dt         K'~/'p'   * 

29.  Observation  relative  aux  marteaux  à  soulèvement  et 
au  marteau  frontal»  —  Pour  appliquer  ce  que  nous  venons  de 
dire  au  marteau  à  soulèvement  ou  au  marteau  frontal,  il  suffira 
d'observer  que,  dans  ce  cas,  la  pression  N  exercée  par  la 
came  tend  à  soulever  le  manche,  de  sorte  que  la  pression 
totale  sur  les  tourillons  a  pour  expression 

attendu  que  le  centre  de  gravité  est,  par  rapport  à  l'axe,  du 
même  côté  que  le  point  d'application  de  N, 
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Dans  ce  cas,  on  voit  que  la  pression  sur  l'axe,  produite  par 
le  choc,  serait  nulle,  si  l'on  avait 

L'équation  d'équilibre  autour  de  l'axe  du  marteau  devienl 
iilors 

N.i'=^M'li'.  +  ,rfy(N'-^».'/), 

et,  pour  le  cas  où  le  deuxième  terme  du  second  membre  esi 


d'où  l'on  déduit 


R'  = 


M' 


ce  qui  détermine  la  distance  convenable  du  point  de  contacta 
l'axe  du  marteau,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  choc  sur  les  tou- 
rillons. Le  point  ainsi  déterminé  est  celui  que  l'on  nomme 
ordinairement  le  centre  de  percussion,  et,  dans  la  pratique, 
l'observation  plutôt  que  le  calcul  a  conduit  les  praticiens  a 
faire  effectivement  agir  la  came  vers  ce  point.  Ainsi,  dans  un 
I  marteau  à  soulèvement,  pesant  en  tout  avec  son  manche  et 

ses  ferrures  696  kilogrammes,  dont  le  centre  de  gravité  était  à 
la  distance  ^^  i"',76  de  l'axe  de  la  hurasse,  et  pour  lequel  on 
avait  trouvé  M'~  77,  la  formule  précédente  donne 

I  R'  =  i™,62,  j 

!  et,  d'après  l'observation,  on  a  I 

'  R'=i"',8o. 

I 

1  Cette  légère  différence  en  plus  est  d'ailleurs  motivée  sur  ce 

que,  dans  ces  machines  assez  grossières,  l'équilibre  ne  pouvant 

j  être  établi  d'une  manière  bien  exacte,  il  vaut  mieux  que  la 

I  came  choque  le  manche  un  peu  au  delà  du  centre  de  percus- 

I  sion,  afln  que  le  marteau  ne  tende  pas  à  basculer  du  côté  de 

'  la  tête. 
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30.  Conditions  d'équilibre  autour  de  Varbre  à  cames.  — 
On  vient  de  voir  que  la  seule  différence  à  établir  entre  les 
marteaux  à  soulèvement  et  les  marteaux  à  bascule  consiste  en 
ce  que  la  pression  sur  Taxe  a,  dans  le  premier  cas^  pour 
expression 

et,  dans  le  second  cas, 

N-+-  -77-  m'L 
at 

Il  sufBra  donc  de  se  rappeler  cette  observation  pour  appliquer 
aux  autres  marteaux  ce  que  nous  avons  déjà  dit  sur  ceux  à 
bascule,  dont  nous  allons  continuer  la  théorie,  en  recherchant 
les  conditions  de  Téquilibre  autour  de  Tarbre  à  cames. 

Chacune  des  masses  élémentaires  m  située  à  la  distance  r  de 
Taxe  opposant  au  changement  de  vitesse  angulaire  dtùy  qui  se 

produit  pendant  le  choc,  une  résistance  m  —rr-'i  dont  le  mo- 

,  ,,  r^dcù     ,  ,  , 

ment  par  rapport  a  1  axe  est  m     ,     ?  la  somme  de  tous  les 

moments  des  forces  d'inertie  des  parties  matérielles  de  cet 
arbre,  que  nous  supposons  symétriquement  réparties  autour 
de  son  axe,  sera 

^»/.».,.=  |mr.. 

La  pression  sur  les  tourillons  de  Tarbre  à  cames  n'est  due 
qu'à  la  seule  force  N,  et  nous  aurons,  pour  l'équation  qui  ex- 
primera que,  à  chaque  instant  du  choc,  les  forces  d'inertie 
de  l'arbre  à  cames  font  équilibre  aux  forces  de  compression 
développées  par  la  came  et  au  frottement  qui  en  résulte,  la 
relation 

-^  MR^  =  NR+/Np  =  N{R+/p); 

ce  w 

/  désignera  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les 

tourillons  et  leurs  coussinets; 
p  le  rayon  de  ces  tourillons. 

En  éliminant  la  pression  inconnue  N  entre  cette  équation 


r^ 

~ 

L 

C0UI19   DE 

MÉCANIQUE 

et  celle  d 

u  n"  29,  relative  à  l'équilibre  au 

our  de  l'axe  du  n 

ar- 

(eau,  on  a  l'éq 

ialion 

- 

MR' 

tll  "R- 

+/P 

(M-IV+/V'„.7)  ^. 

Si,  |)OUrsimpl 

fier  les  e 

ïpressions,  on  observe  que 

B+/P 

(M'B 

■■+/>'" 

'•'}  = 

-^)-« 

'--r 

el  qu'on 

pose 

• 

R 

h 

fp'm'l\ 
M'  «■•   1  - 

=  K. 

rfen  observant  que  cette  quantité  K  ne  provient  que  de  données 
constantes,  ta  relation  précédente  prendra  la  forme 


-  MR'  =  KM'RR'  -r-- 


En  l'intégrant  depuis  m  =  û,  ou  fa  plus  grande  vitesse  angu- 
laire de  l'arbre  à  cames,  jusqu'à  u  =  u  ou  la  plus  petite,  et 

depuis  w'=  o  jusqu'à  w'=  -^>  attendu  que  le  marteau  part 

du  repos  et  marche  après  !e  choc  avec  une  vitesse  qui,  pour 
le  point  de  contact,  est  la  même  que  celle  de  la  came,  elle 
donne 

(Û  — M)MR'=:KM'R'(>). 

On  rdnarquera  que,  pour  les  marteaux  à  soulèvement,  od 
parviendrait  à  la  mâme  équation,  dans  laquelle  on  aurait 


M'R"  , 
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31.  Expression  des  vitesses  angulaires  aidant  et  après  le 
^hoc  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moyenne.  —  De  l'é- 
:]uation  ci-dessus  on  lire,  pour  Texpression  de  la  vitesse  an- 
gulaire de  l'arbre  à  cames  après  le  choc  en  fonction  de  celle 
qu'il  possédait  avant  le  choc, 

_      QM 

"  ""  M  -f-  KM'  ' 

■■*■ 

formule  dans  laquelle  la  quantité  K  diffère  toujours  fort  peu  de 

.,     .  '  j    ,         .  ^  .  ^     /"p     f'p'        f'Q'm'l 

1  unité,  attendu  la  petitesse  des  quantités  '-^j  ^^-^  et  '    ,.>,.^ 

par  rapport  à  Tunité.  D'où  résulte  que  &)  diffère  d'autant  moins 
de  Q.  que  M  sera  plus  grand  par  rapport  à  M'.  Or  il  arrive 
toujours,  dans  les  usines  à  marteaux,  que  la  masse  de  Tarbre 
excède  de  beaucoup  celle  du  marteau,  ce  qui  permet  d'ad- 
mettre, sans  crainte  d'erreur  notable,  que  la  vitesse  moyenne  0/ 
de  l'arbre  à  cames,  déduite  de  l'observation  du  nombre  de 
tours  faits  dans  un  temps  donné,  est  sensiblement  égal^  à  la 
moyenne  arithmétique,  entre  les  vitesses  û  et  w,  ce  qui  re- 
vient à  poser 


à  l'aide  de  cette  relation  et  de  la  précédente,  il  devient  facile 
d'exprimer  les  vitesses  angulaires  û  et  gj  de  l'arbre  à  cames 
avant  et  après  le  choc  en  fonction  de  la  vitesse  moyenne  û'  ; 
on  en  tire,  en  effet, 

^       2Û'(M-i-KM')  2i2'M 


2M-f-KM')  2M-t-KM' 

32.  Perte  de  force  vive  pendant  le  choc.  —  Au  moyen  de 
ces  valeurs,  nous  pouvons  aisément  obtenir  celle  de  la  perte 
de  force  vive  produite  par  le  choc. 

En  effet,  avant  le  choc,  la  force  vive  du  système  se  rédui- 
sait à  celle  de  l'arbre  et  était  égale  à 

Û'MR». 

Après  le  choc,  elle  se  compose  de  celle  que  possède  encore 


•* 
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l*arbre  et  celle  que  le  marteau  a  acquise  et  est  égale  à 

attendu  que  la  came  ne  quitte  pas  le  manche  et  marche  après 
le  choc  d'une  vitesse  commune  avec  lui. 
La  perle  de  force  vive  produite  par  le  choc  est  donc 

Û' MR' -  a.'R' (  M  +  M' )  =  û' R' [m  -  ^^^^-±^^  ] 


-"^^'^L (M  +  KM')'        J' 


et,  en  substituant  pour  Q  sa  valeur  en  Q',  cette  expression 
devient 

^                          (aM-f-KM')' 
=.  4M'Û"R'  ^ 5p^  . 

Sous  celle  dernière  forme,  on  voit  facilement  qu'elle  dirai- 

M' 
nuera  avec  le  rapport    _  •  Or  nous  avons  fait  voir  que,  dans 

tous  les  cas  de  pratique,  K  diffère  fort  peu  de  Tunilé,  et  si 
Ton  fait  en  conséquence,  dans  celle  expression,  K  =  i,  on 
trouve  que  la  perle  de  force  vive  a  pour  valeur  fû'^M'R' 
quand  M  =  M',  et  12" M' R^  quand  M  =  00, 

Ainsi,  entre  ces  limites  extrêmes,  l'expression  de  la  perle 
de  force  vive  ne  diffère  pas  de  {  de  sa  valeur  relative  à  la  sup- 
position de  M  =  00  . 

Dans  la  pratique,  il  est  fort  rare  que  M'  ne  soit  pas  au- 
dessous  de  ^M  (  '  ).  En  admettant  même  celle  limite,  on  trouve 


(')  Pour  les  martinets  et  marteaux  à  soulèvement  employés  à  la  fabrication 
(Ih  fer,  on  a  au  plus 

Pour  les  marteaux  frontaux,  on  a  au  plus 
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lue  la  perle  de  force  vive  serait  exprimée  par 

05997Û"M'R'. 

3n  voit  donc  que,  dans  tous  les  cas  de  pratique,  on  pourra, 
wins  crainte  notable  d'erreur,  calculer  la  perte  de  force  vive 
lans  la  supposition  de  M  =  oo  . 

33.  Expression  de  la  perte  de  force  vive  en  fonction  de  celle 
qui  est  gagnée  par  le  marteau.  —  On  peut  aussi  facilement 
exprimer  la  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc  en  fonc- 
tion de  celle  qui  a  été  acquise  par  le  marteau  et  qui  constitue, 
à  proprement  parler,  l'effet  utile  du  choc.  En  effet,  on  a,  après 
ce  choc, 

W'R'=&)R=  — =r= =T^rr75         d  OU         0/ ^=  

aM  -\-  KM' 

et,  en  substituant  celte  valeur  de  0/  dans  l'expr 
raie  de  la  perte  de  force  vive,  celle-ci  devient   ^ 


a)'^M'R"[(2K-i)  +  î^] 


d'où  Ton  voit  encore  que,  la  force  vive  acquise  par  le  mar- 
teau demeurant  la  même,  la  perte  due  au  choc  sera  d'autant 

M' 
plus  petite  que  le  rapport  -^  sera  plus  faible,  et  que,  pour 

M  =  00  et  K  =  I,  cette  perte  se  réduirait  à 

ou  à  la  force  vive  acquise  par  le  marteau,  et  comme,  outre 
la  perte  produite  par  les  compressions  réciproques,  Tarbre  à 
cames  transmet  au  marteau  une  force  vive  égale  à  la  même 
quantité,  il  s'ensuit  que,  dans  ces  suppositions,  la  consom- 
mation totale  de  force  vive  faite  par  cet  arbre  et  pour  chaque 
choc  est  double  de  celle  qui  a  été  communiquée  au  marteau. 

34..  Consommation  de  force  vive  faite  par  V arbre  à  cames 
pour  chaque  choc,  —  Ce  n'est  pas  sous  cette  forme,  que  nous 
pouvons  calculer  en  général  la  consommation  de  force  vive  de 


(g(  oon»  n  MOÙOtfBK 

l'arbre  k  cames,  puisque  la  vitesse  angnlatre'  du  marteau 
après  le  choc,  ne  nous  est  pas  donnée  a  priori/  mis,  k  l'iUi 
des  expreuioDS  précédentes,  il  est  heile  de  trooTer  sa  ?Blen. 
En  elTei,  cette  quantité  est  évldeonnent  égale  k 

et,  d'après  les  valeurs  de  û  et  m  en  fonction  de  Q',  elle  re- 
vient à 

aH  +  £H'  '        »    . 

expression  dans  laquelle  tout  nous  Bit  doBa^jytr  le  calcul  oi 
par  robservation. 

35,  Travail  coniommé  par  le  choc.  —  I^Olsque,  i  chique 
choc,  l'arbre  a  cames  coasomme  cette  fonSa  vive,  il  faut  que 
le  moLeuF^^lui. restitue  et  lui  traosmetie  un^  quantité  de  tn- 
vaij^j^gj^^a  moitié  et  égaie,  par  conséquent  k 

aH  +  KM'   * 

et,  s'il  y  a  n  cames  sur  l'arbre  et  ^  révolutions  en  t  minute,  ^ 
la  quantité  de  travail  consommée  par  les  chocs  en  i  seconde 
sera 

iifx  2Q"MM'R'K 

60     2M-1-KM'    ■ 

36.  Effort  moyen  exercé  et  travail  consommé  pendant  la 
levée  du  marteau.  —  Après  avoir  calculé  la  quantité  Se  travail 
consommée  par  ie  choc  ou  pendant  la  première  période  Au 
mouvement  des  cames<|t  passons  à  la  seconde  période,  qui 
commence  à  la  fm  du  choc  et  se  termine  quand  la  came  qtiitie 
le  manche.  La  vitesse  variant  très-peu  pendant  toute  la  levée, 
nous  n'avons  pas  à  tenir  compte  de  l'inertie,  et  nous  pouvoos 
établir  immédiatement  l'équation  d'équilibre  entre  l'effort 
exercé  par  la  came  et  les  diverses  résïsunces  pour  une  po- 
sition quelconque.  A  cet  effet,  nommons 

l  =  GQi{fig.  ii4)  la  disUncedu  centre  de  gravité  général  dn 
marteau  et  de  son  manche  à  l'axe  G, 
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a  l'angle  formé  par  C'G  avec  l'horizontale,  quand  le  marteau 

est  au  repos; 
a  l'angle  dont  le  marteau  s'est  écarté  de  sa  position  initiale  à 

l'instant  que  l'on  considère; 
S  l'effort  normal  que  la  came  doit  exercer  sur  le  manche  pour 

vaincre  toutes  les  résistances; 
Q  le  poids  du  marteau,  de  son  manche  et  de  ses  ferrures. 

riMi4 


11  est  facile  djTvoir  que  la  pression  sur  les  tourillons  du 
marteau  sera  exprimée  : 
Pour  les  marteaux  à  hascule  ou  martinets,  par 


t^(Q+J?COSa)'-l-S'sin'a  =  0,96(0 +  Scosa)+o,4Ssina; 
Pour  les  marteaux  à  soulèvement  et  les  marteaux  frontaux. 


m- 


=  0,96(0  —  Scysa)-i-o,4Ssina, 


i^près,  attendu  que,  dans  les  deux  cas,  le  premier  terme 
du  radical  est  plus  grand  que  le  second. 

D'après  cela,  l'équation  d'équilibre  autour  de  l'axe  C  sera, 
par  exemple,  pour  les  marteaux  à  bascule, 

SR' =  Q/cos{a+«)+/'p' [0,96(0+ S  cos«}-i- 0,4s sina], 

en  observant  que,  dans  ce  cas,  comme  dans  celui  des  autres 
marteaux,  la  partie  du  manche  sur  laquelle  la  came  agit  étant 
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dirigée  vers  l'axe  C,  le  moment  du  froltcmeiil  de  la  came 

contre  le  manche  par  rapport  à  cel  axe  est  nul. 

Mais,  la  force  S  élanl  variable  avec  l'angle  a,  nous  ne  pou- 
vons obtenir  sa  valeur  moyenne  qu'en  calculant  la  quantité  de 
travail  qu'elle  développe  pendant  toute  la  durée  du  conlacl. 
Multipliant  pour  cela  les  deux  membres  de  la  relation  ci- 
I  dessus  par  da,  nous  aurons,  entre  les  quantités  de  travail  élé* 

b  mentaires  ou  les  moments  virtuels,  l'équation 

V 


l'sR'J„  =  Ql  fcosia 


)(/« 


Scosctda 


Ssinarfa 


On  observera  que,  dans -cette  relation,  on  peut,  sans  erreur 
sensible,  substituer  à  S  sa  valeur  moyenne  S'  dans  les  termes 
relatifs  au  rrotiement,  et  que,  le  chemin  parcouru  dans  la  di- 
rection de  cet  efl'ort  moyen  étant  H'a',  on  a,  en  iniégrani 
depuis  d:^o  jusqu'à  x^a',  * 

S'R'«'^  f    SR'rf«  =  Q/[sin{a-i-a')  — sina] 

-h/'p'(o,96Q«'+o,96S'sin«' 

—  o,4S'cos«'  +  o,^S'), 

ou,  en  appelant  h  l'élévation  totale  du  centre  de  gravité  pen- 
dant la  levée  et  observant  que 

/i  =  /[sin(«-4-«')-sin«], 

S'R'^'=  PsR'rf«  =  QAT-/'p'(o,96Qa'+ 0,96s' sina' 

-o,4S'cosa'-HO,4S'l. 

On  tire  de  celte  équation 

„„ Q/.+o.fl6/VQ»' 

K'a-/'p' [0,9b 5ma'+ o,4(i  -  cos  =.')]' 
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d'où  Ton  déduira  facilement  la  quantité  de  travail 

c/«.   /_ Q/t-f-o,96.f  p^Qg^ , 

^  R'a'  -/'p'  [0,96  sina'-f-  o,.4(i  -  cosa')]         ' 

imprimée  par  la  came  pendant  la  levée. 

On  trouverait  de  même,  pour  les  marteaux  à  soulèvement 
et  les  marteaux  frontaux, 

S,R,^,^ QA  +  o,96/VQa- ^,  ^, 

R'a'-h/'p'  [o,96sina'  — o,4(i  — cosa')] 

37.  Quantité  de  travail  développée  par  le  moteur  pendant 
la  levée.  —  Le  moteur  doit  à  chaque  instant  développer  une 
quantité  de  travail  égale  à  celle  de  toutes  les  résistances.  !Çn 
désignant  donc  par 

P  l'effort  qu'il  exerce  à  la  distance  R  de  l'axe  de  rotation, 

p  le  rayon  des  tourillons, 

/  le  rapport  du  frottement  à  la  pression. 

Ni  le  poids  de  l'arbre  à  cames  et  de  son  équipage, 

la.  pression  sur  les  tourillons  des  arbres  de  martinets,  vu  la 
petitesse  ordinaire  de  l'angle  a',  pourra  être  exprimée  par 

N.  +  P-S'. 

En  désignant  par  9  l'angle  décrit  par  l'arbre  à  cames  à  l'instant 
que  l'on  considère,  nous  aurons  entre  les  quantités  de  travail 
élémentaires  développées  autour  de  cet  axe  la  relation 


/ 


PR.d9=.SRd0+/S'?^^'R'arf04-/p(N.4-F~S')rf0, 


dans  laquelle  nous  introduisons  de  suite,  dans  les  termes  re- 
latifs aux  frottements,  les  valeurs  moyennes  P'  et  S'  de  P  et 
de  S.  En  observant  que  R0  =  R'a  et  intégrant  celte  équation 

R'a' 

depuis  Q=zo  jusqu'à  Qz=zQ'  =  -— - ,  nous  aurons 

,R-f-R'  (R'aMV 


FR.9'=r    PR,rf9^S'R'a'-f:/S'?~^ 


2 

/p(N.+  P'-S')0', 
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S'(R-i-/?^^U/p[N,-S') 


P'z= 


d'où  l'on  déduira  la  quanlilé  de  travail  que  le  moteur  doit 
développer  pendant  la  levée 


K 


et,  s'il  y  a  ^  levées  en  une  seconde,  la  quantité  de  travail  que 

le  moteur  devra  développer  par  seconde,  pour  vaincre  toutes 
les  résistances  relatives  à  celte  période,  sera 

-"^P'R,5'. 

bo 

38.  Quantité  de  travail  relative  à  la  marche  à  vide.— Ea&a, 
lorsque  la  came  a  quitté  le  manche,  l'arbre  à  cames  tourne 
sans  éprouver  d'autre  résistance  que  le  frottement  sur  ses 
tourillons,  qui  est  dû  au  poids  de  l'arbre  et  à  l'elTori  moteur, 
et  l'on  déduira  de  suite  la  valeur  de  l'effort  P"  que  doit  exercer 
la  puissance  pour  vaincre  cette  résistance,  en  faisant  S'  =  o 
dans  celle  de  P'  relative  à  la  levée.  On  a  ainsi 

Quant  au  chemin  décrit  par  le  point  d'application  de  P"  pen- 
dant cette  marche  à  vide,  on  observera  que,  «  élani  le  nombre 
des  cames,  l'intervalle  qui  tes  sépare  à  ta  distance  K  de  l'axe 

est -j  et  que,  par  conséquent,  l'arc  parcouru  à  vide  à  cette 

distance  est 


et  qu'enfin  l'arc  décrit  à  la  distance  Ri  ou  par  le  point  d'ap- 


r^ 
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plication  de  l'effort  P''  est 


|(î^_«v) 


Le  travail  développé  par  cet  effort  P"  pour  chaque  levée  est 
donc 

P.|(ÎÎ5-RV), 
ou  par  seconde 

oo        R  \    n  / 

39.  Récapitulation  des  quantités  de  travail  consommées 
dans  les  trois  périodes  et  rapportées  à  la  seconde,  —  En  réca- 
pitulant ce  qui  précède,  on  voit  donc  que  la  quantité  totale  de 
travail  que  le  moteur  doit  transmettre  à  l'arbre  à  cames  dans 
chaque  seconde  sera  représentée  pSr 

On  voit  donc  que ,  par  l'observation  des  divers  éléments 
qui  entrent  dans  cette  expression,  on  pourra  déterminer  la 
quantité  de  travail  transmise  au  récepteur  ou  son  effet  utile. 
L'application  de  cette  théorie  a  été  faite  maintes  fois  par 
MM.  les  élèves  de  l'École  à  l'occasion  de  leur  lever  d'usine, 
et  les  résultats  qu'ils  ont  obtenus  ont  été  pleinement  con- 
firmés par  leur  comparaison  à  ceux  que,  dans  certains  cas,  on 
a  pu  déduire  d'expériences  directes. 

40.  Effet  utile  proprement  dit.  —  Nous  venons  de  calculer 
la  quantité  de  travail  totale  qui  doit  être  transmise  à  l'arbre 
à  cames  pour  vaincre  toutes  les  résistances  développées  à 
chaque  instant;  mais,  une  partie  de  ce  travail  étant  con- 
sommée en  pure  perle  par  la  résistance  et  par  les  perles  de 
force  vive,  l'effet  utile  proprement  dit  lui  est  inférieur  et  se 
réduit,  d'une  part,  à  la  moitié  de  la  force  vive  imprimée  au 
marteau  et,  de  l'autre,  à  la  quantité  de  travail  correspondant 

32. 
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à  son  élévation,  et,  par  conséquent,  cet  effet  utile  a  pour 


On  remarquera  que,  dans  ces  expressions  de  l'effet  utile  et 
du  travail  transmis  à  l'arbre  à  cames,  le  terme  relatif  à  la  force 
vive  de  l'outil  croît  comme  le  carré  de  la  vitesse  angulaire,  el 
que,  par  conséquent,  ces  quantités  de  travail  augmentent  plus 
rapidement  que  le  nombre  des  coups  de  marteau. 

41.  Quantité  de  travail  nécessaire  pour  produire  une  dé- 
formation  donnée  dans  le  métal.  —  On  peut  calculer  le  travail 
nécessaire  pour  produire  sur  le  métal,  à  an  état  donné  de 
chaleur,  un  cliangemeni  de  forme  déterminé.  En  effet,  si  nous 
prenons  d'abord  pour  exemple  le  marteau  frontal,  nous  con- 
naissons la  vitesse  angulaire  moyenne  Û'  avec  laquelle  il 
marche  quand  la  earae  le  quitte,  et,  en  vertu  de  celte  vitesse, 
il  continuera  encore  à  s'élever  jusqu'à  une  hauteur  A'  déter- 
minée par  la  relation 

fj''M'R"=2QA'. 

Arrivé  à  celle  hauteur,  il  retombera  sur  le  métal,  et  la  gravité 
développera  sur  lui  une  quantité  de  travail 

Q  (/!  +  /.■). 
qui  sera  tout  entière  employée  à  produire  la  déformation  du 
métal  que  l'on  pourra  mesurer;  et  si  l'on  remarque  que,  dans 
cette  compression  de  la  matière,  les  molécules  choquées  ou 
celles  qui  en  sont  voisines  ne  reçoivent  que  des  vitesses  à  peu 
près  nulles,  on  pourra,  d'après  les  lois  connues  de  la  péné- 
tration des  solides  a  travers  les  divers  milieux,  regarder  la 
résistance  comme  indépendante  de  la  vitesse  et  proportion- 
nelle à  l'aire  ou  à  l'amplitude  de  l'impression.  Nommant  donc 

a  et  é  les  côtés  de  cette  amplitude  ordinairement  rectangu- 
laire, 
e  la  profondeur  de  l'impression, 


J 
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K  le  rapport  constant  de  la  résistance  à  l'amplitude  de  Tim- 
pression  ou  la  résistance  par  mètre  carré, 

on  aura,  pour  déterminer  K,  la  relation 

Q{h-hh')  =  Kabe. 

En  faisant  de  pareilles  observations,  on  devra  tenir  compte 
en  même  temps  de  Tétat,  de  la  couleur  ou  de  la  température 
du  métal,  pour  ne  comparer  que  des  résultats  obtenus  dans 
des  circonstances  analogues  {^). 

Dans  le  cas  où  le  marteau  est  arrêté  dans  sa  course,  soit  par 
une  pièce  de  renvoi,  comme  pour  ceux  à  bascule,  soit  par  ua 
ressort  ou  rabat,  comme  pour  ceux  à  Fallemande,  il  se  produit 
contre  ces  obstacles  une  perte  de  force  vive  qu'il  est  assez 
difficile  d'évaluer;  on  ne  peut,  pour  ce  motif,  déterminer 
exactement  celle  qu'il  possède  dans  son  mouvement  de  re- 
tour. On  remarquera  toutefois  que  cette  perte  de  force  vive 
est  due  aux  compressions  réciproques  qui  se  produisent  aux 
points  mêmes  de  contact,  dont  Télaslicité,  altérée  par  l'inten- 
sité et  la  répétition  des  chocs,  ne  restitue  à  peu  près  rien  du 
travail  employé  à  la  produire,  mais  que  la  portion  de  la  force 
vive  qui  a  été  consommée  par  la  flexion  générale  du  manche 
ou  du  ressort  est  restituée  à  peu  près  en  totalité,  attendu  que 
ces  pièces  sont  faites  avec  des  bois  élastiques  et  fléchissent, 
en  réalité,  fort  peu.  Si  donc  on  mesure,  ce  qui  est  facile,  la 
quantité  dont  \e  manche  ou  le  ressort  est  fléchi  pendant  le 
choc,  on  pourra,  d'après  leurs  dimensions  et  le  coefficient 
connu  de  leur  élasticité,  calculer  la  quantité  de  travail  con- 
sommée par  cette  flexion  et  restituée  ensuite  au  marteau.  En 
l'ajoutant  à  celle  qui  est  due  à  la  descente  de  ce  marteau  de 
la  hauteur  qui  correspond  à  l'instant  où  il  touche  le  renvoi, 
revenu  à  sa  position  de  repos,  on  aura  la  quantité  de  travail 
totale  que  le  marteau  vient  développer  pour  produire  une 
impression  déterminée,  et  l'on  pourra  ensuite,  comme  dans 


(')  Consulter,  au  sujet  des  déformations  produites  par  l'action  des  mar^ 
teaax  et  des  balanciers,  le  Mémoire  sur  le  laminage  et  le  forgeage,  par 
M.  H.  Tresca,  Mémoire  des  Savants  étrangerSf  t.  XX.     (K.) 
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à  son  clévalion,  el,  par  conséqu 
expression 


On  remarquera  que,  dans  r 
du  iravail  transmis  à  l'arbre  i 
vive  de  l'outil  croit  comme 
que,  par  conséquenl,  ces  r 
rapidement  que  le  nomb 

'il.  Quantité  de  Irai' 
formation  donnée  dan 
nécessaire  pour  prod 
chaleur,  un  changem 
prenons  d'abord  po 
naissons  la  vitess' 
marche  quand  la  t 
il  continuera  enr 
mini'e  par  la  re' 


__,^  de  U  m"' 
a' 
"  {■  ...ïé marteaux s'ap- 

;U*ux  foulons,  qui 
■  ■  ''^-iirteatxx  à  bascule  ou 
.  ■;,.^i/ispositions  particu- 
■'^lucune  difticullépoui 


■ivé  à  cette 
reloppera 


j,fidait  par  un  engrenage. 

.■  ■■'^'■jjele  moteur  agissait  direc- 

..-^^  qu'il  arrive  ordinairemenl 

,   ,*^^(ifbre  porte  la  roue  hydrau- 

,'if''^ug,l  aujourd'hui  des  marteaux 

■     '  "^S  P"'  ""  eng'fii^ge  monté  sur 

«•i'^'lS"'*  ''  ^*  pro'l'^i^  ^  chaque  coup 

■'^^■''^s  dents  de  l'engrenage  et  une 

'i^S^'^  savoir  tenir  compte.  C'est  ce 

'^'  ,,comme  on  l'a  fail  au  n"  2o,  pour 

,.,udesboc;irds  à  engrenage. 
'■'fjuu's  les  notations  précédentes  el 


^^^: 


x^i^^^    -M  quelconque  sur  h  dein  du  pi- 

,,  lai" 
frite  cou-        ■ '' ,■  J(  .-^ ''■  "  ',.,,,uilibre  autour  dcl'arbre  i  cames, 

nelle  à  '  „  ,,oe  les  ellorts  s,  et  N'  sont  p»"'- 

■  ■      "-•'"aiR*-" 


(jieî 


s.' 


jv  K    .f=„ 


-f! 


MB' 
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KM^R'a)-(û-&))M[R' 
r—f9 

js  notations  adoptées  aux  n"  28  et  suivants. 
)re  de  Tengrenage  moteur,  on  aura  une  rela- 
^et,  en  appelant 

le  Teau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 

jndant  le  choc, 

ice  à  laquelle  elle  est  placée  de  Taxe  de  rotation, 
Jon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engre- 
montée  sur  Tarbre  de  la  roue  hydraulique, 
=  M^'R*''  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue  hy- 
liquQ  et  de  tout  son  équipage, 
t  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avant  et  après  le 

pport  du  frottement  à  la  pression  pour  ses  tourillons  et 

\  coussinets, 

jTon  des  tourillons, 

les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon, 

port  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents, 

icile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 

[MtR.{R.-/.p.)-f-M,R''»](û,-«.) 

=  (r'^^/.p.-^/''r-^!^')  Js.d/. 

re  cette  équation  et  la  précédente,  qui  sont  toutes  deux 

nier  degré,  on  éliminera  i  S,  c?/,  et  il  ne  restera  qu'une 

I  entre  les  quatre  vitesses  angulaires  ûi ,  a)i ,  û  et  cj» 
ne;?  on  devra  joindre  d'abord 

R"a=RÛ,     R''w,  =  Rw 

Q.X  -h  û>i 


û'.= 


ri 

2 


îlant  li\  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l'arbre  de  la 
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ie  cas  du  marleau  frontal,  déterminer  la  résistance  de  la  ma- 
tière a  la  compression. 

La  théorie  précédente  des  divers  genres  de  marteaux  s'ap- 
plique aux  moulins  à  pilons  des  papeteries,  aux  foulons,  qui 
ne  sont,  à  proprement  parler,  que  des  marteaux  à  bascule  ou 
à  soulévenicni,  et,  en  ayant  égard  aux  dispositions  particu- 
lières de  cliaque  usine,  on  n'éprouvera  aucune  difficulté  pour 
ces  applications. 

42.  Cas  oà  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrena^. 
—  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  moteur  agissait  direc- 
tement sur  l'arbre  à  cames,  ainsi  .qu'il  arrive  ordinairement 
dans  la  plupart  des  forges  où  cet  arbre  porte  la  roue  hydrau- 
lique; mais  on  construit  souvent  aujourd'hui  des  marteaux 
dont  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur 
celui  de  la  roue  hydraulique. 

Par  suite  de  cette  disposition,  il  se  produit  à  chaque  coup 
de  marleau  un  choc  entre  les  dents  de  l'engrenage  et  une 
perle  de  force  vive  dont  il  faut  savoir  tenir  compte.  C'est  ce 
qui  sera  facile  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  au  n"  25,  pour 
le  cas  des  moulins  à  pilons  ou  des  bocards  à  engrenage. 

En  effet,  en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  et 
nommant 

N  l'effort  exercé  par  le  marteau, 

S,  l'effort  exercé  a  un  instanl  quelconque  sur  la  denl  du  pi- 
gnon de  l'arbre  a  cames, 
r  le  rayon  de  ce  pignon, 
on  aura,  pour  l'équation  d'équilibre  autour  de  l'arbre  à  cames, 

S>  r  -  ^  MR-  ----^  NR  +/p(S,  +  N  ), 


en  supposant,  par  exemple,  que  les  efforts  s,  et  N  sont  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens;  d'où  l'on  tirera 
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et  par  suite 


j 


S.c//=: 


en  se  rappelant  les  notations  adoptées  aux  n"*  28  et  suivants. 
Autour  de  Farbre  de  Tengrenage  moteur,  on  aura  une  rela- 
tion analogue,  et,  en  appelant 

Ms  la  masse  de  Teau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 
inertie  pendant  le  choc, 

Rt  la  distance  à  laquelle  elle  est  placée  de  l'axe  de  rotation, 

R''  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engre- 
nage montée  sur  l'arbre  de  la  roue  hydraulique, 

lr]m  =  M'^R*''  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue  hy- 
draulique et  de  tout  son  équipage, 

12i  et  <ùi  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avant  et  après  le 
choc, 

fi  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  ses  tourillons  et 
leurs  coussinets, 

pt  le  rayon  des  tourillons, 

n  et  n!  les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon, 

/le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents, 

il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 

[MtR.{Ri-/.p.)-f-M,R"»](a-«.) 

=  (R''_/.p.-4-rR^7r^')  fSidj. 

Or,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  qui  sont  toutes  deux 

du  premier  degré,  on  éliminera  l  S,  dt,  et  il  ne  restera  qu'une 

relation  entre  les  quatre  vitesses  angulaires  ûi ,  eoi ,  û  et  ta, 
auxquenejs^^  on  devra  joindre  d'abord 

R"i2.  =  RÛ,     R"a),  =  Rw 
et 

^,  û,  -f-  0), 

IZ    z=z  rj 

en  appelant  ii',  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l'arbre  de  la     ^ 
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le  cas  du  marteau  frontal,  délerrainer  la  résistance  de  la  ma- 
tière à  la  compression. 

La  théorie  précédente  des  divers  genres  de  marteaux  s'ap- 
plique auK  moulins  à  pilons  des  papeteries,  aux  foulons,  qui 
ne  sont,  a  proprement  parler,  que  des  marteaux  à  bascule  on 
à  soulèvement,  et,  en  ayant  égard  aux  dispositions  particu- 
lières de  chaque  usine,  on  n'éprouvera  aucune  difficulté  pour 
ces  applications. 

42.  Cas  où  l'arbre  à  carnés  est  conduit  par  un  engrenage. 
—  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  moteur  agissait  direc- 
tement sur  l'arbre  à  cames,  ainsi  .qu'il  arrive  ordinairement 
dans  la  plupart  des  forges  où  cet  arbre  porte  la  roue  hydrau- 
lique; mais  on  construit  souvent  aujourd'hui  des  marteaux 
dont  l'arbre  a  cames  est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur 
celui  de  la  roue  hydraulique. 

Par  suite  de  cette  disposition,  il  se  produit  à  chaque  coup 
de  marteau  un  choc  entre  les  dents  de  l'engrenage  et  une 
perle  de  force  vive  dont  il  faut  savoir  tenir  compte.  C'est  ce 
qui  sera  facile  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  au  n"  25,  pour 
le  cas  des  moulins  à  pilons  ou  des  borards  a  engrenage. 

En  efl'et,  en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  el 
nommant 

N  l'effort  exercé  par  le  marteau, 

S,  l'effort  exercé  à  un  instant  quelconque  sur  la  dent  du  pi- 
gnon de  l'arbre  à  cames, 
r  le  rayon  de  ce  pignon, 
on  aura,  pour  l'équation  d'équilibre  autour  de  l'arbre  à  cames, 

S,  r  -  ^MB=  =  NR  ^/p(S,  -h  N), 


en  supposant,  par  exemple,  que  les  efforts  s,  et  N  sont  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens;  d'où  l'on  tirera 
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et  par  suite 

KM'R»w-(û-w)MR» 


j 


S^dt  = 


r—f9 


en  se  rappelant  les  notations  adoptées  aux  n*^'  28  et  suivants. 
Autour  de  Tarbré  de  Tengrenage  moteur,  on  aura  une  rela- 
tion analogue,  et,  en  appelant 

Ms  la  masse  de  Teau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 
inertie  pendant  le  choc, 

Rt  la  distance  à  laquelle  elle  est  placée  de  Taxe  de  rotation, 

R''  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engre- 
nage montée  sur  Tarbre  de  la  roue  hydraulique, 

'Lr\m  =  M^'R*''  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue  hy- 
draulique et  de  tout  son  équipage, 

Oi  et  (di  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avant  et  après  le 
choc, 

/i  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  ses  tourillons  et 
leurs  coussinets, 

pt  le  rayon  des  tourillons, 

n  et  n!  les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon, 

/le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents, 

il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 

[MtR.{R.-/.p.)-i-M,R''»](û,-a).) 
=  (R''-/p.+rR^7r^')  Js.d/. 

Or,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  qui  sont  toutes  deux 

du  premier  degré,  on  éliminera  |  S,  c?/,  et  il  ne  restera  qu'une 

relation  entre  les  quatre  vitesses  angulaires  ût»  g>>i,  û  et  gj, 
auxquene^  on  devra  joindre  d'abord 

R"i2,  =  RÛ,     R''a),  =  Rw 

et 

12|  -f-  (ù\ 


û'.= 


7 


en  appelant  li\  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l'arbre  de  la 
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le  cas  du  marteau  frontal,  déierminer  la  résistance  de  la  ma- 
tière à  la  compression, 

La  théorie  précédente  des  divers  genres  de  marteaux  s'ap- 
plique aux  moulins  à  pilons  des  papeteries,  aux  foulons,  qui 
ne  sont,  à  proprement  parler,  que  des  marteaux  à  bascule  ou 
à  soulcvemenl,  et,  en  ajant  égard  aux  dispositions  particu- 
lières de  chaque  usine,  on  n'éprouvera  aucune  difficulté  pour 
CCS  applications. 

42.  Cas  où  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage. 
—  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  moteur  agissait  direc- 
tement sur  l'arbre  à  cames,  ainsi  .qu'il  arrive  ordinairement 
dans  la  plupart  des  forges  où  cet  arbre  porte  la  roue  hydrau- 
lique; mais  on  construit  souvent  aujourd'hui  des  marteaux 
dont  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur 
celui  de  la  roue  hydraulique. 

Par  suite  de  cette  disposition,  il  se  produit  à  chaque  coup 
de  marteau  un  choc  entre  les  dents  de  l'engrenage  et  une 
perte  de  force  vive  dont  il  faut  savoir  tenir  compte.  C'est  ce 
qui  sera  facile  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  au  n"  2o,  pour 
le  cas  des  moulins  à  pilons  ou  des  bocards  à  engrenage. 

En  effet,  en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  el 
nommant 

N  l'effort  exercé  par  le  marteau, 

S,  l'effort  exercé  à  un  instant  quelconque  sur  la  dent  du  pi- 
gnon de  l'arbre  à  cames, 
*■  le  rayon  de  ce  pignon, 
on  aura,  pour  l'équation  d'équilibre  autour  de  l'arbre  à  cames, 


S,r— ^MR-r:3  NR -^/p(S, -h  N), 

en  supposant,  par  exemple,  que  les  efforts  s,  et  N  sont  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens;  d'où  l'on  tirera 
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et  par  suite 

KM'R'a)-(û-w)MR» 


j 


Si  dt  = 


r—fP 


en  se  rappelant  les  notations  adoptées  aux  n<^'  28  et  suivants. 
Autour  de  Farbre  de  l'engrenage  moteur^  on  aura  une  rela- 
tion analogue»  et,  en  appelant 

Ms  la  masse  de  Teau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 
inertie  pendant  le  choc, 

Ri  la  distance  à  laquelle  elle  est  placée  de  l'axe  de  rotation, 

R''  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engre- 
nage montée  sur  Tarbre  de  la  roue  hydraulique, 

lr\m  =  M'^R*''  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue  hy- 
draulique et  de  tout  son  équipage, 

12i  et  <ùi  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avant  et  après  le 
choc, 

/i  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  ses  tourillons  et 
leurs  coussinets, 

Pt  le  rayon  des  tourillons, 

n  et  n!  les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon, 

/le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents, 

il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 

[MtR.{R»-/.p.)-i-M,R''»](û,-«.) 

=  (R''-/p.+rR^7r^')  fs^dj. 

Or,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  qui  sont  toutes  deux 

du  premier  degré,  on  éliminera  /  Si  dt,  et  il  ne  restera  qu'une 

relation  entre  les  quatre  vitesses  angulaires  ûi,  eoi,  û  et  gj, 
auxquenej^  on  devra  joindre  d'abord 

R"i2.  =  RÛ,    R'^wi^rRo) 
et 

*  2 

en  appelant  il\  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l'arbre  de  la 
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le  cas  du  marleau  Trontal,  délermincr  la  résislance  de  la  ma- 
tière à  la  compression. 

La  ihéorie  précédente  des  divers  genres  de  marteaux  s'ap- 
plique aux  moulins  à  pilons  des  papeteries,  aux  foulons,  qiù 
ne  sont,  à  proprement  parler,  que  des  marteaux  à  bascule  ou 
à  soulèvement,  et,  en  ayant  égard  aux  dispositions  particu- 
lières de  chaque  usine,  on  n'éprouvera  aucune  difOcuUé  pour 
ces  applications. 

42.  Crtï  où  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage. 
—  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  moteur  agissait  direc- 
tement sur  l'arbre  à  cames,  ainsi  .qu'il  arrive  ordinairemenl 
dans  la  plupart  des  forges  où  cet  arbre  porte  la  roue  hydrau- 
lique; mais  on  construit  souvent  aujourd'hui  des  marteaux 
dont  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur 
celui  de  la  roue  hydraulique. 

Par  suite  de  cette  disposition,  il  se  produit  à  chaque  coup 
de  marteau  un  choc  entre  les  dénis  de  l'engrenage  et  une 
perte  de  force  vive  dont  il  faut  savoir  tenir  compte.  C'est  ce 
qui  sera  facile  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  au  n"  25,  pour 
le  cas  des  moulins  à  pilons  ou  des  bocards  à  engrenage. 

En  effet,  en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  ei 
nommant 

N  l'efTorl  exercé  par  le  marteau. 

Si  l'effort  exercé  à  un  inslanl  quelconque  sur  la  dent  du  pi- 
gnon de  l'arbre  à  cames, 
r  le  rayon  de  ce  pignon, 
on  aura,  pour  l'équation  d'équilibre  autour  de  l'arbre  à  cames. 


MR'^NR-^/p(S,  +  N), 


en  supposant,  par  exemple,  que  les  efforts  s,  et  N  sont  paral- 
lèles et  dirigés  dans  le  même  sens;  d'où  l'on  tirera 
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et  par  suite 


'     ,       KM'R'(k)-(i2-(k))MR» 
Si  at  = 7; 9 

'•— /P 


en  se  rappelant  les  notations  adoptées  aux  n***  28  et  suivants. 
Autour  de  Tarbré  de  Tengrenage  moteur^  on  aura  une  rela- 
tion analogue,  et,  en  appelant 

Ms  la  masse  de  Teau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 
inertie  pendant  le  choc, 

Ri  la  distance  à  laquelle  elle  est  placée  de  l'axe  de  rotation, 

R''  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engre- 
nage montée  sur  l'arbre  de  la  roue  hydraulique, 

lr\m=z  M'^R'^*  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue  hy- 
draulique et  de  tout  son  équipage, 

12i  et  (ùt  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avant  et  après  le 
choc, 

/i  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  ses  tourillons  et 
leurs  coussinets, 

Pt  le  rayon  des  tourillons, 

n  et  n'  les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon, 

/le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents, 

il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 

[MiR.(R,-/.p.)  +  M,R''»](û,-(k).) 

Or,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  qui  sont  toutes  deux 

du  premier  degré,  on  éliminera  /  S,  dt,  et  il  ne  restera  qu'une 

relation  entre  les  quatre  vitesses  angulaires  ûi ,  a)i ,  û  et  cj, 
auxquaHe^  on  devra  joindre  d'abord 

R"i2.  =  RÛ,    R''û),  =  R&) 
et 


Q.\  = 


9 


en  appelant  H\  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l'arbre  de  la 
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le  Ciis  du  luarieau  frontal,  déterminer  la  résislance  de  la  ma- 
tière à  la  compression. 

La  théorie  précédente  des  divers  genres  de  marteaux  s'ap- 
plique aux  moulins  à  pilons  des  papeteries,  aux  foulons,  qui 
ne  sont,  à  proprement  parler,  que  des  marteaux  à  bascule  ou 
à  soulèvement,  et,  en  ayant  égard  aux  dispositions  particu- 
lières de  cliaque  usine,  on  n'éprouvera  aucune  difficulté  pour 
ces  applications. 

42.  Cas  oit  l'arbre  à  cames  est  conduit  par  un  engrenage. 
—  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  moteur  agissait  direc- 
tement sur  l'arbre  à  cames,  ainsi  .qu'il  arrive  ordinairemenl 
dans  la  plupart  des  forges  où  cet  arbre  porte  la  roue  hydrau- 
lique; mais  on  construit  souvent  aujourd'hui  des  marteaux 
dont  l'arbre  a  cames  est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur 
celui  de  la  roue  hydraulique. 

Par  suite  de  celte  disposition,  il  se  produit  à  chaque  coup 
de  marteau  un  choc  entre  les  dents  de  l'engrenage  et  une 
perte  de  force  vive  dont  il  faut  savoir  tenir  compte.  C'est  ce 
qui  sera  facile  en  raisonnant  comme  on  l'a  fait  au  n"  S5,  pour 
le  cas  des  moulins  à  pilons  ou  des  bocards  à  engrenage. 

En  effet,  en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  et 
nommant 

N  l'effort  exercé  par  le  marteau, 

S,  l'effort  exercé  à  un  instant  quelconque  sur  la  dent  du  pi- 
gnon de  l'arbre  à  cames, 
r  le  rayon  de  ce  pignon, 
on  aura,  pour  l'équation  d'équilibre  autour  de  l'arbre  à  cames, 


en  supposant,  par  exemple,  que  les  efforts  j,  et  N  sont  panl- 
lèles  et  dirigés  dans  le  même  sens;  d'où  l'on  tirera 


'  N(K+yp)+^MR' 


S,= 


dt  _  dt   R'-/'p'' 
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et  par  suite 

r^    ,        KM'R'a)-(i2-û))MR» 

en  se  rappelant  les  notations  adoptées  aux  n***  28  et  suivants. 
Autour  de  l'arbre  de  l'engrenage  moteur^  on  aura  une  rela- 
tion analogue,  et,  en  appelant 

Ms  la  masse  de  l'eau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 
inertie  pendant  le  choc, 

Ri  la  distance  à  laquelle  elle  est  placée  de  l'axe  de  rotation, 

R''  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engre- 
nage montée  sur  l'arbre  de  la  roue  hydraulique, 

lr\m=z  M'^R*'*  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue  hy- 
draulique et  de  tout  son  équipage, 

12t  et  G)i  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avant  et  après  le 
choc, 

/i  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  ses  tourillons  et 
leurs  coussinets, 

Pi  le  rayon  des  tourillons, 

n  et  n!  les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon, 

/le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  dents, 

il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 

[MiR.(R.-/.p.)-f-M,r»](û,-û).) 

Or,  entre  cette  équation  et  la  précédente,  qui  sont  toutes  deux 

du  premier  degré,  on  éliminera  /  Si  dt,  et  il  ne  restera  qu'une 

relation  entre  les  quatre  vitesses  angulaires  ûi ,  coi ,  û  et  cj, 
auxqueflej^oli  devra  joindre  d'abord 

R"ii.  =  RÛ,    R''û),  =  R&) 

et 

^,      û,  -+-  (ùi 

LZ.  =  r, 

*  2 

en  appelant  û\  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l'arbre  de  la 
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roue  hydraulique  dédiiile  de  l'observation,  et  qui  esl  d'ailleurs 
liée  à  celle  de  l'arbre  à  cames  par  la  relation  R"ii',  =  US1'. 

On  aura  donc  ainsi  quaire  équations,  à  l'aide  desquelles  on 
obtiendra  facilemeni  l'expression  des  vitesses  angulaires  Q, 
et  tiii  de  l'arbre  de  la  roue  hydraulique,  avant  et  après  le  choc, 
en  fonction  de  sa  vitesse  moyenne  û',  et  de  quantités  connues, 
et  l'on  en  déduira  la  valeur  de  la  force  vive  consommée  par 
cet  arbre  pendant  le  choc  et,  par  suite,  celle  de  la  quantité  de 
travail  correspondante 

que  le  moteur  doit  développer  à  chaque  choc. 

Le  reste  du  calcul  se  continuera,  dans  ce  cas,  comme  nous 
l'avons  déjà  indiqué,  sans  offrir  aucune  difficulté  particulière. 

Des  machines  à  percer,  à  découper,  à  étamper  et  à  frapper 
les  monnaies. 


43.  Description  sommaire.  —  On  emploie,  dans  les  ateliers 
de  construction  et  dans  les  arsenaux,  des  machines  à  découper, 
ou  emporte-pièces,  de  différents  genres,  qui  se  distinguent 
les  unes  des  autres  par  leurs  dispositions  particulières,  mais 
qui  agissent,  en  général,  par  le  choc  d'une  masse  animée  d'une 
grande  vitesse,  ou  plutôt  d'une  force  vive  considérable,  sur  la 
matière  à"enlever. 

Un  des  appareils  de  ce  genre  le  plus  fréquemment  usité  esl 
le  balancier  à  découper  {fig.  i  r5  )  mû  par  des  hommes.  II  en 
existe  un  grand  à  l'Arsenal  d'Artillerie  et  un  petit  à  l'Arsenal 
du  Génie  à  Metz.  Nous  les  prendrons  pour  exemples  de  la 
marche  à  suivre  dans  le  calcul  de  ces  sortes  de  machines,  et 
il  sera  facile  ensuite  d'en  déduire  la  manière  dont  pn  devrail 
procéder  dans  d'autres  cas. 

L'outil  destiné  à  percer  ou  à  découper  un  trou  dans  des 
pièces  de  métal  est  ordinairement  en  acier  fondu  trempé;  il 
porte  le  nom  de  poinçon  et  se  termine  inférieurement  par 
une  face  plane  perpendiculaire  à  la  direction  de  son  mouve- 
ment, et  dont  le  contour  a  exactement  la  forme  du  trou  que 
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5o5 


l*on  veut  obtenir.  A  partir  du  iranchani,  le  poinçon  se  rétrécit 
un  peu  vers  le  haut,  afin  que,  après  son  passage  dans  le  trou 
qu'il  fait,  la  reste  du  corps  de  l'outil  n'éprouve  aucune  résis- 
tance latérale.  Ce  poinçon  s'engage,  par  une  portion  tronco- 
nique  ou  cylindrique,  dans  une  pièce  plus  forte  nommée 


im^ 


iî.^.>. 


mandrin  ou  emprunt;  il  y  est  arrêté  soil  avec  des  vis,  soit 
avec  une  clef,  ou  cheville,  qui  les  traverse  tous  les  deux.  Le 
mandrin  et  te  poinçon  qui  y  est  fixé  s'élèvent  verticalement 
et  sont  guidés  dans  ce  mouvement  par  des  coulisses  prisma- 
tiques ou  cylindriques,  adaptées  aux  supports  du  halancier  et 
parfaitement  ajustées. 

Le  mouvement  d'ascension  du  mandrin  est  produit  par  celui 
d'une  vis  en  fer  à  Hlets  carrés,  qui  est  liée  au  mandrin;  mais, 
comme  la  vis  tourne  en  s'élevant  et  en  descendant,  tandis 
que  le  mandrin  et  le  poinçon  ne  doivent  avoir  qu'un  mouve- 
ment vertical,  on  assemble  ces  deux  pièces  au  moyen  d'un 
collet  à  vis,  qui  ne  les  rend  solidaires  que  dans  le  sens  verti- 
cal et  permet  à  la  vis  de  tourner  sur  elle-même,  tandis  que  le 
mandrin,  retenu  par  ses  coulisses  ou  guides,  ne  peut  que 
descendre  ou  monter  verticalement. 


SoG  GODRS   SB   MeCAKIQDB 

La  vis  à  plusieurs  Olets,  ordinairement  au  nombre  de  trois 
ou  quatre,  traverse  un  écrou  en  bronze,  logé  dans  le  chapeau, 
qui  réunit  les  deux  montants  du  balancier,  et  sa  tète  esteQ< 
gagée  dans  un  grand  levier  en  fer  dont  les  deux  extréml» 
portent  des  masses  sphériques  ou  lenticulaires,  destinées 
augmenter  le  moment  d'inertie  des  pièces  qui  tournent  avec 
la  vis.  C'est  de  ce  levier  ou  balancier  que  la  machine  tire  son 
nom. 

Le  support  de  la  machine,  ordinairement  en  métal,  se  com- 
pose de  deu!t  montants  réunis  par  un  chapeau  et  par  une  se- 
melle; le  tout  est  coulé,  le  plus  souvent,  d'une  seule  pièce, 
et  posé  sur  un  massif  solide  en  maçonnerie  ou  en  charpente. 
La  semelle  présente,  en  dessous  de  la  vis,  une  ouverture  sur 
laquelle  se  place  une  plaque  plus  ou  moins  épaisse,  selon  les 
cas,  et  que  l'on  nomme  porte-matrice,  et  dans  laquelle  se  fisc, 
à  l'aide  d'une  vis,  la  matrice,  dont  l'ouverture  est  précisé* 
ment  de  mêmes  dimensions  que  le  poinçon;  celle-ci,  qui 
doit  être  en  acier  fondu  trempe,  se  place  avec  le  plus  grand 
soin,  de  manière  que  le  poinçon  la  traverse  sans. frotte- 
ment. 

D'après  cette  description  succincte,  le  jeu  de  la  machine 
est  facile  à  concevoir.  Des  hommes,  agissant  à  l'extrémilédu 
levier,  soit  directement  à  bras,  soit  par  l'intermédiaire  de 
tiraudes,  impriment  à  la  vis  et  à  son  équipage  une  Titesse 
de  rotation  et,  par  suite,  une  force  vive  considérable.  Au  travail 
qu'ils  développent  s'ajoute  celui  de  la  gravité,  diminué  de 
celui  que  consomme  le  frottement  des  filets.  Le  poinçon  at- 
teint la  pièce  à  percer  ou  à  découper,  que  l'on  a  poussée  sur 
la  matrice,  e(,  en  vertu  de  la  force  vive  acquise  par  le  système 
et  quelquefois  de  l'effort  que  les  hommes  exercent  encore 
pendant  le  percement,  il  pénètre  à  travers  la  matière  et  en  dé- 
tache une  partie  de  même  dimension  que  le  volume  engendré 
par  sa  surface  tranchante.  La  vitesse  de  descente  et  de  rota- 
tion de  la  machine  est  considérablement  diminuée  à  la  Gn  du 
percement;  mais,  passé  ce  terme,  la  résistance  devenant 
nulle,  le  mouvement  s'accélère  de  nouveau,  jusqu'à  l'instant 
où  la  machine  est  arrêtée,  soit  par  un  obstacle  Oxc,  qui  éieinl 
en  pure  perte  la  force  vive  qu'elle  possède  encore,  soit  p*' 
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des  ressorts  qui  lui  en  restituent  une  portion  plus  ou  moins 
grande. 

Cela  posé,  on  voit  qu'une  même  descente  de  la  vis  corres- 
pond à  trois  périodes  distinctes  de  mouvement,  qu'il  faut 
examiner  à  part.  Dans  la  première,  relative  à  la  descente  de  la 
vis  et  de  son  équipage,  depuis  le  moment  où  le  moteur  com- 
mence à  agir  jusqu'à  celui  où  le  poinçon  atteint  la  pièce  à 
pfercer,  le  mouvement  s'accélère  par  l'action  simultanée  et 
successive  des  hommes  et  de  la  gravité.  Dans  la  deuxième, 
correspondant  à  toute  la  durée  du  percement,  le  mouvement 
se  relarde  jusqu'à  l'instant  où,  la  pièce  à  découper  étant  tra- 
versée, la  troisième  période  commence,  et  le  mouvement  s'ac- 
célère de  nouveau  jusqu'à  ce  qu'il  soit  tout  à  fait  éteint  par  des 
arêtes  fixes  ou  par  des  ressorts. 

Nous  allons  examiner  successivement  ce  qui  se  passe  dans 
chacune  de  ces  trois  périodes. 

44.  Théorie  du  balancier  à  découper  ordinaire.  Première 
période  du  mouvement,  —  A  cet  effet,  appelons  : 

Q  le  poids  de  la  vis,  du  balancier,  des  sphères,  du  man- 
drin, etc.; 
r'  le  rayon  moyen  des  filets  de  la  vis  ; 
h'  le  pas  ; 

a  l'angle  d'inclinaison  du  filet  moyen  à  l'horizon; 
r  la  distance  à  l'axe  de  la  vis  d'un  élément  quelconque  de 

masse  m; 
«  la  vitesse  angulaire  à  un  instant  quelconque  de  la  descente 

de  la  vis; 
(ù'  la  vitesse  angulaire  au  moment  où  le  poinçon  atteint  la  pièce 

et  où  le  choc  et  le  percement  commencent; 
H  la  hauteur  totale  dont  le  système  est  descendu  à  cette 

époque;  '^ 

P  l'effort  variable  exercé  par  les  hommes  sur  le  levier  dans  le 

sens  de  Tare  décrit  ; 
ds  Tare  élémentaire  décrit  dans  dt  par  le  point  d'application 

de  P. 

Pendant  la  descente,  la  pression  sur  les  filets  de  la  vis  se 
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borne  à  son  poids  Q,  dont  la  composante  QsinK,  panltèld 
aux  filets,  tend  à  la  faire  glisser,  tandis  que  le  frottemeoi  qaT 

I  résulte  de  la  composante  Qcosix,  normale  à  ces  ûlets,  s'of 

rpose  à  ce  mouvement. 

L'effopl  p  horizontal  et  tangemiel  au  cj'lindre  du  rayon  i* 

[  qu'il  faut  exercer  pour  faire  descendre  la  vis,  a  pour  expression 

f  Ivoir  n"  73  et  suivants,  Section  III) 


P_n/-tang«  _         .^tang-g 
'^"^  i+/tang«  --^^  i+/langa 

A' 
expression  qui,  attendu  que  tanga= ;; 


-Qt£ 


-f<^-. 


Cet  effort  agissant  horizontalement,  si  la  vis  descend  d'ui 
^uteur  H,  son  point  d'application  parcourra  un  arc  égal  à 


le  travail  consommé  dans  ce  déplacement  par  la  résistance  di 
a  vis  sera 


■'=/C!- 


nr'  -hfh'  h' 


-QH  (■). 


(')  Froitemutt  de  lavis  dans  te  mouvement  varié. —  L'eiproagion  du  frolM' 

menl  donnée  dans  le  texte  convient  au  monvcment  unirarme.  Dans  l'eienpli 

traité,  lu  moavement  est  variable,  et  il  en  est  de  même  de  la  pression  norniib 

ir  les  filets;  celle-ci  peut  changer  de  siBoe,  ponJant  la  course,  ce  qui  eiif" 


une  disci 
SnppoB 


e  la^ 


iaque  , 


appni 


u  de  haut  ei 


di^\ 


Au  tatrjea  de  cette  expressiOD,  on  pc 
en  ap)>liquant  le  principe  des  forces 
p.  S09,  il  faut  aji 


Bociind  membre  la  quantité  Ji*''Q 


ce  qui  r«ïi 
membre  - 


^.-     (K.) 


il  dn  frotlemenl  yN: 

,  dans  l'équation  (1)1 

.,  i  remplacer  dans  le  prtDio 
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Pendant  cette  même  période,  la  puissance  motrice  développe 
la  quantité  de  travail 


/■ 


qui  doit  être  prise  depuis  s  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  s  qui  cor- 
respond à  l'arc  total  décrit  par  le  point  d'application  de  P  pen- 
dant l'action  du  moteur.  Cette  quantité  de  travail  est,  par 
exemple,  celle  que  peuvent  livrer  les  hommes  à  chaque  coup 
de  balancier. 

Quant  à  la  variation  de  la  force  vive,  il  est  clair  que,  la  ma- 
chine étant  partie  du  repos  et  ayant  acquis  dans  le  sens  hori- 
zontal une  vitesse  angulaire  o»'  à  l'instant  où  le  poinçon  atteint 
la  malière  à  percer,  elle  possédera  à  ce  moment,  dans  ce 
sens,  une  force  vive  de  rotation  exprimée  par  w'*  2  mr*. 

Mais  ces  pièces  sont  en  outre  animées  d'une  vitesse  de  des- 


(ùh' 


cente  commune  et  verticale  égale  à pour  un  instant  quel- 

27r 


'A' 


conque,  et  à  — ^  pour  celui  que  l'on  considère,  ce  qui  cor- 
respond  à  une  force  vive  acquise  dans  le  sens  «ipirtical  et 


égale  à 

47:*      g      4^ 


V 


M  w'  s—.  =  —  («>'*  — 


en  appelant  M  =  —  la  masse  totale  de  la  vis  et  de  tout  son 

équipage. 

D'après  ce  qui  précède,  le  principe  des  forces  vives,  appli- 
qué à  cette  première  période,  nous  donnera  l'équation 

On  remarquera  que,  dans  cette  descente  de  la  vis,  nous 
avons  négligé  de  tenir  compte  de  la  quantité  de  travail  con- 
sommée par  le  frottement  contre  la  lunette  qui  lie  le  man- 
drin à  la  vis,  parce  qu'il  est,  dans  ce  cas,  extrêmement  faible. 
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L'équation  précédenie  donnera  la  vitesse  angulaire  u'  à  I' 
'  stanl  où  le  poinçon  alteinl  la  pièce  à  percer,  lorsque  l'on  c< 
naîtra  la  quantité  de  travail  livrée  par  le  moteur  ù  chaque  cau| 
de  balancier.  On  sait,  par  exemple,  d'après  les  observatioi 
de  Coulomb  et  d'autres  ingénieurs,  qu'un  homme  agissant 
alternativement  sur  une  tiraude  développe  une  quantité 
moyenne  de  travail  de  5^"",5o  par  seconde,  à  raison  de  hui 
heures  de  travail  par  jour.  Lors  donc  qu'on  aura  observé  le 
nombre  de  pièces  découpées,  dans  un  temps  donné  de  travail 
suivi,  on  en  déduira  le  nombre  de  coups  par  seconde,  et,  par 
suite,  la  quaniilé  de  travail  livrée  par  le  moteur  à  la  machiDft 
pour  chaque  coup. 

A  l'inverse,  si,  à  l'aide  d'appareils  particuliers,  on  pouvait 
déterminer  immédiatement  lo',  l'équalion  ci-dessus  dooneraU 

la  quantité  de  travail  /  Prfj  développée  par  le  moteur. 

45.  Deuxième  période  du  mouvement.  —  Passons  mainte- 
nant à  la  deuxième  période,  pendant  laquelle  le  poinçon 
nèlre  dans  la  matière,  et  appelons 

F  la  force  de  réaction  ou  la  résistance  totale  de  la  matière  au 

percenieni,  à  un  instant  quelconque  du  mouvement; 
e  l'épaisseur  de  la  pièce  à  découper  au  même  instant; 
c  le  contour  de  l'ouverture  ou  de  la  partie  à  enlever  :  c'est 

aussi  celui  du  poinçon; 
K  un  coerficient  constant  dépendant  de  la  nature  de  la  matière 

découpée. 

Nous  admettrons,  jusqu'à  ce  que  l'expérience  ait  prononcé, 
que  la  résistance  F  esta  chaque  instant  proportionnelle  au  con- 
tour c,  à  l'épaisseur  e  et  au  coefficient  K,  de  sorte  que  nous 

r  =  Kce. 

On  voit  que,  dans  cette  expression,  K  représente,  à  propre- 
ment parler,  la  résisuncc  de  l'unité  de  surface  à  découper. 
D'après  cela  {Jîg.  ii6) 

£  étant  l'épaisseur  totale  de  la  pièce  à  percer; 
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h  la  hauteur  totale  dont  le  poinçon  est  descendu  à  l'instant 
du  percement  que  Ton  considère,  H  conservani  la  signiSca- 
tioD  précédente» 

Fig.  ]i6. 
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la  profondeur  de  Timpression  ou  le  chemin  parcouru  dans 
le  sens  de  F  Jusqu'à  l'instant  que  nous  considérons,  sera  h — H, 
et  Ton  aura 

er-^E-(A  — H); 

par  conséquent,  la  quantité  de  travail  développée  dans  l'élé- 
ment de  temps  dt  par  la  résistance  F  sera 

FrfA  =  K  cedh  =--  Kc{E-h¥L  — h)d/i; 

et,  en  intégrant  depuis  A  =:=  H  jusqu'à  A  =:  H  -f-  E,  on  a,  pour 
le  travail  total  de  F  pendant  le  percement. 


/ 


FrfAr^Kc  — 


Cela  posé,  à  un  instant  quelconque  du  percement,  la  vis 
éprouve,  de  la  part  de  la  matière,  la  résistance  F  dirigée  en 
sens  contraire  de  son  mouvement  de  descente,  qui  se  retarde, 
dans  l'élément  du  temps,  dans  le  sens  vertical  et  dans  le  sens 
horizontal;  et  si  nous  désignons  par  dcù  la  variation  de  la  vi- 


«f^^ 
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lesse  angulaire  horizontale,  celle  de  la  vitesse  verticale  s 

^     ''' 
Clù)  ~^- 

L'inertie  de  la  masse  totale  -  de  la  vis  et  de  son  équipage  lend 

à  s'opposer  à  ce  relard  avec  une  intensité  mesurée  à  chaque 
instant  par 

K.  r*^  ™  -  ^ ^'::  M  —  I''  9  ''". 


^11  s  (il' 


le  poids  Q  de  la  vis  se  joint  d'ailleurs  ici  aux  forces  d'inertll 
pour  entretenir  le  mouvement  de  descente,  et  la  résisUoci 
que  la  vis  éprouve  dans  le  sens  vertical  a  pour  expression 


F- 


Q  rfw  _ 

:gdc~ 


Nous  la  représenterons  provisoiremenl,  et  pour  simplifier 
les  formules,  par  q,  et  nous  aurons  à  expjimer  qu'à  chaque 
slani  du  percement  il  doit  y  avoir  équilibre  entre  cette  ré; 
tance,  les  frottements  qui  en  résultent  d'une  part,  et  de  l'autri 
entre  les  forces  d'inertie  tangentielles  ou  de  rotation  qui  teo* 
dent  à  entretenir  le  mouvement,  auquel  s'ajoute  f'efforl  P, 
développé  par  le  moteur  pendant  le  percement. 

On  remarquera  d'abord  que,  la  résistance  q  éprouvée  par  II 
vis  agissant  de  bas  en  haui,  les  filets  seront  appuyés  par  leur 
surface  supérieure  contre  la  face  inférieure  de  ceux  de 
crou,  et  il  est  facile  de  voir,  en  suivant  la  marche  indiquée 
dans  la  Section  III,  que  l'effort  p,  tangeniiel  au  cylindre  àes 
filets  moyens  de  rayon  r',  qu'il  faut  exercer  à  chaque  ïnsianl 
poiir  faire  descendre  la  vis,  a  pour  expression  ■ 

Si  la  vis  descend  de  la  quantité  élémentaire  dh  dans  l'in- 
stant dt,  le  point  d'application  de  celte  force  p  parcourra  11 

chemin  élémenlaire  ds  =  —p—  dh,  de  sorte  qu'elle  dévelop- 
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pera,  dans  réiément  du  (emps,  une  quantité  de  travail 

o.Tzr'  f-\-  h!  iTTr'   ,, 

Ç 7 — 7TT  —rr-  "'«• 

^  27rr  — //i      n 

Le  mandrin  est  pressé  contre  le  bout  de  la  vis,  pendant  le  per- 
cément,  par  un  effort  exprime  par  F  h "777  "^^'  ^^* 

donne  lieu  à  un  frottement  analogue  à  celui  des  pivots.  En  ap- 
pelant p  le  rayon  de  ce  pivot  et/'  le  rapport  du  frottement  à 
la  pression  pour  les  surfaces  en  contact,  il  est  facile  de  voir 
que  cette  résistance  développera,  en  sens  contraire  du  mou- 
vement pendant  dt,  une  quantité  élémentaire  de  travail  me- 
surée par 


4/'( 


^        h    Q  d(ù       ^\  ?.7ro   ,, 
21:  g  dt  j    h' 


Enfin  le  frottement  que  nous  venons  d'évaluer,  et  qui  s'exerce 
sur  la  tête  du  mandrin,  tend  à  le  faire  tourner  et  à  presser  les 
oreilles  dont  il  est  garni  dans  les  coulisses  qui  les  guident; 
de  là  résulte  un  nouveau  frottement  qui  agit  dans  le  même 
sçns  que  la  résistance  F  et  qui,  en  appelant 

f  le  rapport  du  frottement  à  la  pression  pour  les  coulisses; 
/  la  distance  moyenne  des  oreilles  à  Taxe  de  rotation,. 

a  pour  expression 


/■/'(^-rj§-«)l?' 


Cette  résistance  consommera  dans  Télément  du  temps  la 
quantité  de  travail 

Mais  il  est  évident  qu'à  cause  de  la  petitesse  ordinaire  des 
quantités/',/"  et  du  rapport  j  on  pourra,  sans  erreur  no- 
table, négliger  ce  dernier  frottement,  dont  la  considération  ne 
compliquerait  au  reste  nullement  les  calculs. 
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D'une  aulre  part,  l'effan  moteur^  P  développera,  dans  le 
même  intervalle,  une  quantité  de  travail  mesurée  par 

pJs  r=  P  ^  (ih, 

K étant  le  rayon  de  l'arc  décrit  par  son  point  d'application;  et 
tes  forces  d'inertie  horizontales  ou  de  rotation  développeront 
dans  te  même  sens  la  quantité  de  travail 

numériquement  égale  à  la  moitié  de  la  variation  de  la  fore? 
vive  de  rotation  pendant  le  même  temps. 

Nous  aurons  donc,  pour  exprimer  qu'à  chaque  insianl  il  y 
a  équilibre  entre  les  différentes  forces  du  système  ou  qu'elles 
développent  des  quantités  de  travail  égales  en  sens  contraire, 
l'équation 

.        ■•/ ^  !■' 


-Pds  = 


-dl, 


ou,  eu  remplaçant  q  par  sa  valeur  </  =  F  - 


*■   Q  *,. 


■:*' 


dl,       h 

qui,  en  observant  que  -7-  ^  — 

^      (/(       21 


1^0  da 
2Tr  ^  dt 


r'-fk     I, 


L  g  2i\2ir'-//.'  ■■'    7J 

_      /•2.r'/+/,' 


-/*■ 


-if  A 
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OU,  en  posant^  pour  simplifier, 
27rr'-/A'      ^^-^  P-^'       27rr'-/i'   '        ^-^  ^  -  *^  ' 

équation  qui,  intégrée  pour  toute  la  durée  du  percement,  ou 
depuis  «  =  «' jusqu'à  («=:&)",  correspondant  respectivement 
àA=:HetA  =  H  -f-E,  nous  donnera 

=  ^(A/FrfA-A'QE). 

Dans  les  balanciers  ordinaires,  où  les  hommes  agissent  sur 
des  tiraudes  et  impriment  au  système  une  grande  vitesse  de 
rotation,  au  commencement  de  la  première  période,  en  bor- 
nant là  leur  action  sur  la  machine,  le  terme  /  Vds  est  nui 

pendant  la  durée  du  percement^  et,  dans  les  balanciers  où 
tes  hommes  agissent  à  la  main  sur  les  bras  du  levier  et  prolon- 
gent leur  effort  pendant  la  seconde  période,  le  travail  qu'ils 
développent  pendant  cette  période  est  très-faible  par  rapport 
à  celui  qui  correspond  à  la  variation  de  la  force  vive  ;  on  peut 

donc  presque  toujours  négliger  le  terme  /  Prf^par  rapport  au 

premier.  Il  en  est  de  même  du  terme  QE,  relatif  au  travail 
développé  par  le  poids  de  la  vis  et  de  son  équipage,  pendant 
le  percement,  attendu  que  E  est  toujours  très-petit. 

46.  Équation  à  employer  pour  les  balanciers  à  tiraudes,  — 
D'après  cette  observation,  Téquation  à  appliquer  aux  balan- 
ciers mus  par  des  hommes  qui  agissent  à  l'aide  de  tiraudes, 
pour  impiÉmer  une  certaine  vitesse  au  système,  qu'ils  aban- 
donnent ensuite  à  lui-même,  ainsi  que  cela  a  lieu,  notamment 
pour  celui  de  TArsenal  d'Artillerie  de  Metz,  se  réduira  à 


r 
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d'où  l'on  lirera         • 


/■ 


47.  Mode  à  suivre  pour  déterminer  le  coefficient  K  par  /'ea:- 
/>én>nce.  —  Lors  donc  que,  par  des  moyens  particuliers,  on 
aur.1  pu  délerminer  la  vitesse  angulaire  u"  à  la  fin  du  perce- 
ment, on  déduira  de  cette  équation  la  valeur  du  coeriicient 
constant  K,  ou  de  la  résistance  du  métal  découpé,  sur  l'unité 
de  surface  de  rupture,  el  l'on  pourra  vérifier,  par  la  compa- 
raison des  diverses  valeurs  de  K  correspondant  à  des  valeurs 
différenies  de  c  ei  de  E,  si  la  loi  que  nous  avons  admise 
précédemment  pour  la  résistance  au  percement  est  effective- 
ment  celle  qui  la  régit.  Cette  loi  étant  une  fois  vérifiée  et  la 
valeur  de  K  étant  ainsi  déterminée,  on  pourra  en  déduire  la 
quantité  de  travail  que  nécessite  le  percement  d'une  pièce 
d'une  épaisseur  donnée,  selon  un  contour  connu. 

48,  Moyens  à  employer  pour  déterm.iner  la  vitesse  angulaire 
à  la  fin  du  percement.  —  Il  est  en  général  assez  difficile 
délerminer  la  vitesse  angulaire  w"  correspondant  à  la  fin  du 
percement  ;  mais  on  peut  cependant  y  parvenir  dans  dilTérenls 
cas,  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Il  arrive  d'abord  quelquefois  que  le  percement  ne  peut  s'ef- 
fectuer d'un  seul  coup  de  balancier,  et  que  par  conséquent  la 
vitesse  est  totalement  détruite  par  une  impression  ou  un 
découpage  partiel  de  la  pièce.  Dans  ce  cas,  on  fera  dans  f  équa- 
tion ci-dcàsus  u>"  =  o,  en  y  mettant  pour  E  la  valeur  corres- 
pondant à  la  profondeur  observée  de  pénétration.  Dans  d'autres 
cas,  le  percement  est  complet,  mais  la  vitesse  est  sensible- 
ment éteinte  à  la  fin  :  c'est  ce  qui  arrive  assez  souvent,  quand 
des  hommes  ont  à  découper  un  grand  nombre  de  pièces 
de  même  matière  et  de  mêmes  dimensions,  parce  qu'ils  ac- 
quièrent assez  d'habitude  pour  proportionner  leur  effort  à  la 
résistance  à  vaincre. 

Enfin  certains  balanciers,  et  particulièrement  celui  de  l'Ar- 
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senal  d^Artillerie  de  Metz,  sont  munis  de  dfspositions  spéciales 
qui  permellenl  de  déterminer  facilement  la  vitesse  w'\ 

49.  Disposition  particulière  du  balancier  de  VArsenal  d^Àr^ 
tillerie  de  Metz.  —  Sur  la  circonférence  décrite  par  celle  des 
sphères  qui  est  opposée  au  point  d'action  des  hommes,  on  a 
disposé  un  ressort  en  spirale,  contre  lequel  elle  vient  éteindre 
graduellement  sa  vitesse.  Si  Ton  suppose  que  ce  ressort  soit 
convenablement  proportionné  et  que  son  élasticité  ne  soit 
pas  notablement  altérée  par  ce  choc,  il  développera  en  se  dé- 
bandant, après  sa  compression,  une  quantité  de  travail  égale  à 
celle  que  le  système  aura  exercée  sur  lui  en  le  faisant  fléchir» 
et  la  vitesse  de  retour  qu'il  communiquera  à  la  vis  sera  sen- 
siblement égale  à  celle  avec  laquelle  elle  sera  venue  le  cho- 
quer; comme  il  sera  facile  d'observer  jusqu'à  quel  point  de  la 
circonférence  la  vis  ou  le  balancier  revient  dans  ce  retour,  on 
pourra  en  déduire  la  vitesse,  qui  a  été  restituée  au  système, 
et  qui  est  égale  à  la  vitesse  d'arrivée  que  l'on  cherche. 

En  effet,  en  appelant  tù'^  la  vitesse  angulaire  de  retour  cher- 
chée ;  H'^  la  hauteur  dont  la  vis  s'est  relevée  par  suite  de  l'action 
du  ressort  et  à  laquelle  correspond  une  vitesse  angulaire  nulle, 
il  est  facile  de  voir  que,  en  conservant  d'ailleurs  les  notations 
précédentes,  on  aura 

\  g  ^T^  /  '^^iTir' — f/i'  h' 

d'où  l'on  déduira  cù'". 

Gela  fait,  puisque  la  vis  ou  le  balancier  atteint  le  ressort  avec 
une  vitesse  angulaire  w'",  et  qu'à  partir  de  la  fin  du  percement 
jusqu'à  ce  moment  la  vis  n'est  sollicitée  que  par  son  poids  et 
par  le  frottement  des  filets  contre  l'écrou,  on  aura,  en  nom- 
mant H'  la  hauteur  dont  elle  descend,  depuis  la  fin  du  perce- 
ment jusqu'à  l'instant  où  elle  rencontre  le  ressort,  hauteur 
qui  est  donnée  par  l'observation  directe, 


r 
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d'où  l'on  déduira  la  vitesse  cherchée  w"  correspondant  i 
fin  du  percement. 

Cette  méthode  suppose,  comme  on  le  voit,  que  le  ressorti 
conserve  son  élasticité  et  que,  pendant  sa  llexion  et  son  dé-T 
bandemeni,  il  ne  se  développe  pas  de  frottements  ou  de  résis- 1 
tances  capables  d'altérer  notablement  la  vitesse  de  retour;  \ 
mais  il  arrive  souvent  dans  la  pratique  que  les  choses  sont  dis- 1 
posées  d'une  manière  moins  convenable,  et  voici  comment  on  \ 
devra  s'y  prendre  pour  tenir  compte  des  résistances. 

On  observera  d'abord  jusqu'à  quelle  position  le  ressort  ren- 
voie le  levier  pendant  le  travail  habituel  de  la  machine,  puis, 
en  relevant  la  vis  à  diverses  hauteurs  et  l'abandonnant  à  son 
poids,  on  déterminera,  par  làlonnemenis,  jusqu'à  quelle  hau- 
teur il  a  fallu  l'élever  pour  que  le  ressort  renvoyât  le  levier  à  11 
même  distance  que  pendant  le  travail.  Cela  fait,  la  formule 

'        \  a  i''^'/  ■' ^  %T.r' -i- fk'   h' 

dans  laquelle  on  mettra  pour  H"  la  hauteur  de  relèvement, 
déterminée  comme  ci-dessus,  donnera  la  valeur  de  la  viiessa 
angulaire  a"',  avec  laquelle  le  balancier  vient  à  la  Qn  de  chaque 
opération  rencontrer  le  ressort.  On  procédera  ensuite  à  laf^ 
cherche  de  lo",  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

bO.  Appareils  qui  donnent  directement  la  vitesse  à  un  in 
stant  quelconque  du  mouvement.  —  Il  existe  d'autres  moyens  I 
plus  commodes  et  plus  précis  de  déterminer,  a  un  instant  | 
quelconque  de  l'une  des  trois  périodes  du  mouvement  du  ba- 
lancier, la  vitesse  de  descente  ou  la  vitesse  angulaire  dont  il 
est  animé.  Ils  consistent  en  général  dans  la  combinaison  d'un 
mouvement  connu  avec  le  mouvement  à  déterminer,  d'où 
l'on  déduit  une  courbe  qui  représente  la  relation  continue 
entre  le  temps  et  l'espace  parcouru,  et  qui,  par  l'inclinaison 
de  ses  tangentes,  permet  de  déterminer  pour  chaque  position 
la  vitesse  angulaire.  A  l'aide  de  ces  appareils,  on  conoaltr» 
donc  la  vitesse  à  la  fin  de  la  première  période,  et  l'on  pourra 
déduire,  de  l'équation  qui  y  est  relative,  la  quantité  de  travail 
/  Pds  imprimée  par  le  moteur  à  chaque  coup  du  balancier; 
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pois,  connaissant  la  vitesse  au  commencement  et  à  la  fin  de 
duque  percement,  on  conclura,  de  l'équation  relative  à  cette 

période,  la  quantité  de  travail  /  Fdh  =Ec —  consommée  par 

krésistance  de  la  matière,  et  par  suite  la  valeur  de  K. 

SI.  Balancier  à  élamper,  à  battre  les  monnaies.  —  Lors- 
fa'il  s'agit  des  balanciers  à  étamper,  a  battre  les  monnaies  ou 
1  Taire  des  empreintes  [Jig.  117),  la  vitesse  à  la  Un  de  chaque 


opération  est  toujours  nulle;  mais  il  faut  observer  qu'alors  la 
i&istance  F  suit  une  loi  différente.  On  peut  admettre,  dans  ce 
Cas,  qu'elle  est  proportionnelle  à  l'aire  ou  à  l'amplitude  de  l'im- 
pression et  a  la  profondeur  e  de  cette  impression,  et  qu'elle 
est  représentée  par  F  =  Kac,  et  son  travail  total  par 


ÇFd/i  =  K  Çaede=^ 


|e  coefficient  K  exprimant  alors  la  résistance  par  mètre  carré 
4tt1a  matière  à  la  compression. 

On  procédera,  d'ailleurs,  au  reste  du  calcul  comme  dans  le 
cas  précédent. 
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52.  Résultats  d'expériences.  —  Nous  lermînerooj 
nous  avons  à  dire  sur  les  machines  à  percer  ei  à 
rapportant  ici  succinclement  quelques  résutlats  d'ei^ 
obtenues,  avec  le  balancier  de  l'Arsenal  de  l'Arlillerif^ 
par  M.  Morin,  à  l'aide  de  l'observation  de  la  loi  du  n 
F'Verlical  de  descente  de  la  vis  pendant  les  diverses  p 
En  laissant  d'aboi-d  descendre  la  vis  sous  la  seule  î 
ion  poids,  et  déterminant  avec  un  appareil  clironoM 
à  style  la  vitesse  acquise  après  une  hauteur  de  i 
connue,  il  a  trouvé  que  le  rapport  du  frottement  à 
sion  pour  celte  vis  et  son  écrou ,  enduits  de  suif  ifl 
était/=  o,io,  ainsi  que  le  montrent  les  expériences  d 
faites  sur  le  froltement  des  surfaces  planes  de  mèmeû 
dans  le  même  état  ;  ce  qui  vérifie  la  théorie  du  froitemefl 
vis  à  filets  carrés,  développée  dans  la  Section  Ifl.  Eilofi| 
vant  ensuite  de  la  même  manière  ta  vitesse  que  cinq  hom 
habituellement  employés  a  celte  machine,  lui  imprimtioil 
chaque  coup  et  à  l'aide  de  ta  formule  {■]  du  n°  kk,  il  G 
conclu  que  la  quantité  de  travail  développée  par  chacun  4 
et  à  chaque  coup  de  balancier  était  moyennement  de  i5* 

Enfm,  en  déterminant  la  vitesse  possédée  par  la  vis  avl 
et  après  le  percement  de  plaques  en  fer  el  en  plomb  6 
verses  épaisseurs  et  à  l'aide  de  l'équation  (3)  du  n°  46, 
reconnu  que  l'hypothèse  admise  au  n°  45,  sur  la  loi  de  la  ^ 
sislance  de  ces  métaux  au  percement,  était  vérifiée  par  l'oll 
servation,  et  que  l'on  avait  moyennement: 


k 


Pour  le  fer  chauffé  au  rouge  brun. . 
Pour  le  plomb  à  froid 
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